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ALGEBRA LINEAR A
REVISAO DA PARTE IV

Parte IV - Diagonalizacao

Conceitos:

valor préprio, vector préprio, espaco proprio, subespaco invariante, base prépria,
multiplicidade algébrica, multiplicidade geométrica, matriz diagonalizavel,

valor e vector préprio complexo, base prépria complexa, vector préprio generalizado,
bloco de Jordan, forma candnica de Jordan, decomposicdo de Jordan

aipy ... QAip
Dada uma matriz quadrada A = | : : | com entradas reais:

Ap1 .. App

Um vector ndo-nulo v € R", diz-se um vector proprio de A quando Av é miltiplo escalar

de v, i.e., quando para algum A\ € R.

Nesse caso, A diz-se o valor préprio de A associado ao vector préprio v.
O espaco proprio de A associado ao valor préprio A é | E, = Ker (A — AId) |.
Uma base propria de A é uma base de R™ constituida por vectores préprios de A.

Um subespaco vectorial £ C R™ é um subespaco invariante para Asev € K — Av € E.
Por exemplo, Ker A, Im A, R", {0} e os espagos préprios de A sdo subespagos invariantes
para A.

Seja Ao um valor préprio de A.

A multiplicidade algébrica de )\ é a multiplicidade de Ay como raiz do polinémio carac-
teristico pa(A\) = det(A — AId).

A multiplicidade geométrica de )\; é a dimensdo do respectivo espaco préprio E) =
Ker (A — \Id).

A multiplicidade geométrica de Ay é sempre menor ou igual a multiplicidade algébrica de \y.
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Factos:
e Vectores proprios associados a valores préprios distintos sao l.i.

Porqué?

Suponha-se que vy,...,v,, sdo vectores préprios associados aos valores préprios
A1, ..., Ay, distintos, e suponha-se que civ; + ... + ¢, = 0. Aplique-se a ma-
triz (A — Aold)(A — Asld) ... (A — A\, Id) a ambos os membros desta equagdo para
concluir que tem que ser ¢; = 0. Analogamente mostra-se que c; =0, ..., ¢, = 0.
Consequéncias:

e Se A tem n valores préprios distintos, entdo hd uma base prépria de A.
Porqué? Para essa base propria escolha-se um vector préprio de A correspondente a
cada valor préprio.

e Se as multiplicidades geométricas dos valores préprios de A somam n, entdo ha uma
base prépria de A.
Porqué? Para essa base prépria escolha-se uma base de cada espaco préprio de A.

Matrizes semelhantes: Suponha-se que A e B s3o matrizes semelhantes, i.e., que existe
uma matriz invertivel S tal que B = S~'AS. Entdo

e as caracteristicas sao iguais

|carA = carB|;

e as nulidades sao iguais

|nulA = nulB| ;
e os polinédmios caracteristicos sao iguais

pa(A) =p(N)|;

e os determinantes sdo iguais

|det A = det B ;

;

e 0s valores préprios sao os mesmos e com as mesmas multiplicidades algébricas e
geométricas;

e 0s vectores préprios correspondem-se mas ndo sdo necessariamente 0S MesMOs:
se v é vector proprio de B associado ao valor préprio A, entdo Sv é vector préprio
de A associado ao valor préprio \.

e 0s tracos sao iguais

A matriz A diz-se diagonalizavel quando A é semelhante a uma matriz diagonal.
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A matriz A é diagonalizavel sse ha uma base prépria de A.

Porqué?
Suponha-se que vy, ..., v, é uma base propria de A e que A1, ..., \, sdo os respectivos valo-
res préprios associados, i.e., Av; = A\;v; (os A;'s podem ser repetidos). Entdo
onde
M | |
D= e S=1|v ... v,

Diagonalizar uma matriz:
verificar se a matriz A é diagonalizavel e, se for, encontrar uma matriz de mudanca de base
S tal que ST1AS ¢é diagonal. As etapas s3o as seguintes:

(1) Achar os valores préprios de A, i.e., achar as raizes do polinémio caracteristico
pa(A) =det(A — \d) .

(2) Para cada valor préprio A;, achar uma base do seu espago préprio
Ey, = Ker (A —\1d) .

(3) A matriz A é diagonalizavel sse as dimensdes dos espacos proprios Ey 's somam n.
Nesse caso, obtém-se uma base prépria vq,...,v, de A coleccionando bases dos
Ey'se S~1AS é diagonal onde S é a matriz cujas colunas sdo os v;'s.

O problema da existéncia de valores préprios leva a trabalhar com nidmeros complexos.
O problema da existéncia de vectores préprios leva a trabalhar com forma candnica de Jordan.

Teorema fundamental da Algebra (Gauss, 1799):
Qualquer polinémio p(x) de grau n e com coeficientes complexos é da forma

plx) =k(x —A)(z—X)...(x — \,)
para certas constantes k, A1, Ag, ..., A, € C (k #0).
l.e., a soma das multiplicidades algébricas das raizes de um polinémio de grau n é n.

Ou seja, qualquer polinémio ndo constante tem raizes em C.
Em particular, qualquer matriz tem valores préprios em C.
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C" ={(z1,...,2,) : z; € C} é um espaco vectorial complexo de dimensio n:
o produto por escalares complexos
Mzt zn) = (Az1, .00, Az) AeC

e a adi¢do de vectores de C"
(z1, -y 2n) + (w1, ..., wy) = (21 F Wi,y ..oy 20+ wWy)

satisfazem as propriedades da definicao de espago vectorial.
As seguintes nogdes e os seguintes resultados valem em C" como em R™:

matriz, transformacdo linear, nicleo, imagem,

e eliminac3o de Gauss, forma escalonada,

e espaco vectorial, independéncia linear, base, dimensao, coordenadas,
e determinante, valor préprio, vector préprio, diagonalizagcao.

a1 ... Qip
Dada uma matriz quadrada A = | : | com entradas complexas:

Ap1 ... QApp

Um vector ndo-nulo v € C", diz-se um vector préprio complexo de A quando Av é

multiplo escalar de v, i.e., quando para algum A € C. Nesse caso, A\ diz-se o
valor préprio complexo de A associado ao vector préprio v. O espaco préprio complexo

de A associado ao valor préprio A é |E\ = Ker (A — A\Id)| em C". Uma base prépria
complexa de A é uma base de C" constituida por vectores préprios complexos de A.

A partir daqui, mesmo que nao seja dito o adjectivo “complexo”, considera-se as no¢des de
vector préprio, valor préprio, etc. neste contexto mais geral.

Por definicao de polinémio caracteristico,
pa(A) = det(A — \d)
= (=1)"\" + (=D)L trA)A" 4 .. 4 (det A) .
Pelo teorema fundamental da Algebra,

pa(A) = (1A= A)A=A2) ... (A= Ay)
= (=1D"A"+ (=1)" T4+ AN A A

onde Ay, ..., \, sdo os valores proprios (complexos) de A com multiplicidades (i.e., os \;'s
podem ser repetidos). Assim,

[detA=X-...- N e [trA=XM+...+\

ou seja, o determinante é igual ao produto dos valores préprios (com multiplicidades) e o
traco é igual a soma dos valores préprios (com multiplicidades).

Y
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Um bloco de Jordan para o valor A € C é uma matriz quadrada da forma

Al
A1

ie.,
e todas as entradas da diagonal principal sdo A,
e todas as entradas imediatamente acima da diagonal principal sdao 1 e
e todas as outras entradas sao 0.

Uma forma candnica de Jordan para uma matriz A é uma matriz J formada por blocos
de Jordan ao longo da diagonal e semelhante a A (i.e., A = SJS™! para alguma matriz
invertivel S).

Uma decomposicao de Jordan para A é uma factorizacdo de A do tipo
A=8J5!

onde S é uma matriz invertivel (matriz de mudanca de base) e J é uma matriz do tipo

Ji

N B

- Jk =
com cada J; um bloco de Jordan para o valor \;,
Ajo1
A1
Jj - e
A1
A

J

Teorema: Qualquer matriz quadrada tem formas candnicas de Jordan.
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Para achar decomposicoes de Jordan para A, comeca-se por calcular os valores préprios
e os vectores proprios de A.

e Quando ha uma base prépria de A, achar uma decomposicdo de Jordan para
A é diagonalizar A: Seja vy,vs,...v, uma base de vectores préprios de A, com
A1, Aa, ...\, 0s respectivos valores préprios associados. Entio A = SJS~! com

| | A\
S=|wv ... v, e J=D=

Neste caso, todos os blocos de Jordan que formam J sdo 1 x 1.

¢ Quando nao ha uma base propria de A, para obter uma base ha que completar o
maximo de vectores préprios l.i. que se conseguir com vectores proprios generalizados.
Um vector ndo-nulo w € C", diz-se um vector proprio generalizado de A para o
valor préprio A quando (A — Ald)"w = 0 para algum n =1,2,3,....

De seguida, mostra-se como é que se obtém decomposicoes de Jordan para matrizes
2 x 2 e 3 x 3 com vectores préprios generalizados.

O numero de blocos de Jordan em J é sempre igual ao nimero maximo de vectores préprios
linearmente independentes de A.

Para matrizes 2 x 2 sé ha dois casos possiveis:

Caso 1 H3 uma base constituida por vectores préprios v e vy (eventualmente complexos)
de A. Sejam \; e )y os respectivos valores préprios, i.e., Av; = \v;, @ = 1,2 (pode ser
A1 = A2). Ent3o uma decomposicdo de Jordan (neste caso, uma diagonalizagdo) para A é

L E
A= vy v !
L
—_——— T

4 J=D o1

Caso 2 Todos os vectores préprios sdo miultiplos de um v para o valor préprio \: tem-se
v#0e(A—Ad)v=0. Seja w um vector préprio generalizado que é solu¢do da equagdo

(A — AMd)w = v| Entdo uma decomposi¢do de Jordan para A é

[

A

J
S S-1
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Para matrizes 3 x 3 ha trés casos possiveis:

Caso 1 Ha uma base constituida por vectores préprios vy, vy € v3 (eventualmente complexos)
de A. Sejam \i, \y e A3 os respectivos valores préprios, i.e., Av; = \v;, i = 1,2,3 (0s \;'s
podem ser repetidos). Entdo uma decomposi¢cdo de Jordan (neste caso, uma diagonalizagdo)

para A é
o
A: V1 U2 Vs .
L ] MR J

J=D St

Caso 2 Ha dois vectores préprios v; e v, linearmente independentes, mas ndo trés. Sejam
A1 € Ao 0s respectivos valores préprios, i.e., Av; = \v;, i = 1,2 (pode ser Ay = \y).

Quando A\; # Ag, suponha-se sem perda de generalidade que \; € o valor préprio com multipli-
cidade algébrica 2, ou seja, que o polinémio caracteristico de A é pA(\) = —(A=X;)2(A=X\2).

Ache-se um vector préprio generalizado w que é solug¢do da equagdo |(A — Nd)w = vy |

Entdo uma decomposicdo de Jordan para A é

o Al

A= vy w vy M
1] ] J
5 Y g e

Quando A; = Ay s6 ha um valor préprio a que se chama )\, ou seja, o polindmio caracteristico
de Aépa(\) = —(A\—N\g)3. Em geral, hd que substituir os vectores proprios vy, vy por outros
linearmente independentes tais que um deles pertenca ao espaco das colunas de A — \old.
Sem perda de generalidade, suponha-se que v; e v ja foram escolhidos de maneira a ser

vy € Im (A — A\gId) | Assim ha um vector préprio generalizado w satisfazendo a equagdo

(A — AMd)w = vy | Entdo uma decomposi¢cdo de Jordan para A é

o Ao 1
A= 1v1 w vy Ao
& ‘ | | / ‘ >\0 ‘ & _/
S ‘J’ S-1

Caso 3 Todos os vectores préprios sdo multiplos de um v para o valor préprio \: tem-
sev # 0e (A—MNd)v = 0. Seja w um vector préprio generalizado que é solugdo da

equacgdo | (A — Md)w = v | e seja u um vector préprio generalizado que é solugdo da equagdo

(A — AMd)u = w| Ent3o uma decomposicdo de Jordan para A é




