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RESOLUCAO

(As solugcées aqui propostas ndo s3o tnicas!)
Instrucoes

e Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.

e Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

e Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotagdo igualmente repartida
pelas alineas de cada problema.

Apresente e justifique todos os calculos.

e N3o é permitida a utilizacao de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizacdo de papel de rascunho.

A revisao de provas é na 5? feira, 13 de Novembro, 17h-18h, na sala de dividas.
Boa sorte!
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(1) Fornega bases para o niicleo e para o espago das colunas da matriz

01 2 2
A= 1|1 2 3 4
23 46

Resolucdo: Aplicando o método de eliminacdo de Gauss:

| | 01 2 2
A= V1 V2 V3 V4 =1{1 2 3 4| —
| | 2 3 4 6
1 2 3 4 1 2 3 4
— |0 1 2 21— |01 2 2| —
0 -1 -2 =2 00 00
10 -1 0 | | | | forma
— |01 2 2 =] w wy w3 wy | = escalonada
00 0 O | | | | de A

As colunas da forma escalonada de A que contém lideres sdo
wy € wo, pelo que as correspondentes colunas de A

0 1
vy = |1 e vy = |2
2 3

formam uma base do espaco das colunas (ou imagem) de A.
Como as colunas (sem lideres) w3 e w4 fornecem as relagbes
w3 = 2wy — w1 € wy = 2we, respectivamente, conclui-se que os

vectores
_21 (2) forma
w=1_qluw2=|, € Ker escalonada | = Ker A
0 1 de A

formam uma base do nicleo Ker A. ]
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(2) Considere a transformacdo linear no espago das matrizes reais 2 x 2
T: Maxa — Moy

1 1
X X{—l _J

1 1
-1 =10
Determine a matriz que representa 7' relativamente a base ordenada de Mo,»

ER R R T

Resolucdo: Sejam

1o o1 o o ~fo o
=10 ol > (o ol BT |1 0ol >™T o1

os elementos da base de Msys. As suas imagens

=3 4[4 2] oo

N LA M v

0 0 0 0
T(Ug) = [1 1] = V3 + V4 ,T(U4) = |:_1 _1] = —V3 — U4
tém coordenadas
(1,1,0,0) , (-1,-1,0,0), (0,0,1,1), (0,0,—1,—1)

respectivamente, na base v1,v9,v3,v4. As colunas da matriz A
que representa T em relacdo a base v1,vs,v3,v4 sdo formadas
por estas coordenadas. Logo,

que leva uma matriz X para a matriz produto X M onde M =

-1 0
-1 0 0
A= 0 1 -1
1

0 -1

OO ==
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(3) Em R? considere os elementos

1
v = 0 , Uy =
—1

€ V3 =

eI\
—_ o O

(a) Determine uma base do subespago V' = L(v1,vs,v3) gerado por estes trés
vectores e indique a dimens3o de V.

Resolucao: Olhando para a forma escalonada da matriz A
cujas colunas sao v, vy € v,

1 20 120 120 10 -2
A=10 00 =000/ =103 1l—=]01 %],
-1 1 1 0 3 1 00 0 00 0

conclui-se que as duas primeiras colunas de A formam uma base
do espaco das colunas, ou seja, que v1 e vy formam uma base

do espaco V' = L(v1,v9,v3). Portanto, dimV = 2. 0
a
(b) Determine uma base do subespaco W ={v = |b| € V:a+ b+ c=0}.
c

Resolucao: Para que um vector

a T+ 2y
v=|b| =xv; +yvo = 0
c —xr+vy

pertenca ao subespaco W (com x,y € R) tem que ser
(x+2y)+0+(—z+y)=0,

ou seja, y = 0. Conclui-se que os elementos de W sdo os
1

mudltiplos de vy, pelo que vi = | 0 | forma uma base de W.
-1

0]



ALGEBRA LINEAR A - TESTE 2 — 4/NOVEMBRO/2003

(4) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. Nao € atribuida qualquer cotagdo ao

simples assinalar do correcto valor I6gico da afirmagao.

(a) Se uma matriz n X n tem um nicleo n-dimensional, entdo todas as entradas

dessa matriz sao nulas.

Verdadeira| X

Resolucao: Como dim(Ker A) + dim(Im A) = n e
dim(Ker A) = n, tem que ser dim(Im A) = 0, pelo que
Im A = {0}, ou seja, a matriz A tem que ser identicamente
nula. 0J

(b) Existe uma transformagio linear sobrejectiva T : R® — R? com

1 0
71| =710 :[8]
0 1

Verdadeira

Resolucdo: Se T € sobrejectiva entdo Im T = R?, pelo que
dim(Im T) = 2 edim(Ker 7) = dimR3—dim(Im T) = 3-2 =
1. Portanto, o niicleo Ker T' ndo pode conter dois vectores
linearmente independentes (como os dois vectores indicados).

O

Falsa

Falsa
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(c) H& uma matriz 3 x 3 com caracteristica 1 tal que A? = 0.

Verdadeira| X Falsa

Resolucao: Por exemplo,

A:

S O O
S O O
OO =

(d) Se A? = 0 para uma matriz 10 x 10, ent3o a caracteristica de A é no maximo
igual a 5.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: O facto de A%? = 0 significa que Im A C Ker A,
pelo que dim(Im A) < dim(Ker A). Como dim(Ker A) +
dim(Im A) = 10, € impossivel ter-se dim(Im A) > 6.

Conclui-se que a caracteristica de A (igual, por definicio, a
dimensdo da imagem de A) é no mdximo igual a 5. U

(e) Se A e B sdo matrizes invertiveis n X n, entdo AB é semelhante a BA.

Verdadeira| X Falsa

Resolugcdo: Da igualdade B~'(BA)B = (B~'B)AB = AB,
vé-se que AB é semelhante a BA, através da matriz de mudanca
de base S = B. U



