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ALGEBRA LINEAR A
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RESOLUCAO

(As solugées aqui propostas ndo s3o tnicas!)

Duracao: 50 minutos

Instrucoes

Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.
Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotacdo igualmente repartida
pelas alineas de cada problema.

Apresente e justifique todos os calculos.

N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizacdo de papel de rascunho.

e A revisao de provas é na 5° feira, 13 de Novembro, 17h-18h, na sala de duvidas.
e Boa sortel!
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(1) Fornega bases para o niicleo e para o espago das colunas da matriz

1 2 3 3
2469
A_2676
1 0 2 2

Resolucao: Aplicando o método de eliminacdo de Gauss:

o 1233
U S (U A
26 7 6
o 102 2
1 2 3 3 1 23 3
oo 0 3| __fo21 0|
0 2 1 0 000 3
0 -2 -1 -1 000 -1
(1)(1)§8 [ I B forma
7 0 0 (2) 1| = w; wy w3 wy | = escalonada
0000 . de A

As colunas da forma escalonada de A que contém lideres sio
w1, wo € wy, pelo que as correspondentes colunas de A

1 2 3
2 4 9
U1 = 9 y U2 = 6 € V4= 6
1 0 2

formam uma base do espaco das colunas (ou imagem) de A.
Como a coluna ws (sem lider) fornece a relacdo ws = 2w +3ws,

2
1

u= _21 € Ker (forma escalonada de A) = Ker A

0

e este vector u forma uma base do nticleo Ker A. O
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(2) Considere a transformacdo linear no espago das matrizes reais 2 x 2
T: Msyxy — Moo
1 2
X [1 2] X

que leva uma matriz X para a matriz produto M X onde M = 1 g}

Determine a matriz que representa 7' relativamente a base ordenada de Mo, »
10 0 1 0 0 0 0
0 0] 10 01 0f 1|01

Resolucdo: Sejam

1o o1 o o ~fo o
=0 ol > o ol BT |1 0ol >™T o1

os elementos da base de Msys. As suas imagens

T(vl):E ;} [(1) g]zﬁ 8}:v1+v3,

re=[ 0 ][0 -mru

2 0 0 2
T(Ug) = |:2 0:| = 2v1 + 2v3 ,T(U4) = |:0 2:| = 209 4 20y

tém coordenadas
(1,0,1,0), (0,1,0,1) , (2,0,2,0) , (0,2,0,2)

na base vy, vo,v3, vy, respecitivamente. As colunas da matriz A
que representa T em relacdo a base v1,vs,v3,v4 sdo formadas
por estas coordenadas. Logo,

1
A=

O = O

_ o = O
O N O N
N O NNO
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(3) No espago de todos os polindmios reais de varidvel real considere os elementos
pi(z) =1+z =222+ 2% po(x) = 2% — 2% e p3(x) = 1 + = — 22° + 323,
(a) Determine uma base do subespaco V' = L(p1,ps,ps3) gerado por estes trés
polinémios e indique a dimens3o de V.

Resolucdo: Na base 1, x, 22, z3 do espaco dos polinémios de

grau menor ou igual a 3, os polinémios p1, pa e p3 tém coorde-
nadas (1,1,-2,1), (0,0,1,—1) e (1,1,—2,3), respectivamente.
Olhando para a forma escalonada da matriz cujas colunas sdo
formadas por estas coordenadas

1 0 1 1 0 1 1 0 1 100
1 0 1 0 0 0 0 1 0 010
2 1 =2 7 1lo 1 o] "lo =12 oo 1|
1 -1 3 0 —1 2 0 0 0 00 0

conclui-se que, como estas trés colunas sdo linearmente inde-
pendentes, os polinémios pi, pa e p3 também s3o I. i., pelo
que formam uma base do espaco por eles gerado. Portanto,
dimV = 3. ]

Comentario: Alternativamente, poder-se-ia ter usado a definicdo de independéncia
linear para verificar que p1, ps € p3 sdo . i. &

(b) Mostre que o conjunto W = {p € V : p(0) = p(1)} forma um subespago de V/
e determine uma base de V.

Resolugdo: Se A e R ep,qge W (ie, p(0) = p(1l) e q(0) =
q(1)), entdo
(Ap 4+ @)(0) = Ap(0) + ¢(0) = Ap(1) + (1) = (Ap+ ¢)(1) ,
pelo que (Ap + q) € W, e assim W forma um subespaco.
Para que um polinémio p = apy + bpa + cps € W (com a,b,c €
R), tem que ser
ap1(0) +bp2(0) +cp3(0) = api(1) +bp2(1) +eps(1)
—— —— —— —— —— ——
1 0 1 1 0 3

ou seja, ¢ = 3¢, ou seja, c = 0. Conclui-se que

pE)=1+z-222+23 e pya)=2?-2°

formam uma base de W. O



ALGEBRA LINEAR A — TESTE 2 PARA PRATICAR — OUTUBRO,2003 5

(4) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. Nao € atribuida qualquer cotagdo ao
simples assinalar do correcto valor I6gico da afirmagao.

(a) Se uma matriz 2 x 2 tem caracteristica 2, entdo as suas entradas da diagonal
sao nao-nulas.

Verdadeira Falsa| X

~ 1 L.
Resolucdo: Por exemplo, A = [? 0] tem caracteristica 2 (o

que, por ser uma matriz 2 x 2, equivale a dizer que € invertivel)
e as suas entradas da diagonal sdo nulas. [

(b) Se as colunas de uma matriz quadrada formam uma base, ent&o as linhas dessa
matriz também formam uma base.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: Se as colunas de uma matriz n x n formam uma
base, entdo a caracteristica dessa matriz é n, pelo que as n
linhas s3o linearmente independentes em R". [
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(c) Se uma matriz quadrada A satisfaz A%’ = (, ent3o a dimens3o do seu niicleo
é pelo menos 1.

Verdadeira| X Falsa

Resolugdo: Se fosse dim(Ker A) = 0, entdo Ker A = {0} e
A seria injectiva, pelo que qualquer sua poténcia também seria
injectiva (a composic¢do de fungées injectivas € injectiva), pelo
que A% n3o poderia ser a matriz nula. ]

(d) Duas matrizes semelhantes tém a mesma caracteristica.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: Como a imagem de um subespaco de dimensdo
m por uma transformacao invertivel S tem dimensdo m, a di-
mensdo da imagem de S™'A (ou de AS) € igual & dimensio da
imagem de A, qualquer que seja a matriz quadrada A. Logo,
dim(Im A) = dim(Im (S~1AS)). 0J

(e) Se o nicleo de uma matriz A com dimens3o 5 x 4 consiste apenas no vector
zero, e se AB = AC para duas matrizes B e C' de dimens3o 4 x 5, ent3o essas
matrizes B e C' tém que ser iguais.

Verdadeira| X Falsa

Resolugcao: Se Ker A = {0}, entdo A € injectiva pelo que é
invertivel 3 esquerda. Seja F uma inversa de A a esquerda, i.e.,
EA =1d. Entdo

AB = AC = E(AB) = E(AC) < (EA)B = (EA)C < B=C.
O



