Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise Ultima actualizagdo: 20/Nov,/2003

ALGEBRA LINEAR A
TESTE 3 PARA PRATICAR — NOVEMBRO DE 2003

RESOLUCAO

(As solugées aqui propostas ndo s3o tnicas!)

Duracao: 50 minutos

Instrucoes

e Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.

e Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

e O problema (1) vale 5 pontos, cada uma das alineas do problema (2) vale 2.5 pontos
e cada uma das alineas do problema (3) vale 1 ponto.

e Apresente e justifique todos os calculos.

e N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizacdo de papel de rascunho.

e A revisao de provas é na 5° feira, 4 de Dezembro, 16h-17h, na sala de ddvidas.

e Boa sorte!
Para a correccao
| pergunta | classificacdo ||
(1)
(2)(a)
(2)(b)
(2)(c)
(2)(d)
(3)(a)
(3)(b)
(3)(c)
(3)(d)
(3)(e)
Ne:
total
Curso:

Nome:
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(1) Calcule o determinante da matriz

I
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Resolucao: Pela férmula de Laplace ao longo da 52 coluna, e
depois ao longo da 12 coluna, e depois ao longo da 2° coluna,

det A = 1xdet

N O OO
DN =~ W =
N O WO
O = Wi
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(2) Considere a fungio real definida em pares de vectores u e v de R? por

210
(u,v) =u'Gv onde G= |1 1 0
0 01

(a) Mostre que (-, -) define um produto interno em R3.

Resolugcdo: H3 que verificar que (-,-) satisfaz a simetria, a
linearidade e a positividade.

o (v,u) = v'Gu = (V'Gu)' = u'G'v = u'Gv = (u,v),
porque o transposto de um escalar € o proprio escalar e
porque G € uma matriz simétrica.

e Qu+ w,v) = Au+ w)lGuv = M!'Gv + w'Gv =
Mu, v) + (w,v), VA € R, Yu,v,w € R3.

x
e Parav = |y|, tem-se
z
x
(v,v) = [x Yy z]G y| = 22% + 22y + y? + 22
z

= 22+ (x+y)2+22>0 sempre
=0ssev=0.

2
(b) Seja L o subespaco gerado por |—1|. Determine o complemento ortogonal
3

L+ relativamente ao produto interno (-, -).

Resolucdo: O complemento ortogonal LL_ € o conjunto dos

2
vectores perpendiculares ao vector v = |—1]|.
3 -
2 3]
[a: Y z]G -1 :0<:>[3: Y z] 1| =0 <= 3z+y+32=0.
3 3

8

Lt ={|y| :3z+y+32=0}.
z
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(c) Determine, pelo processo de Gram-Schmidt, uma base ortonormal para L e uma
para L' (relativamente ao produto interno (-, -)).

v

Resolugcdao: Uma base de L é formada por ol onde v € o

vector que gera este subespaco. O quadrado dessa norma é
2
|v|? = (v,v) = 14. Logo, uma base de L é w = -~ |—1
V14
3
Para obter uma base o.n. de L+ formada por vectores w1 € wo,
aplica-se o processo de Gram-Schmidt a uma base de L+ esco-

1 1
lhida a partir da alinea anterior: vi = |—3| evy = | 0
0 -1
ok
Como |v1|*> = (v1,v1) = 5, vem w; = % = % —3|.
0
6 - -
1 °3
Como vy - w; = —5 € V2 — (vg - w)wy = —§ , vem
6
vo—(verwi)wr 1 _3|. 0

W2 = Toa=(vew)w1] — V70

(d) Determine a distancia do ponto (0,1,0) a L* (relativamente a (-, -)).

0
Resolucao: A projeccdo deu = |1| em L é
0
1 210 2 112
projpu = (u,wyw=—=1[0 1 0] |1 1 0| |-1|w=—=|-1
vid 00 1|3 1413
A distancia de (0,1,0) a L+ é a norma deste vector:
1

rojru| = (u,w)| = — .
|p JL| |< >| \/ﬂ
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(3) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. Nao € atribuida qualquer cotagdo ao
simples assinalar do correcto valor I6gico da afirmagao.

(a) Se uma matriz A é simétrica e se a matriz S é ortogonal, ent3o a matriz S~'AS
é simétrica.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: Como S é ortogonal, S* = S~!, e como A é
simétrica, tem-se

(S71AS)t = \SLA'? (S7hHt=8571Ats = §71AS .

~——
S—1 S
OJ
(b) Se x1,x3,...,x, sdo nimeros reais quaisquer, entdo verifica-se a desigualdade
n 2 n
2
E T, <n E Ty
k=1 k=1
Verdadeira | X Falsa

Resolugdo: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para o pro-

I 1
duto interno usual em R™ dos vectores | : | e ||, tem-se

Ty 1
2 2 2

I 1 T 1

: <||:

Tn 1 T 1
——

(Zp_ o)’ Thaimh ™
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(c) Setodas as entradas da diagonal de uma matriz quadrada A sdo niimeros inteiros
impares e se todas as outras entradas sao nlimeros inteiros pares, entdo A tem
que ser invertivel.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: O produto das entradas da diagonal de A € a unica
parcela impar no somatdrio da definicdo do determinante de A,
sendo todas as outras parcelas pares. Uma soma de um niimero
impar com niimeros pares nunca é zero. Como det A # 0, a
matriz A € invertivel. ]

(d) Se uma matriz A é invertivel e tanto A como A™! tém todas as entradas inteiras,
entdo det A = +£1.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: Os determinantes de A e de A~' sio niimeros
inteiros com produto (det A)(det A=!) = 1. O produto de dois
numeros inteiros sé € 1 se ambos os factores forem 1 ou ambos
forem —1. ]

(e) Se 1 é o tnico valor préprio de uma matriz A, entdo A tem que ser uma matriz
identidade Id.

Verdadeira Falsa| X

Resolucao: Por exemplo, A = [

1 1 . .
0 J ndo € a identidade mas
sé tem o valor prdprio 1. [



