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ALGEBRA LINEAR A

TESTE 4 — 9 DE DEZEMBRO DE 2003 - 11:10-12H

RESOLUCAO

(As solugcées aqui propostas ndo sdo tinicas!)
Instrucoes

e Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.

e Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

e Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotagdo igualmente repartida

pelas alineas de cada problema.

Apresente e justifique todos os calculos.

e N3o é permitida a utilizacao de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizacdo de papel de rascunho.

e A revisao de provas é na 3° feira, 16 de Dezembro, 16h-17h, na sala de dividas.

Boa sorte!
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(1) Considere a matriz

a=[7 ]

(a) Calcule os valores e os vectores préprios (eventualmente complexos) de A.

Resolucao: Os valores proprios de A sdo as soluces de

det [_:A _11_ A} =0 <= N+2\42=0 < A= —14i.

Os vectores préprios de A associados ao valor proprio —1 + i
sdo os vectores njo nulos de

Ker (A — (=1 +1i)Id) = Ker [_i 1} :LH .

-1 — )
Os vectores proprios de A associados ao valor proprio A = —1 —
1 sdo os vectores complexos conjugados dos vectores préprios
associados ao valor préprio A = —1 + 4. Ul

(b) Decida se A é diagonalizavel (eventualmente sobre C) e em caso afirmativo
escreva uma diagonalizac3o, i.e., escreva A na forma SDS~! onde D é uma
matriz diagonal e S' é uma matriz de mudanca de base.

Resolucao: Como A é uma matriz 2 X 2 e admite dois vectores

- . 1 _ 1 .
proprios I.i., por exemplo, v = [J ev = [_J conclui-se que
é diagonalizavel. Uma diagonalizacdo para A é

[ 1) [-14i 0 ; -1
O |
——

——
S D -1
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(2) Considere a matriz

[

(a) Calcule os valores e os vectores préprios (eventualmente complexos) de B.

Resolucao: Os valores proprios de B sdo as solucbes de

—-1-X =2
8 7T—A

Os vectores préprios de B sdo os vectores ndo nulos de Ker (B—

e ()

Logo sdo os vectores da forma {_C;a} coma € R\ {0}. U

det{ ]:O<:>A2—6A+9:0<:>)\:3.

(b) Escreva uma decomposi¢do de Jordan para B (eventualmente sobre C), i.e.,
escreva B na forma SJS~! onde J é uma forma candnica de Jordan e S é uma
matriz de mudanca de base.

Resolucao: N3io havendo dois, mas apenas um vector proprio
l.i., uma forma candnica de Jordan para B serd

31
J = .
0 3
Para a matriz de mudanca de base procura-se um vector proprio
generalizado. Para o vector préprio v = (1,—2)!, a equagdo

oo [ - [

admite a solugdo w = (0, —%)t, por exemplo. Entdo uma de-
composicdo de Jordan para B serd

S J S-1
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(3) Para um pardmetro k € R arbitrario, considere a matriz

0 00
C=1{10 k
2 30

(a) Calcule os valores préprios (eventualmente complexos) de C' em fung¢3o de k.

Resolucdo: Os valores proprios de C' sdo as soluges de

)
det | 1 =X k|=0+< —A\*-=3k)=0,
2 3 =)

onde o determinante foi calculado pela formula de Laplace ao
longo da 1?2 linha. Se k = 0, zero € o unico valor préprio de
C. Se k # 0, os valores préprios de C sdo 0 e as duas raizes
quadradas (reais ou complexas) de 3k. U

(b) Para que valores de k é que a matriz C' é diagonalizavel (sobre C)?

Resolugcao:  Quando k # 0, a matriz C tem trés valores

proprios distintos, logo admite uma base de vectores proprios

e portanto € diagonalizavel.

Quando k = 0, o espaco prdprio do tinico valor préprio, zero,
000

Eo=KerC=Ker (1 0 0
2 30

tem dimens3o 1 (porque a matriz tem caracteristica 2), pelo que
ndo hd trés vectores proprios linearmente independentes e por
isso C' ndo é diagonalizavel. ]
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(4) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. Nao € atribuida qualquer cotagdo ao
simples assinalar do correcto valor I6gico da afirmagao.

(a) Se uma matriz 11 x 11 tem os valores préprios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 e 11,
entdo essa matriz é diagonalizavel.

Verdadeira| X Falsa

Resolucao: Se uma matriz 11 x 11 tem 11 valores préprios
distintos, entdo tem 11 vectores proprios linearmente indepen-
dentes, pelo que hd uma base prépria dessa matriz e a matriz é
diagonalizavel. [

(b) Se v é um vector préprio de duas matrizes n x n, A e B, com A invertivel,
entdo v é um vector préprio de 3A~! + AB.

Verdadeira| X Falsa

Resolugdo: Se Av = A\v (com X\ # 0 porque A é invertivel)
e Bu = pv, entdo A™'v = jv e (347! + AB)v = 34 v +
ABv = 3v+ A(uw) = (3 + pA)v. U
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(c) Se o determinante de uma matriz real 2 x 2 A é negativo, entdo A tem dois
valores préprios reais distintos.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: O determinante de A é o produto dos valores
proprios de A. Se algum valor préprio ndo for real, entdo os
valores proprios sdo dois complexos conjugados pelo que o seu
produto é positivo (igual ao quadrado do mddulo de qualquer
um deles). Se os valores proprios forem reais e iguais, entio o
seu produto € ndo negativo. O]

(d) Duas matrizes A e B diagonalizdveis, n X n e com os mesmos valores préprios
tém que ser matrizes semelhantes.

Verdadeira Falsa| X

1 00 1 00
Resolucdo: Por exemplo, A= |0 1 0l eB=1{0 2 0
0 0 2 0 0 2
sdo diagonais, tém os mesmos valores préprios mas nao sa

semelhantes.

Comentario: Assumindo que as multiplicidades algébricas dos
valores préprios fossem também as mesmas para as matrizes A
e B, entdo ambas as matrizes seriam semelhantes a uma mesma
matriz diagonal, pelo que seriam semelhantes entre si. ]

(e) Para quaisquer matrizes n X n, A e B, as matrizes produto AB e BA tém os
mesmos valores proprios.

Verdadeira| X Falsa

Resolucao: Se 0 € valor préprio de AB, entdo AB nido é
invertivel, pelo que algum dos factores A ou B ndo € invertivel,
o produto BA ndo € invertivel e por isso tem o valor préprio 0.
Notando que, se AB — 1d € invertivel, entdo BA — Id também
com inversa (BA—1d)~! = B(AB —1d)~'A —1d e vice-versa,
conclui-se que, para \ # 0, a matriz AB — Ald é invertivel sse
BA—)d = A(B3A—1d) é invertivel. Logo os valores para os
quais AB — \Id ndo € invertivel (i.e., os valores préprios de AB)
sdo os mesmos valores para os quais BA — Md ndo € invertivel
(i.e., os valores proprios de BA). U



