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ANALISE MATEMATICA Il
TESTE PARA PRATICAR:
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apresente e justifique todos os calculos
duragdo: hora e meia (9:00-10:30)

(1) Considere a seguinte regido contida em R?

V:{(x,y,z)eR?’:(\/x2+y2—1)2§z§1,x20,y20,220}.

(3 val.) (a) Escreva uma expressdo para o volume de V' em termos de integrais iterados
da forma [([([ dz)dy)d=.

(3 val.) (b) Seja f(z,y,2) = z. Caleule [[[, f(z,y,z)dxdydz.

(3 val.) (2) Um sdlido na regido

2 2
S:{(:p,y,z)ERg : \/x2+%§z§4—3(a72+y—9), x>0, yzo}

tem densidade de massa o(z,y, z) = 2x.
Usando uma mudanca de coordenadas apropriada, calcule a massa do sélido.

(3) Considere os seguintes campos vectoriais.

Flz,y,2) — (m, 2z, 22 + 102 + ) Gla,y,2) = ((x— 1)° + y>( 1y, o) |

(2 val.) (a) Determine se F e G sdo fechados.
(3 val.) (b) Determine se F e G sdo gradientes.
(3 val.) (c) Seja a : [0,1] — R? o caminho definido por ax(t) = (€', e/’sent, 0). Calcule
' /G- da.
val. 4) Seja f : — R uma fun¢io de classe C~. aplaciano de f é a fungdo
3 val Seja f : R? - R funcdo de classe C%. O laplaciano de f é a funga
Af : R* — R definida por
o*f  O*f
Ap=4L 9
/ ox? + Oy?
Seja Cc = {(z,y) €R?: (x —20)* + (y —y0)* = €} e Flz,y) = (—55, ).

Mostre que
o1
Af(:L‘O)yO) = lim Y F- dg7
e—0 TTe Ce
onde g é um caminho regular que percorre C. uma vez no sentido anti-hordrio.
Sugestao: Use o teorema de Green.



Solucées abreviadas:

(1) (a) Os cortes com z constante formam quartos de coroas circulares no plano zy, com z,y > 0, com raio
exterior dado por 1 + /Z e raio interior dado por 1 — /z. Logo temos,

L[ =R [ ORE R 11VE [ AT R
Vol(V) :/ / dz | dy + / / de | dy | | d=.
0o \Jo V=vz)2—y? 1-vz \Jo

(b) Temos em coordenadas cilindricas que = pcos(6). Logo,

///V rdrdydz = /OTF/2 (/02 </(:_1)2 pcos(@)dz) pdp> do

2
= /O P21 (p— 1)?)dp = 8/5.
(2) Nas coordenadas (p, 8, z) definidas pela transformagio

z= p cos(h)
3p sen(0)

z = z

@
<
Il

a regido S é dada (excepto os pontos de S no eixo Oz que formam um subconjunto de contetido nulo) por,
0<p<2z<4—-3p%, 0<0< % A matriz Jacobiana da transformacgio g é

cos(d) —psen(d) O
Dg=| 3sen(fd) 3p cos(f) O
0 0 1

pelo que, |det(Dg)| = 3p, e portanto

/2 p1 p4—3p2
M = / o = / / / 2p cos(0) 3p dzdpdf
S 0 0 Jp
/2 1 4-3p?
6 </ Cos(9)d9> / p2/ dzdp =
0 0 P

1
= 6/ p*(4—3p* — p)dp =
0

4 3 1,1t 29
=6—37—57—4}=—
[3” 57747, T 10

(3) (a) O campo F nio é fechado pois % =20y # 5 aF2 = 2y. O campo G é fechado:

oG 9G oG 9G oG 9G
Tr=t=byla—1) (@ -1 +y?), TE="T =0, TP =T =0
dy oz 0z oz 0z dy

(b) O campo F nio ¢ gradiente porque ndo é fechado. O campo G é é fechado, é de classe C'' em R3. Como
R3 é simplesmente conexo, G é um gradiente. Em alternativa, pode mostrar-se que G é um gradiente

calculando um potencial:

52 =G 6=1 (=12 +y°)" + A, 2)
Vo=G&2 =G ©{¢="L(z-12+y)"+ B2
% = Gj3 ¢ =Clx,y)

«:¢>=%((x71)2+y2))4+1<,

onde K é uma constante.
(c) Pelo Teorema Fundamental do Célculo para integrais de linha, temos

/G ~dac = ¢(g(1)) — ¢(9(0)) = (e, e - sen(1),0) — ¢(1,0,0) = = ((e —1)% + e?sen?(1)) "
(4) Seja De = {(z,y) € R? : (x — 20)? + (y — yo)? < €?}. Aplicando o teorema de Green, vem

P OF
/ F.dg = // (2 - @) dwdy :/ Af(z, y)dedy.
C. D. \ Oz dy D.

Visto que f é de classe C2, o laplaciano Af é continuo. Deste facto e da igualdade anterior obtemos entdo

— / Af(z,y)dedy — Af(zo,y0)

lim %/c F-dg — Af(zo,y0)| =
— lim L ' / Af(e,y) - Af(x07y0)>d$dy'

<tim o [[ 0 max A7) - AfGeo,yo)l dody
e—0me? JJp, (z.y)ED.

m max(z y)e D, |Af(l‘, y) - Af(l‘o,yo)\ 7TE2
2

e—0 e

=1 Af(z,y) — A , =0.
fimp s, 1810 = Ao



