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Exercicio 1 [5.6-4 do Fleming (pag. 205)]
Mostre que [ f(z,y) dx dy existe se f é limitada, continua e | f(z,y)| < C(1+x2+y?)~%,
p > 2.

Solugdo: Uma fungdo continua f € integravel se e sé se o seu médulo |f| € integrdvel. Se f é
continua, entdo |f| é continua. Para uma fungdo continua h (toma-se h = |f|), por comparagdo, se
h < g e g é integrdvel, entdo h € integrdvel. Portanto, basta demonstrar que a funcdo g : R> — R
definida por g(z,y) = C(1 + 2 + y*)~ %, onde C é uma constante real e p é um real maior do
que 2, € integravel. Como g é continua, a questdo resume-se a verificar se o integral sobre R? da
funcdo positiva (1 + 2% + y2)_% € finito. Usando coordenadas polares,
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porque limp_. 1 oo (1 + R2)'"% = 0 uma vez que 1 — £<o. 0J

Exercicio 2 [5.11-5 do Fleming (pag. 236)]

Seja f,(z) = v se x €]0, %[ e f,(x) = 0 caso contrario, para v = 1,2,.... Mostre que
lim, ., f,(z) = 0 para todo o z, mas ffl, dx = 1. Porque é que isto ndo contraria o
teorema da convergéncia dominada de Lebesgue?

Solugao: Cada f, € uma funcdo em escada, com ff,, de = v - % =1, Yv. Para todo o x real
tem-se lim, .1« f,(x) = 0 porque, quando x ¢]0,1[, f,(z) =0, Vv, e, quando = €]0,1], existe
um inteiro N tal que = > % pelo que f,(x) =0 para qualquer v > N.

Isto ndo contraria o teorema da convergéncia dominada, porque a sucessio f1, fo,... ndo € do-
minada por qualquer funcdo integravel, uma vez que a menor fungdo g tal que |f,| < g, Vv, € a
funcdo em escada
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cujo integral € [ gdz = > n(: — n+r1) =y % = 400, 0

Exercicio 3 [5.12-1 do Fleming (pag. 239)]
Determine ¢/'(t) se ¢(t) é:

fol In(z? + t?) dz, t # 0;

b) [ Lesinx du.

Solucado: Para ambas as alineas verificam-se as hipdteses do teorema que dd a derivada do integral
como o integral da derivada, relativamente a um pardmetro (regra de Leibniz).

(a) Parat #0,
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¢,(t) = OW% (%e:ﬂt Sinx) dr = fOﬂ ext sin z dx
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onde a primitiva de e*' sinz em ordem a x foi obtida primitivando por partes duas vezes.

O

Exercicio 4 [5.12-4 do Fleming (pag. 239)]

Mostre que
d b(t) ) ) b(t) af
G, S = 100,000 - 60000 + [ G

desde que f e - seJam continuas em [ag, by] x B onde B é aberto, com ay < a(t) < by e
ap < b(t) < by para todo o t € B, e desde que as funcdes a e b sejam de classe C'!.

Solugdo: Considere-se F(x,t) f f(s,t)ds. Entdo 2 5; = [ pelo teorema fundamental do
cdlculo e %Ij = fz %{ (s,t) ds pela regra de Leibniz. Como fa(t) (x,t)dz = F(b(t),t)—F(a(t),t),
vai-se calcular a derivada desta diferenca usando a regra da cadeia:
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= f(b(t),t)b'(t)—f(a(t),t)a'(t)—l—/(t) E(m,t) dx .



