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RESOLUCAO

(As solucées aqui propostas ndo sdo tinicas!)

Duracao: 50 minutos

Instrucoes

e Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.

e Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

e Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotacdo das alineas em cada
problema igualmente repartida.

e Apresente e justifique todos os calculos.

e N3o é permitida a utilizacao de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizacdo de papel de rascunho.

e A revisao de provas é na 2 feira, 17 de Outubro, 18h30-19h30, na sala de dividas.

e Boa sorte!
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(1) Considere a fungdo f : R* — R?,

f(xv y) - (COS<7T‘I) +, SiIl(?TI') - y) :
(a) Mostre que f é invertivel numa vizinhanga de (1,0).

Resolucdo: A funcio f € de classe C' e tem

Flz,y) = [ —msin(mz) 1 ] ‘

mweos(mx) —1
No ponto (1,0) tem-se

detf'(l,O):det[ _Oﬂ _11 ] =n#0,

pelo que o Teorema da Fungdo Inversa garante que f € local-
mente invertivel numa vizinhanga de (1,0). 0

(b) Calcule a derivada da fungdo inversa no ponto (—1,0).

Resolucao: Como f(1,0) = (—1,0), pela regra da cadeia,
tem-se que

ro=cuort=[ % L] <[ 4
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(2) A equagio
ryz+ef +at—x=1
define uma variedade que pode ser representada, nalguma vizinhanca do ponto
(z,y,z) = (0,0,0), como o grifico de uma fungdo z = f(z,y) (ndo se pede que
demonstre esta afirmagdo). Calcule %(0,0).

Resolugdo:  Seja G(x,y,2) = zyz + € + xz* — 2. Como
G(z,y, f(z,y)) = 1 em todos os pontos (z,y) de uma vizi-
nhanga de (0,0), derivando em ordem a x pela regra da cadeia
obtém-se que

1_ @) 3\ 0f _
yo+ (Fay))* =1+ (oy ++e/9 +da(f(a,y))*) 5 = 0.

Avaliando em (z,y) = (0,0), onde z = f(0,0) =0, fica

of B of B
—1+%(0,0) =0 %(0,0) =1.
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(3) Considere o conjunto
X ={(z,y,2) ER*:x =yz+2} .

(a) Mostre que X é uma variedade de dimens&o 2.

Resolucdo: O conjunto X € o nivel zero da fun¢do continua-
mente diferencidvel o : R® — R, o(z,y,2) = x —yz — 2, cuja
jacobiana

[ 1 —2z —y ]
tem caracteristica maxima em todos os pontos. Portanto, pela
definicdo de variedade, X é uma variedade de dimensdo 2(=3-1)
em R3. ]

(b) Calcule a distancia de X a origem.

Resolucao: A distancia de X a origem € a raiz quadrada do
minimo de f(x,y,z) = x? + y? + 2? sobre X. Pela regra dos
multiplicadores de Lagrange, para cada um dos eventuais pontos
de minimo a, devera existir A € R tal que a é ponto critico de
F(z,y,2) = 22 +y? + 22 + AM(x — yz — 2). Procuram-se entio
os pontos criticos de F sobre X :

%—§:2$+)\:O 20 = =\ —
%—1;:21/—)\2:0 N 2y+2x2=0 o JYy="%2
%—§:2z—)\y:0 22422y =0 z(1—22) =0
rT=yz+2 — —
:0 = — =

<~ 4 ou 4 z ou y==

z=0 r=1 rz=-1

=2 1 =172 —3 = y? — impossivel

Os pontos candidatos a extremos relativos de f|x sdo (2,0,0),
(1,1,-1) e(1,—1,1). Como f(2,0,0) =4 e f(1,1,-1) =3 =
f(1,—1,1), conclui-se que a distancia é /3. O
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(4) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. No € atribuida qualquer cotagdo ao
simples assinalar do correcto valor I6gico da afirmagdo.

(a) Qualquer subconjunto fechado de um conjunto compacto em R™ é compacto.

Verdadeira | X Falsa

Resolucado: Os conjuntos compactos em R™ sdo os conjuntos
limitados e fechados. Se A é um subconjunto de um compacto
C, entdo A é também limitado. Sabendo que A € fechado,
conclui-se que A é compacto. ]

(b) Se a jacobiana em p € R™*™ de uma fun¢do continuamente diferencidvel F :
R™*™ — R™ tem todas as entradas n3o nulas, entdo o Teorema da Funcio
Implicita é aplicavel a F' perto desse ponto p.

Verdadeira Falsa| X

Resolucdo: O Teorema da Funcdo Implicita ndo é necessaria-
mente aplicdvel, pois a condicdo das entradas de F'(p) serem
todas ndo nulas ndo garante que haja uma submatriz m X m
com determinante diferente de zero. Por exemplo, o Teorema
da Fungdo Implicita nunca € aplicivel a fungdo F(x,y,z) =

(a:+y+z,x+y—|—z)quetemF’(;v,y,z):[} i 1} O
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(c) H4 uma variedade X em R? cujos espaco tangente e espaco normal num deter-
minado ponto de X tém ambos dimensao 2.

Verdadeira Falsa| X

Resolucao: Uma vez que os espacos tangente e normal a X
num ponto sdo complementos ortogonais um do outro, a soma
das suas dimensées tem que ser a dimensdo do espaco ambiente,
que € 3 neste caso. ]

(d) Qualquer fungdo continua f : R? — IR restrita a pardbola X de equagdo r = y?
assume um valor maximo sobre X.

Verdadeira Falsa| X

Resolugao: Por exemplo, a funcdo f(x,y) = x ndo assume
valor mdximo sobre X . 0

(e) H& uma fungdo f : R* — R? cujo nivel zero é uma variedade de dimens3o 3.

Verdadeira| X Falsa

Resolugcao: Por exemplo, a fun¢do f(z,y,z,t) = (0,t) tem
por nivel zero o subespaco xyz em R* o qual é uma variedade
de dimensdo 3. O



