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RESOLUCAO

(As solugées aqui propostas ndo sdo tinicas!)

Duracao: 50 minutos

Instrucoes

e Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.

e Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

e Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotacdo das alineas em cada
problema igualmente repartida.

Apresente e justifique todos os calculos.

Nao é permitida a utilizacao de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizacdo de papel de rascunho.

A revisao de provas é na 2° feira, 17 de Outubro, 18h30-19h30, na sala de duvidas.
Boa sorte!
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(1) Considere a superficie X C R* definida pelas equagdes

u= 2y°—=x
v=at —sin(zy) +3 .

(a) Mostre que existe uma vizinhanga do ponto (z,y,u,v) = (0,1,2,3) em X onde
é possivel parametrizar X escrevendo (z,y) como fungdo de (u,v).

Resolucao: A superficie X pode ser vista como o gradfico de
f:R? = R? f(z,y) = (2% — 22,2 — sin(xy) + 3), que
é uma fungio de classe C' (até mesmo de classe C*°). O
ponto (0,1,2,3) pertence de facto a X pois f(0,1) = (2,3).

/ _ —2z 4y
Como f'(z,y) = 423 — ycos(xy) —x cos(xy) m (0,1)

_01 3] =4 # 0. Logo, o Teo-
rema da Fung¢do Inversa garante que existem vizinhangas de
(x,y) = (0,1) e de (u,v) = (2,3) onde f é uma bijeccio
com f~! diferencidvel. A fungio inversa (x,y) = f~'(u,v) dd
a parametrizagdo pedida.

tem-se det f'(0,1) = det [

Comentario: Em alternativa, poder-se-ia usar o Teorema da
Fungdo Implicita, vendo X como o nivel zero de F': R? - R2,
F(z,y,u,v) = (2y? — 22 — u,2* — sin(zy) + 3 — v).

O

(b) Para a parametrizagdo da alinea (a), calcule 2%(2,3).

Resolugdo: Pelo Teorema da Fungdo Inversa (ou pela regra da
cadeia), a derivada de f~1(u,v) em (u,v) = (2,3) = £(0,1), é
a inversa da derivada de f(x,y) em (z,y) = (0,1):

oz oz
GO G ] = (Y3 = [0, 1))

72(2,3) 52(2,3)

pelo que ‘%(2,3) =—1. U
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(2) Quais sio os conjuntos de nivel da funcio g : R? — R?, g(z,y,2) = (¢* + 12, 2),
que pode garantir serem variedades de dimensdo 17

Resolugdo: A funcdo g € de classe C'* (até mesmo C'™°) e tem

/ o 2we®” 2y 0

Esta matriz jacobiana tem caracteristica maxima quando a
primeira linha ndo se anula, ou seja quando (z,y) # (0,0).
Os niveis de g que contém pontos da forma (0,0, z) sdo os
niveis g~1(1,z). Os niveis g~*(a,b) com a < 1 sdo conjuntos
vazios. Todos os outros niveis g~'(a,b) com a > 1 sio garan-
tidamente variedades de dimensdo 1(=3-2), pois satisfazem a
definicio de variedade — sdo o nivel zero da funcdo h : R3 — R?,
h(z,y,z) = g(x,y,z) — (a,b), cuja derivada tem caracteristica
maxima em todos os pontos desse nivel.

Comentario: A equacdo e + y? = 1 s6 é satisfeita pelo
ponto (x,y) = (0,0) porque e >1,Vr, eer =1 2 =0.
Conclui-se que o nivel g71(1,¢) (para cada c € R) é o conjunto
com um sé ponto {(0,0,c¢)}, o qual pode ser visto como uma
variedade de dimensdo zero.

4
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(3) Seja C' a curva em R? definida pela equacdo
52% + 8xy +5y* =9 .

(a) Determine os pontos de C' que se encontram mais préximos da origem.

Resolucdo: A curva C é uma variedade de dimensdo 1 em R?
dada como o nivel zero da fungdo p(x,y) = b2 +8xy+5y> —9.
Procuram-se os pontos de C' cujo quadrado da distincia a
origem, f(x,y) = x? + y?, é minimo. Pela regra dos multi-
plicadores de Lagrange, qualquer um desse pontos de minimo é
ponto critico de F(z,y) = x% + y? + M\(52% + 8xy + 5y% — 9)
sobre X para algum X\ € R:

2z + A(10z +8y) =0
2y + A8z +10y) =0 <— x? =92

522 + 8xy + 5y2 =9 10y% + 8zy =9
<~ rT=Yy . ou T = —?/3
y==*7 y==5
- 1 1y _
Estas solucbes correspondem a valores f (ﬁ:%,iﬁ) =1 ou

f(i%, :F%) =9, pelo que os pontos de C' mais préximos da
origem sdo (%, %) e (—%, —%)
Comentario: A curva C pode ser vista como uma elipse dis-
torcida de equagdo (5x + 4y)? + 9y? = 45.

O

(b) Calcule o espago tangente a C' no ponto (1, —2).

Resolugdo: A curva C € o nivel zero da funcio o(z,y) = 5x2+
8zy+5y%—9, cujo gradiente grad p(x,y) = (10x+8y, 8x+10y)
gera o espaco normal a C' em (z,y) € C. No ponto (1,—2) o
espago normal é o subespaco dos miiltiplos de (—6,—12), pelo
que o espaco tangente a C' nesse ponto € gerado pelo vector
ortogonal (12, —6): T(; _9C = {a(2,-1) | a € R}.

Comentdrio: A equagdo da recta T(; _5)C € z + 2y = 0.

O
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(4) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. Nio € atribuida qualquer cotagdo ao
simples assinalar do correcto valor I6gico da afirmagao.

(a) Qualquer unido de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Verdadeira Falsa| X

Resolugdo: Por exemplo, |0,1] é um conjunto aberto que é
a unido dos conjuntos fechados {x}, com x €]0,1[. (O inter-
valo |0, 1[ também pode ser visto como a unido numerdvel dos
intervalos fechados [1,1— 1], comn € {2,3,4,...}.) O

(b) A fungdo f: R* = R, f(z,y) = v/|zy|, ndo é diferencidvel em (0,0).

Verdadeira | X Falsa

Resolucao: Uma vez que f(x,0) = f(0,y) = 0, Va,y, as
derivadas parciais de f em ordem a x e a y sdo zero no ponto
(0,0). Se f fosse diferencidvel em (0,0), entdo a sua derivada
seria dada pela matriz jacobiana

of of
%(070) 8_y(070) :[O 0]7

pelo que a derivada seria zero. No entanto, pondo a derivada
igual a zero na expressdo do limite envolvido na definicdo de
derivada, e escolhendo, por exemplo, a direccdo da diagonal
positiva para h, tem-se

(hsh) =0 |(h, 1) h—0VRZ+h2 V2
0 que ndo € zero como deveria ser se f fosse diferencidavel em

(0,0). O
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(c) Ha uma funcio invertivel f : R™ — R™ com det f'(p) = 0 para certo p € R" e
com inversa diferencidvel.

Verdadeira Falsa| X

Resolucao: Uma funcdo f : R™ — R™ pode ser invertivel
mesmo que a sua derivada seja singular num ponto p (por ex-
emplo, f(z) = x® tem f'(0) = 0 e € invertivel), mas nesse
caso a sua inversa nunca poderd ser diferencidvel em f(p). Isto
porque, se f ! fosse diferencidvel em f(p), entdo, pela regra da
cadeia aplicada a f~' o f =1id, seria (f %) (f(p)) - f'(p) = Id
o que mostra que nenhuma das duas matrizes (f =) (f(p)) e
f'(p) poderia ser singular. O

(d) Aimagem X da funcdo f: R — R3, f(t) = (2cost,3sint,0), é uma variedade
de dimensdo 1 em R?.

Verdadeira| X Falsa

Resolucao: A imagem X da fungdo f € o conjunto dos pontos
(x,y,2) que satisfazem as equacdes 9x% 4+ 4y> = 36 e z = 0,
o qual é uma elipse no plano xy de R3. Este conjunto é uma
variedade de dimensdo 1 em R3 porque é o nivel zero da fun¢do
de classe C1, F : R? — R?, F(x,y,2) = (922 + 4y* — 36, 2),

cuja derivada F'(z,y,z) = lix 851 (1) tem caracteristica

mdxima em todos os pontos de X (note-se que os pontos com
x =y = 0 ndo pertencem a X ). 0

(e) Qualquer variedade compacta X de dimens3o 2 em R? contém pelo menos um
ponto p € X que minimiza a distancia a origem.

Verdadeira| X Falsa

Resolucao: A fungdo distincia a origem € continua. Pelo
teorema de Weierstrass, ela assume sempre maximo e minimo
quando restrita a qualquer subconjunto compacto. Em parti-
cular, ha sempre pelo menos um ponto que minimiza a fun¢do
distincia a origem numa variedade compacta. 0



