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Secção de Álgebra e Análise
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Instruções

• Não abra este caderno de teste antes de ser anunciado o ińıcio da prova.
• Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.
• Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotação das aĺıneas em cada

problema igualmente repartida.
• Não é permitida a utilização de quaisquer elementos de consulta nem de máquinas

calculadoras. É permitida a utilização de papel de rascunho.
• Utilize papel de rascunho para esboços e cálculos preliminares, de modo a guardar o

espaço de resposta para uma apresentação clara e bem justificada de todos os
cálculos ou argumentos.

• A revisão de provas é na 2a feira, 28 de Novembro, 18h30-19h30, na antiga sala
de dúvidas, localizada na cave -2 do Edif́ıcio de Pós-Graduação.

• Boa sorte!
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(1) Calcule os pullbacks g∗ω das seguintes formas diferenciais pela transformação

g : R
2 → R

3 , g(s, t) = (es cos t, es sin t, e−s) .

(a) ω = y dx − x dy;
(b) ω = y dx ∧ dz − x dy ∧ dz.

Resolução: Como

g∗dx = dgx = d (es cos t) = es cos t ds − es sin t dt ,

g∗dy = dgy = d (es sin t) = es sin t ds + es cos t dt e
g∗dz = dgz = d (e−s) = −e−s ds ,

obtém-se:

(a)

g∗ω = gy dgx − gx dgy

= es sin t (es cos t ds − es sin t dt) − es cos t (es sin t ds + es cos t dt)
= −e2s dt

e
(b)

g∗ω = gy dgx ∧ dgz − gx dgy ∧ dgz

= es sin t (−es sin t dt) ∧ (−e−s ds) − es cos t (es cos t dt) ∧ (−e−s ds)
= −es ds ∧ dt .

Alternativa: Notando que a forma da aĺınea (b) é o
produto da forma da aĺınea (a) por dz, obtém-se

g∗ω = g∗(y dx − x dy) ∧ g∗dz = −es ds ∧ dt .

�
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(2) Decida justificadamente se as seguintes formas diferenciais são exactas e, em caso
afirmativo, calcule um potencial.
(a) ω = 3x2y dx + x3 dy + ez dt em R

4;
(b) ω = dx ∧ dy + (cos(x + y) + 1)dx ∧ dz + (cos(x + y) + 1)dy ∧ dz em R

3.

Resolução:

(a) Começa-se por verificar se a forma é fechada:

dω = d(3x2y) ∧ dx + d(x3) ∧ dy + d(ez) ∧ dt

= 3x2 dy ∧ dx + 3x2 dx ∧ dy + ez dz ∧ dt

= ez dz ∧ dt 6= 0 .

Como ω não é fechada, não pode ser exacta.

(b) Como a forma é fechada,

dω = 0 + d(cos(x + y) + 1) ∧ dx ∧ dz + d(cos(x + y) + 1) ∧ dy ∧ dz

= − sin(x + y) dy ∧ dx ∧ dz − sin(x + y) dx ∧ dy ∧ dz = 0 ,

e o seu doḿınio, todo o R
3, é em estrela, conclui-se que

ω é exacta. Procura-se um potencial da forma

α = α2 dy + α3 dz .

Para um α assim tem-se

dα = ω ⇐⇒











∂α2

∂x
= 1

∂α3

∂x
= cos(x + y) + 1

∂α3

∂y
− ∂α2

∂z
= cos(x + y) + 1

Substituindo as soluções gerais da primeira e da segunda
equações, α2 = x+g(y, z) e α3 = sin(x+y)+x+h(y, z)
na terceira equação, obtém-se

cos(x+y)+
∂h

∂y
−

∂g

∂z
= cos(x+y)+1 ⇐⇒

∂h

∂y
−

∂g

∂z
= 1 .

Por exemplo, as funções g(y, z) ≡ 0 e h(y, z) = y

fornecem uma solução que conduz ao potencial para ω

α = x dy + (sin(x + y) + x + y) dz .

�
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(3) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmações é verdadeira ou falsa. Não é atribúıda qualquer cotação ao
simples assinalar do correcto valor lógico da afirmação.

(a) Para quaisquer covectores-r em R
n (r = 1, . . . , n) tem-se

a ∧ b + b ∧ a = 0 .

Verdadeira Falsa X

Resolução: Por exemplo, quando a = e1 e b = e2 ∧ e3 em R
3

tem-se
a ∧ b + b ∧ a = 2 e1 ∧ e2 ∧ e3 6= 0 .

(Tem-se a∧ b+ b∧a = 0 se ambos a e b têm grau ı́mpar.) �

(b) O espaço vectorial Λr(Rn)∗ dos covectores-r em R
n tem dimensão n − r + 1,

∀r = 1, . . . , n.

Verdadeira Falsa X

Resolução: O espaço vectorial Λr(Rn)∗ tem dimensão
(

n
r

)

= n!
r!(n−r)! . Por exemplo, para r = 2 e n = 3 tem-se

dimΛ2(R3)∗ = 3 6= 2 = n − r + 1. �
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(c) Há uma forma exacta ω para a qual ω ∧ ω não é exacta.

Verdadeira Falsa X

Resolução: Sendo exacta, ω é fechada. Se α é um potencial
para ω, ou seja dα = ω, então

d(α ∧ ω) = dα ∧ ω + 0 = ω ∧ ω ,

o que mostra que α ∧ ω é um potencial para ω ∧ ω. �

(d) Se α é uma forma fechada definida na união de dois discos abertos disjuntos
em R

2, então α é exacta.

Verdadeira X Falsa

Resolução: Cada um dos discos é um conjunto em estrela.

Pelo lema de Poincaré, conclui-se que α é uma forma exacta

em cada um dos discos. Uma vez que os discos são disjuntos,

pode-se definir um potencial para α dado separadamente por

um potencial em cada disco. �

(e) Para quaisquer campos vectoriais fechados F e G em R
3, tem-se

div(F × G) = 0 .

Verdadeira X Falsa

Resolução: Escrevendo α
F

= Fxdx + Fydy + Fzdz e β
G

=
Gxdy ∧ dz + Gydz ∧ dx +Gzdx∧ dy, tem-se β

F×G
= α

F
∧α

G
,

pelo que

div(F×G) dx∧dy∧dz = dβ
F×G

= d(α
F
∧α

G
) = dα

F
∧α

G
−α

F
∧dα

G
.

Se F e G são fechados, i.e., rotF = rotG = 0, então dα
F

=

βrotF = 0 e dα
G

= βrotG = 0. �
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(4) Sejam ω1, . . . , ωk formas-1 num aberto A ⊆ R
n tais que

ωi =

k
∑

j=1

fij dgj

para certas funções fij e gj de classe C2 (1 ≤ i, j ≤ k). Supondo que os covectores-1
ω1(x), . . . , ωk(x) são linearmente independentes em todos os pontos x ∈ A, deter-
mine formas-1 θij tais que

dωi =

k
∑

j=1

θij ∧ ωj .

Sugestão: Em cada ponto x, a matriz (fij(x)) é invert́ıvel.

Resolução: A expressão para os ωi’s dá

dωi =

k
∑

`=1

dfi` ∧ dg` .

Uma vez que os covectores-1 ω1(x), . . . , ωk(x) são linearmente
independentes em todos os pontos x ∈ A, tem-se que em cada
ponto a matriz (fij(x)) é invert́ıvel. Seja (hij(x)) a matriz
inversa de (fij(x)). Então

dg` =

k
∑

j=1

h`j ωj

pelo que

dωi =
k
∑

`=1

dfi` ∧





k
∑

j=1

h`j ωj



 =
k
∑

j=1

(

k
∑

`=1

h`j dfi`

)

∧ ωj .

Tome-se θij =
∑k

`=1 h`j dfi`. �


