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ANALISE MATEMATICA 1Il A
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RESOLUCAO

(As solucées aqui propostas ndo sdo tinicas!)
Duracao: 50 minutos

Instrucoes

e Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.

e Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

e Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotacdo das alineas em cada
problema igualmente repartida.

e N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizacio de papel de rascunho.

e Utilize papel de rascunho para esbocgos e célculos preliminares, de modo a guardar o
espaco de resposta para uma apresentacao clara e bem justificada de todos os
calculos ou argumentos.

e A revisao de provas é na 2 feira, 28 de Novembro, 18h30-19h30, na antiga sala
de dividas, localizada na cave -2 do Edificio de Pés-Graduacio.

e Boa sorte!
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(1) Calcule os pullbacks g*w das seguintes formas diferenciais pela transformagio
g:R* = R* g(s,t) = (¢°cost,esint,e”*) .

(a) w =ydx — xdy;
(b) w=ydx Ndz —xdy Ndz.

Resolucao: Como
gtdx = dg* = d(e®cost) = e®costds — e’sintdt ,
g'dy = dg¥ = d(e®sint) = esintds+ e®costdt e
g*dz = dg* = d(e®) = —e *ds,
obtém-se:
(a)
g'w = gYdg* —g*dg

e’sint (e costds — e®sintdt) — e’ cost (e sint ds + e° cost dt)
2s
= —e*°dl

= g¢Ydg* Ndg® — g* dg¥ \dg®
= e°sint(—e’sintdt) A (—e *ds) — e®cost (e’ costdt) N\ (—e*ds)
= —e’dsNndt.

Alternativa: Notando que a forma da alinea (b) é o
produto da forma da alinea (a) por dz, obtém-se

g'w=g"(ydr —xdy) Ng*dz = —e*ds N dt .
O
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(2) Decida justificadamente se as seguintes formas diferenciais sdo exactas e, em caso
afirmativo, calcule um potencial.
(a) w = 32%ydzr + 23 dy + €* dt em R,
(b) w=dzx Ady+ (cos(z +y) + 1)dz A dz + (cos(z +y) + 1)dy A dz em R3.

Resolucao:
(a) Comega-se por verificar se a forma € fechada:
dv = d(32%y) Adx + d(z3) A dy + d(e*) Adt
= 3x2dy Adx + 32 dx Ady + e dz A dt
= efdzNdt # 0.

Como w n3o € fechada, ndo pode ser exacta.

(b) Como a forma é fechada,
dw = 0+d(cos(z+y)+1)AdxAdz+d(cos(z+y)+ 1) Ady Adz
= —sin(z+y)dy Nde ANdz —sin(z +y)de NdyNdz = 0,
e o seu dominio, todo o R3, é em estrela, conclui-se que
w € exacta. Procura-se um potencial da forma
a=aydy+ azdz .
Para um o assim tem-se
a2 —1
do=w <= 9% =cos(a+y)+1
%’j’—% =cos(z+y)+1
Substituindo as solugbes gerais da primeira e da segunda

equagdes, oy = x+4(y, z) e ag = sin(z+y)+z+h(y, z)
na terceira equacio, obtém-se

Oh Qg Oh Og

cos(z+y)+=——= =cos(z+y)+l = ———=1
(z+y) 9y o (z+y) 9y -
Por exemplo, as fungées g(y,z) = 0 e h(y,z) = y
fornecem uma solucdo que conduz ao potencial para w
a=zdy+ (sin(z+y)+z+y)dz.

O
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(3) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. No € atribuida qualquer cotagdo ao
simples assinalar do correcto valor I6gico da afirmagdo.

(a) Para quaisquer covectores-r em R" (r =1,...,n) tem-se
aNb+bANa=0.

Verdadeira Falsa| X

Resolugcdo: Por exemplo, quando a = e' e b= e?> A e® em R3
tem-se
aANb+bAha=2e' N2 Ned£0.

(Tem-se aANb+bAa =0 se ambos a e b tém grau impar.) U]

(b) O espaco vectorial A"(R™)* dos covectores-r em R™ tem dimensdo n — r + 1,

Vr=1,...,n.

Verdadeira Falsa| X
Resolucao: O espaco vectorial A"(R™)* tem dimensdo
(’;) = #lr), Por exemplo, parar = 2 e n = 3 tem-se

dimA2(R3)* =3 #2=n—7r+1. O
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(c) Ha uma forma exacta w para a qual w A w ndo é exacta.

Verdadeira Falsa| X

Resolucao: Sendo exacta, w € fechada. Se a € um potencial
para w, ou seja do = w, entio

dlaNw)=dahNw+0=wAw,

0 que mostra que o \ w é um potencial para w A\ w. [

(d) Se a é uma forma fechada definida na unido de dois discos abertos disjuntos
em R2, entdo « é exacta.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: Cada um dos discos € um conjunto em estrela.
Pelo lema de Poincaré, conclui-se que o é uma forma exacta
em cada um dos discos. Uma vez que os discos sdo disjuntos,
pode-se definir um potencial para o dado separadamente por
um potencial em cada disco. O

(e) Para quaisquer campos vectoriais fechados F' e G em R?, tem-se
div(F x G) =0.

Verdadeira| X Falsa

Resolucdo: Escrevendo o), = Fydx + Fydy + F.dz e 3, =
Grdy Ndz + Gydz Ndx + Godx Ndy, tem-se (3. . = o, Nag,

pelo que

div(FxG) deNdyNdz = df,, ., = d(a, o) = do, Ao, —o, Ado,
Se F' e GG s3o fechados, i.e., rotF = rotG = 0, entdo do,, =
BrotF =0e dOéG = ﬂrotG = 0. O]
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(4) Sejam wy, ..., wy formas-1 num aberto A C R" tais que

k
Wi = Z fij dg;
j=1

para certas fun¢des f;; e g; de classe C? (1 <, j < k). Supondo que os covectores-1
wi(x),...,wk(x) sdo linearmente independentes em todos os pontos = € A, deter-
mine formas-1 6;; tais que

k
dwi == Z@m /\wj .
j=1

Sugestdo: Em cada ponto x, a matriz (f;;(x)) é invertivel.

Resolucao: A expressio para os w;’'s dd

k
dw; = Z dfie Ndgy
(=1
Uma vez que os covectores-1 wi(x), ... ,wi(z) sdo linearmente
independentes em todos os pontos x € A, tem-se que em cada
ponto a matriz (f;j(x)) € invertivel. Seja (hij(x)) a matriz
inversa de (f;j(x)). Entdo

k
dgy = Z hej wj
j=1
pelo que
k k k
dw; =Y dfie A Y hewi | =) (Z hej dfig> Awj .
=1 j=1 j=1 \r=1

Tome-se 0, = Z?:l hej dfi. O



