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ANALISE MATEMATICA 1ll A
TESTE 3 PARA PRATICAR — NOVEMBRO DE 2005

RESOLUCAO

(As solugées aqui propostas ndo sdo tinicas!)
Duracao: 50 minutos

Instrucoes

e Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.

Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

e Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotacdo das alineas em cada

N°:

Curso:

problema igualmente repartida.

Nao é permitida a utilizacao de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizaco de papel de rascunho.

Utilize papel de rascunho para esbogos e cdlculos preliminares, de modo a guardar o
espaco de resposta para uma apresentacao clara e bem justificada de todos os
calculos ou argumentos.

A revisao de provas é na 22 feira, 28 de Novembro, 18h30-19h30, na antiga sala
de duvidas, localizada na cave -2 do Edificio de Pés-Graduagio.

Boa sorte!

Para a correccao

| pergunta | classificaggo |

N

Nome:
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(1) Calcule os pullbacks g*w das seguintes formas diferenciais pela transformagio
g: R =R, g(z,y,2) = (

(a) w=2ady +ydx;
(b) w=ydx Ady ANdz+ eV dx N\ dz A dt.

i
x2+17(x2+1)6yz727x+z) :

Resolucao:
(a) Como

gide = dg* = d <:c29:—1) = G 2+1)2 dx e
gdy = dg¥ = d((a:2 + 1)692)
= 2zxe¥*dx + (22 + 1)ze¥* dy + (2% + 1)ye?* dz
obtém-se
gw = g°dg¥+g¥dg"
= o (2a:eyz dx + (:L‘2 + 1)ze¥* dy + (22 + 1)ye¥® dz)
= g (22%eV* dr + (22 + D)azeV* dy + (2 + Daye?* dz + e¥*(1 — 2?) dx)
= e¥*dx 4+ xzeV* dy + zye¥* dz .

Alternativa: Notando que w = d(xy), fica
g 'w = d(ze¥?) = e¥* dx 4 xze¥* dy + xye¥* dz .

(b) Como as fungées coordenadas g%, g° e g* s6 dependem
de duas varidveis, x e z, tem-se que g* (dxAdzAdt) = 0.
Entao

g'w = g¥dg* Ndg¥ A dg
= (22 +1)ev*- G 2+1)2 dz
A (2ze¥ do + (* + 1)ze¥* dy + (2 + 1)ye¥* dz) A dz
= e (1 —2¥zde Ndy Ndz .
O
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(2) Decida justificadamente se as seguintes formas diferenciais sdo exactas e, em caso
afirmativo, calcule um potencial.
(a) w=ye™dx A dy + yzcos(xyz) dz A dz + xz cos(zyz) dy A dz em R?;
(b) w=dx Ady Adz Adt em R

Resolucao:
(a) Como a forma € fechada,

dw = d(ye™) Ndzx Ady+ d(yz cos(xyz)) Adx A dz + d(zzcos(zyz)) Ady A dz
= 0—ayz?sin(zyz)dy A de A dz — zyz? sin(zyz)de Ady Adz = 0,

e o seu dominio, todo o R>, é em estrela, conclui-se que
w € exacta. Procura-se um potencial da forma

a=oaydy+ azdz .

Para um « assim tem-se

B2 = yer

do=w <~ % = yz cos(zyz)

dag _ day _
5 — 9= = wzcos(zyz)

Substituindo as solugbes gerais da primeira e da segunda

equagdes, oy = €™ +g(y, 2) e az = sin(zxyz) + h(y, 2)

na terceira equacio, obtém-se
oh 0 oh 0

xz cos(zyz) + e 8_2 = zzcos(ryz) 3y 8_Z .

Por exemplo, as fungées identicamente nulasg = h =0

fornecem uma solugdo que conduz ao potencial para w

a=e"Ydy+sin(ryz)dz .

(b) Sendo uma forma-4 em R*, w € fechada pelo que ¢
exacta de acordo com o lema de Poincaré. Procura-se
um potencial da forma

a=fdyNdzANdt.
Para um « assim tem-se
of
or
Por exemplo, a funcdo f(x,y,z,t) = x, Y(x,y,z,t)
fornece a solucdo correspondente ao potencial para w
a=xzdyNdzNdt .

doao=w <— 1.

O
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(3) Indique, justificadamente (com breves argumentos ou contra-exemplos), se cada uma
das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. No € atribuida qualquer cotagdo ao
simples assinalar do correcto valor I6gico da afirmagdo.

(a) Para quaisquer covectores-1 em R" tem-se
(a+b)ANc=aN(b+c).

Verdadeira Falsa| X

Resolucao: Pela linearidade do produto exterior em cada fac-
tor, o membro esquerdo vale a\c+bAc e o membro direito vale
aNc+aNb. Procura-se um contra-exemplo onde bAc # aNb.
Por exemplo, tomando a = e', b = ¢ = €2 em R? obtém-se
(a+b)Ac=e'ne2 #2' N2 =an(b+c). O

(b) Para quaisquer formas de grau impar tem-se
aANBAY=7A[BANa.

Verdadeira Falsa| X

Resolucao: Se o tem grau v e 3 tem grau s, entdo a N
B = (=1)"B A «a. Quando ambas tém graus impares, tem-se
aNB = —FAa. Aplicando a férmula acima aos pares, obtém-se

aNBAYy=—=PBNaANy=0AyNa=—-—vA[BAN«.
Em particular, dx \dy A dz # dz AN dy N dzx. ]
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(c) Se « e [ sdo dois potenciais para w em todo o R™, entdo a diferengca oo — 3 é

uma forma exacta.

Verdadeira| X

Resolugao: Como da = df = w, tem-se que d(a — 3) = 0.
Sendo a diferenca o — 8 uma forma fechada definida em todo
o R™ que é um conjunto em estrela, conclui-se pelo lema de
Poincaré que o — 3 é uma forma exacta.

g

Falsa

(d) Se w é uma forma-2 (de classe C'') definida em todo R?", entdo o produto
exterior com n factores w™ =w A ... Aw é uma forma exacta.

Verdadeira| X

Resolucdo: O produto w™ é uma forma-2n em R?", pelo
que é fechada (qualquer forma-(2n +1) em R?" € zero). Sendo
fechada e definida em todo o R?™ que é um conjunto em estrela,
o lema de Poincaré garante que w™ é uma forma exacta.

(e) Para qualquer campo vectorial (de classe C?) F' = (M, N, P) em R3, tem-se

rot(rot F') = grad(divF) — AF |
onde A(M, N, P) = (AM,AN,AP) e Af = 24

usual do campo escalar f.

Verdadeira| X

0% f + o*f

t o2

922

l

Falsa

é o laplaciano

Resolucao: Como ambos os membros sio lineares em F e os
papéis das trés componentes (M, N, P) de F' sdo equivalentes,
basta verificar a igualdade para F = (M,0,0). Nesse caso, o

membro esquerdo é
rot(rot(M,0,0)) = rot <0,

e o membro direito é

grad(div(M,0,0))—A(M,0,0) = grad <

PM OPM MY
0x? ’ OyOx’ 020x

uma funcdo M de classe C?.

oM _8M
0z Oy

)

N <_ o?

oM

Falsa

PM  02°M 9*M 82M>

ox

0z2

(M M M
Oy? 022’

M 9*M  *M

0z? +

Oy?

022"’

0,0) .

O resultado segue pois da igualdade das derivadas cruzadas para

O

022 0z0y’ 010z

0, o>
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(4) Para a forma
w = (Erdx + Esdy + E3dz) A dt + Bidy A dz + Bodz A dx + Bsdx A dy

onde B; e E; (i = 1,2, 3) sio funcdes de classe C'' num aberto de R*, mostre que
escrevendo F = (F1, Ey, E3) e B = (By, By, Bs)
0B

dw =0 <= rotE—i—E:O e divB=0.

(Os operadores rot e div sdo tomados relativamente as variaveis (z, v, 2).)

Resolucdo: Escrevendo o, = Eidx + Eady + Esdz, B, =
Bidy A dz + Badz A dx + Bydw Ady e 92 = (281 082 98
de maneira a que do, = Biote € dB, = divBdx A dy A dz,
obtém-se
dw =0 d(a, Ndt+8,)=0

do, Ndt+dp, =0
ﬂrOtE/\dt—FdiVde/\dy/\dZ—F,B%j Adt =0
ﬂrotE—i_ﬂaj :O e leBZO

rotE+%—th6:O e divB=0.

[

Comentario: A equagdo dw = 0 representa duas das quatro equagoes de Maxwell para
um campo electromagnético (E, B):

(divE = dmtp (campos eléctricos divergem de cargas eléctricas; p € a densidade de carga)
divB =0 (ndo hd cargas magnéticas)
0B e ~ . ” ~
rotF = 5 (campos eléctricos sdo produzidos por campos magnéticos em evolugdo)
B oF . (campos magnéticos sdo produzidos por campos eléctricos em evolugdo
rotB = — +4n _ . .
ot e por correntes eléctricas; J € o vector densidade de corrente)

As outras duas equagdes de Maxwell também correspondem a uma equagcdo em termos da
derivada exterior: *xd x w = 4w, onde x é uma operagdo sobre formas definida usando a
métrica de Lorentz e « = pdt + Jy dx + Jo dy + J3 dz € uma forma-1 definida a partir de
p e J = (Jl,JQ,Jg).



