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ANALISE MATEMATICA 1l A
TESTE 4 — 12 DE DEZEMBRO DE 2005 — 15:10-16H

RESOLUCAO

(As solucées aqui propostas ndo sdo tinicas!)
Duracao: 50 minutos

Instrucoes

Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.
Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotacdo de cada alinea 2.5.
N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizacdo de papel de rascunho.

Utilize papel de rascunho para esbogos e calculos preliminares, de modo a guardar o
espaco de resposta para uma apresentacao clara e bem justificada de todos os
calculos ou argumentos.

A revisao de provas é na 62 feira, 16 de Dezembro, 18h30-19h30, na antiga sala
de dividas, localizada na cave -2 do Edificio de Pés-Graduacio.

Boa sorte!

Para a correccao
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(1) Considere a variedade
X ={(z,y,2) ER*:0<z=1—2—y%y>0}.

(a) Exiba uma parametrizagdo global de X.
(b) Calcule a massa de uma placa com a forma de X e densidade de massa
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Resolucao:
(a) A variedade X é uma porgcdo do paraboldide z =
1 — 22 — y2. Por exemplo, uma parametrizacio usando
coordenadas cilindricas é
G :0,1[x]0,7[— X ,
G(p,0) = (pcosf,psinh, 1 — p?) .

(b) A parametrizacio G da alinea anterior tem

€1 €2 €3
%x%:det cos 6 sind  —2p | = (2p?cosh,2p?sind, p)
dp 00 .
—psinf pcosf 0O
8G oG
TG0 = |5 % 55 = V4pt+ p? = pV/1+4p2 .

A massa da placa é

/deg = // p\/1—|—4p de dp
X 1+4p

TG(p,0)
f(G(p, )
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(2) Seja F' o campo vectorial dado por F(z,y, z) = (x,—2y, z) e considere as variedades
A={(z,y,2): 2*+y* <1, z=2}e B={(z,y,2) : 2 +9*+ (2 —2)* =1,z > 2}
em RR3.

(a) Usando a defini¢do, calcule o fluxo de F' através de A segundo a normal unitdria
v que satisfaz (0,0,2) = (0,0, 1).

(b) Usando o teorema de divergéncia, calcule o fluxo de F' através de B segundo a
normal unitdria n que satisfaz n(0,0,3) = (0,0, 1).

Resolucao:
(a) Parametriza-se A usando coordenadas cilindricas:
g:0,1[x]0,27[— A, g(p.0) = (pcosb, psind,2) .

Como o vector
o b €1 €92 €3
99« %9 _ et cos 6 sinf 0 | =(0,0,p)

Op 00 —psinf pcosf O

é um multiplo positivo de (0,0, 1), aponta no sentido
de v, o fluxo pedido é

1 pr2n 1
/F'l/dVg :/ / (pcosf,—2psinh,2)-(0,0,p) dfdp :27r/ 2pdp = 2 .
A 0 Jo S—— 0

Fg(p6)) DN

S
gl
B

(b) Os fechos das superficies A e B juntos formam a fron-
teira do dominio seccionalmente regular que € a meia
bola V.= {(z,y,2) € R® : 22 + y* + (2 — 2)? <
1,z > 2}. A normal dada em (a) € interior a V, en-
quanto que a normal em (b) € exterior a V. Como
div F(z,y,2) =1 —2+1 =0, aplicando o teorema da
divergéncia tem-se

—/F-VdV2+/F-ndV2:/diVFdngO.
A B \%4

Do resultado da alinea (a) conclui-se que

/F-ndez/F-deg:27r.
B A
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(3) Seja C' o quadrado de vértices (—1,—1), (1,—1), (1,1) e (—=1,1) percorrido (uma
vez) no sentido directo.

(a) Calcule
/ Pdz+ Qdy
c
onde P(x,y) = y%e® +y e Q(x,y) = 2ye® + 22 + 3.
(b) Calcule

/(P+M)da:+(Q+N)dy
C

onde (P, Q) é como na alinea (a) e F' = (M, N) é um campo vectorial fechado
de classe C' em R?\ {(0,0)} para o qual [ F' = 27 onde 7 € a circunferéncia
de raio 1 e centro na origem percorrida no sentido directo.

Y
. N/

Resolucao:
(a) O campo (P, Q) = (y?e® +y,2ye” + 2% +3) € de classe
C' em todo o R? e tem
g—g—g—];:(2yez—|—2x)—(2yez—|—1):2m—1 .
Seja A o dominio seccionalmente regular que € a regido
limitada por C. Pelo teorema de Green,

/Pd:z:—i—Qdy:/ <@—8—P> dmdy:/(Zx—l) drdy =0-4=—4.
c A\O0z Oy A

porque a coordenada x do centrdide de A € 0 e a drea
de A (quadrado de lado 2) € 4.

(b) Uma vez que F' é um campo vectorial fechado no fecho
da regido B entre C ey, pelo teorema de Green conclui-

se que [ F = [ F:

ON oM
F—/Fz/(———)dmd =0.
/C . B \ Oz Yy 4

N—— ——
0

Portanto

/(P~I—M) dz+(Q+N)dy = / Pdx+@Q dy—l—/ M dx+N dy = —4+27 .
c c c
O
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(4) Seja A a porcido do hiperboldide y? = 22 + 2% + 1 na faixa v/2 < y < /5.
(a) Escolha uma orientagdo o de A e parametrize cada componente de JA em
termos de uma coordenada angular respeitando a orientacao induzida por o.
(b) Use o teorema de Stokes para calcular on xdx A dz onde o é a orientacao que
escolheu na alinea (a).

7]
xcwy

(a) Escolhe-se a orientagdo o do dominio A dada pela nor-
mal v que aponta para longe do eixo dos yy (normal
com 2° componente negativa). De acordo com esta
orientacdo, a fronteira de A é composta pela circun-
feréncia C, de equacido x> + 2> = 1 no plano y = /2
orientada no sentido positivo quando se observa do
ponto (0,10,0) e pela circunferéncia Cy de equagdo
22 + 22 = 4 no plano y = /5 orientada no sentido ne-
gativo quando se observa do ponto (0,10,0). Usando
uma coordenada angular, encontram-se as seguintes
parametrizacdes respeitando a orientacdo escolhida:

g1 :]0,2w[— C4 g1(t) = (sint,v/2,cost) e
g2 :]0,27[— Cq ga(x) = (2cost,\/5,2sint) .

Resolucao:

(b) Para aplicar o teorema de Stokes, ha que escrever x da N
dz como a derivada exterior de alguma forma w, por
2
exemplo, w = %-dz. Pelo teorema de Stokes,

22 22 22
/ xdac/\dz:/ —dz:/ —dz+/ —dz
o de (a )o 2 Cl 2 02 2

——

w

e usando as parametrizacoes acima fica

27 02 27 2

t Acos?t

/ P (—sint)dt + / ©F C (2cost)dt =0
0 2 0 2

porque fozﬂ sin® t dt = fozﬂ cos3tdt = 0.

O
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Teorema de Stokes e casos particulares (Green, divergéncia e Stokes cldssico)

/ w:/ dw
(a )o o
= N OM
Z/ (Mda:—l—Ndy):/ <8__0_) dx dy
e a\0z Oy
/ F-Vdng/diVFdVg
o

A A
/F:/rotF-VdVQ
o' A



