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N°:

ANALISE MATEMATICA 1Il A
TESTE 4 PARA PRATICAR - DEZEMBRO DE 2005

RESOLUCAO

(As solucées aqui propostas ndo sdo tinicas!)
Duracao: 50 minutos
Instrucoes

Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.
Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

Cada um dos quatro problemas vale 5 pontos, sendo a cotacdo de cada alinea 2.5.
N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras. E permitida a utilizaco de papel de rascunho.

Utilize papel de rascunho para esbogos e calculos preliminares, de modo a guardar o
espaco de resposta para uma apresentacao clara e bem justificada de todos os
calculos ou argumentos.

A revisao de provas é na 6 feira, 16 de Dezembro, 18h30-19h30, na antiga sala
de dividas, localizada na cave -2 do Edificio de Pés-Graduacio.

Boa sorte!

Para a correccao

| pergunta | classificagdo |

Curso:

Nome:




ANALISE MATEMATICA Il A — TESTE 4 PARA PRATICAR — DEZEMBRO /2005

(1) Considere a variedade
X = {(l’,y,Z) ERS : (93—1)2+y2+(z— 1)2 = 17y> 0} :

(a) Exiba uma parametrizagdo global de X.
(b) Calcule a massa de uma placa com a forma de X e densidade de massa
flz,y,2) =1+ =z

Resolucao:

(a) A variedade X € um hemisfério da esfera unitaria cen-
trada no ponto (1,0,1). Em coordenadas esféricas
adaptadas (x,y,z) = (1+rsinpcosf,rsinpsinf, 1+
rcos ), a variedade X € dada porr = 1, 0 < .
Obtém-se assim a parametrizacdo de X

G 0, 7[x]0,7[— X ,
G(0,p) = (1 +singpcosf,sinpsing, 1+ cosy) .

(b) A parametrizacdo G da alinea anterior tem

[ —singsing coscosf
G'(0,p) = | sinpcosf cospsinb
i 0 —sing
pelo que
[ €1 €2 €3
%—gx% = det | —sinpsinf singpcgs@ ()
| cospcos  cospsing  —sing

= (—sin?pcos f, —sin? psin 6, — sin ¢ cos @)
oG oG

A massa da placa é

Massa = / fdVy
X

=singp .

= / / (2 + cos ) sinp df dp
foG JG

1 s
= W[—2c0s¢—§cos2g0] = 4r .
0
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(2) Considere as variedades A = {(z,y,2) € R* : 22 +¢* = 1,-1 < 2 < 1} e
B={(z,y,2) € R3: /22 +y2=2— 2% —1 < z < 1}. Seja F o campo vectorial
dado por F(x,y,2) = (z,y, —22).

(a) Usando a defini¢do, calcule o fluxo de F' através de A segundo a normal unitdria
v que satisfaz v(0,1,0) = (0, —1,0).

(b) Usando o teorema de divergéncia, calcule o fluxo de F' através de B segundo a
normal unitdria v que satisfaz v(0,2,0) = (0, 1,0).

Resolucao:
(a) Parametriza-se A usando coordenadas cilindricas:

g:0,2n[x]—-1,1[— A, ¢(0,2) = (cosf,sinb, z) .

Como o vector

o b €1 €2 €3
99029 _qet | —sin® cosf 0 | = (cosf,sind,0)
00 0z 0 0 1

aponta no sentido oposto ao de v (basta verificar num

ponto, por exemplo, quando (0,z) = (5,0), no ponto
0 o)

(z,y,2) = (0,1,0) tem-se 7 x 52 = (0,1,0) =

—v(0,1,0)), o fluxo pedido é

2r 1
/ F.-vdV, = —/ / (cosB,sinf, —2z) - (cos 8,sin0,0) dzdf = —4r .
A 0 -1

F(g(6,2)) 29, 20

(b) Os fechos das superficies A e B juntos formam a fron-
teira de um dominio seccionalmente regular que lembra

uma missanga: V = {(x,y,2) € R3: 1 < /a2 + 92 <
2—22,—1 < z < 1}. As normais unitdrias dadas em (a)
e (b) correspondem a normal exterior a V. Aplicando o
teorema da divergéncia tem-se

/dideVg,:/F-deg+/F-de2.
%4 A B

Como div F(z,y,z) =1+ 1—2 =0, do resultado da
alinea (a) conclui-se que

/F‘VdVQZ—/F‘VdV2:4W.
B A



ANALISE MATEMATICA Il A — TESTE 4 PARA PRATICAR — DEZEMBRO /2005

(3) Considere o dominio seccionalmente regular A = {(z,y,2) € X :y >0,z < 1} na
variedade X = {(x,y,2) € R*: 2 = 2 + y*} e 0 campo F(z,y,2) = (2,4, 2 — 2).
(a) Escolha uma orientagdo o de X e parametrize OA respeitando a orientagdo
induzida por o.
(b) Usando o teorema de Stokes cldssico, calcule o fluxo de F' através de A no
sentido da normal unitdria v cuja terceira componente é negativa.

z

¢,  orientacdo o escolhida em (a)
é oposta a da normal v em (b)

Resolucao:

(a) O dominio A é a por¢do do paraboldide z = x>+ com
y > 0ez <1, pelo que tem fronteira 0A composta
pela semi-circunferéncia C dada por 2> +y*> =1, y >
0, z = 1 e pela pardbola Cy dada por z = x%, y =
0, z < 1. Escolhe-se a orientagdo de X dada pela
normal que no ponto (0,0,0) vale (0,0, 1). As seguintes
parametrizacées de OA respeitam essa orientacdo:

9 :]077[-[_) Cl ) gl(t) = (COS t,SiIlt, 1) €
g2l —1L1[—=Cy,  ga(w) = (,0,2?) .

(b) Para aplicar o teorema de Stokes cldssico, hd que es-
crever F' como o rotacional de algum outro campo G.
e 2
Verifica-se que G(x,y,2) = (yz, %,yz), por exemplo,
é um potencial para I, ou seja rot G = F'. Portanto,

Fluxo = /F-l/dng/rotG~l/dV2:/ G
A A (9A)°

onde o € a orientacdo induzida por v. Como v € a
normal oposta a escolhida na alinea (a), usando as
parametrizacées acima o integral é

f(aA)o G = - fcl G-dg — f02 G - dgs
= —J7 (sint, C"§2t,sint) - (—sint,cost,0) dt — f_ll (0, %2,0) -(1,0,2x) dt
—_— ——

G(g1(t) 91 (®) Glga(1)) g5(t)
= —fgr (—sin%—k%dt) dt =0 = § — % [Sint— %sin?’t]g =7I.

O
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(4) Considere a forma diferencial
3y 3x

W= At s
T4ty v+ y
(a) Calcule fco w onde C' é a circunferéncia no plano xy de raio 1, centro na origem,
com orientagdo o do sentido horario quando observada do ponto (0,0,10), e

diga se w é ou n3o uma forma exacta no seu dominio.
(b) Calcule [,,w onde E = {(z,y,2) € R® : 42 + 9y* = 3
orientacdo o do sentido hordrio quando observada do ponto (0,

dy +4dz .

= 0} com

6,z
0,10).

Resolucao:
(a) A parametrizacio de C' (excepto um ponto) dada por

g:0,2n[— C', g(t) = (cost,sint,0)

tem orientagcdo positiva (ou seja, anti-hordria) quando
observada de (0,0,10). Entdo

2 2m
/ w:—/ (3sint, —3cost,4)-(—sint,cost,O)dt:—/ (=3)dt =6m.
Ce 0 0

!

wog g
A forma w ndo € exacta, pois se fosse exacta o seu
integral ao longo de qualquer curva fechada seria zero.

(b) Como E e C sdo curvas fechadas que juntas formam
a fronteira do dominio regular A = {(x,y,z) € R3 :
22 +y? > 1,422 +9y? < 36,z = 0} contido no dominio
de w, e como w € uma forma fechada, pelo teorema de
Stokes conclui-se que

—/ w+/ w:/ w:/ dw=0.
o o (aA)o+ AO+

Portanto, do cdlculo da alinea (a) obtém-se

/ w:/ w=6m.

o
NS

-
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Teorema de Stokes e casos particulares (Green, divergéncia e Stokes cldssico)

/ w:/ dw
(a )o o
= N oM
Z/Jde—l—Ndy)z/(%——%—) dx dy
i=1 7 C7 ANOT Y

/ F-udvgz/dideV},

a

A A
/F:/rotF-l/dVg
o' A



