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Exame: responda a todas as questdes.
Duracdo do exame: 3 horas
Teste: responda apenas as questdes 5 a 8.
Duracdo do teste: 1 hora e 30 minutos
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

1. Seja A € R e considere a fungdo

u(x,y) = x3X3 = 3xy?\.

(1 val.) a) Determine para que valores de \ a fun¢do u é harménica.
Resolucgo:
ou ou
- A3 2 A 2 = —_
EM 3x 3y 3y 6xy
d?u 3 0?u
i a2~
u & harménica se e sé se % + giyg =0 para todo x, y. Logo
?u  0%u 4
Ozw—Fa—}ﬂ = \°6x — \6bx

= (A= X)6x = A(N> —1)6x

Segue-se que A =0,1 ou —1.

(1 val.) b) Seja A =1. Determine uma funcdo analitica f tal que f(1) =1 e a parte real
de f é u.
Resolucdo: Sendo u(x,y) = x> —3xy? ha que determinar uma sua harménica

conjugada v =1Im f. Pelas equacGes de Cauchy-Riemann
v du
v _ou_g02 3.2

oy ox 7

Integrando em y
v(x,y) =3x°y —y* + h(x)
Por outro lado

ov _ Ou rrn
> oy = bxy+h'(x) =06xy



o que implica ' (x) =0. Logo v(x,y) =3x?y —y3+Ce
f(x+iy):X3—3xy2+i(3x2y—y3+C)

Aplicando a condi¢do (1) =1, obtém-se
f(x+iy) :X3—3xy2+i(3x2y—y3).

(1 val.) c) Calcule o integral
f
j{ @ dz
c Z
onde C é a circunferéncia de centro na origem e raio 1 percorrida uma vez
no sentido directo.
Resolucdo: Usando a férmula integral de Cauchy
f(z) 270 (3
Como f(z) = 23, segue-se que
f
7{ @dz = 27i.
c Z
2. Seja
1—cosz 1
f(z)=——— .
(2) 22 + 2—z
(1 val.) a) Desenvolva a funcdo f(z) em série de Laurent na regido |z| < 2
Resolucdo: Como
o0 20 2 A

1—cosz:1—;(—1)”(2n)! =51 w

tem-se que
1—cosz 1 2 > z2n
-~ _Z 4...= 1y
TR nZ:O( P
Por outro lado
1 1 1 1 Xz, z"
2z 21 220 "l
n=0 n=0

sendo o desenvolvimento em série vélido para |z| < 2. Segue-se que a a série
de Laurent de f em |z| < 2 & dada por

0 2n 0 n
Z(—l)”( z ! +§) 2f+1

—~ 2n+2)
ou seja
Z(cos(%’r)+ 1 )z”
— (n+2)!  2rtl



(1 val.) b) Indique e classifique as singularidades da funcdo f(z).
Resolucdo: A fungdo f tem singularidades nos ponto z=0 e z=2. Anali-
sando a série obtida em a), pode-se concluir que a singularidade na origem é
removivel. Por outro lado

lim(z—2)f(z) =-1

z—2

pelo que a singularidade no ponto z =2 & um pélo simples.

(1 val.) c) Calcule
j{f(z) dz,
c

onde C é a circunferéncia de centro em z =1+ e raio 3, percorrida uma
vez no sentido directo.
Resolucdo: Aplicando o teorema de residuos, obtém-se

7{ f(z) dz =2mi-Res,—» f(z) = —2mi.
C

(2 val) 3. Calcule o seguinte integral utilizando o teorema dos residuos:

27
| ais
(Sugestdo: cos(20) = Re e??).
Resolucdo: Atendendo a que
cos26 = 76120 —267’20 senf = 76,9 _21,67’0
com z = e’ obtém-se
2%+ 72 z—z71 dz

0:
2 0 N 2 ¢ &

cos20 =

Portanto
/2” cos(20) / 2z g,
o 4senf—5 c4zz" 5z
zQJrz_2
>
S R
/C2(22—1)—i52 ‘

/ +1
= - — dz
c4z2(z—2i)(z— 5)

Z+1

= 2mi- (Res;=0¢(2) + Res,_; ¢(2)) 2) = 122 (z—2i)(z—4)
2

d 241 N 41 )
dz 42%(z—2i)(z~ 3) |,—o 42%(z2—20)|,—;
.5 17

—27TI(I§—Iﬂ)
o1
T”(_IE)

:27Ti(

N

ol



(2 val.) 4. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

dy _ sen(2t)
dt  1—y
y(0)=0

Explicite a solucdo e determine o seu intervalo maximo de definic3o.

Resolucdo: Trata-se de uma equacio separavel, pelo que

2t
y:sleiy (1—y)y=sen2t
Integrando em t
2
y cos2t
—==— C.
Y7 2
Aplicando a condig3o inicial, obtém-se
1
0=—-=-+C.
5 +
Logo
y? 1—cos2t
YT T
Como
y=—-1++cos2t

e y(0) =0, segue-se que
y(t)=1—+Vcos2t , te€]— %,%[

é a solucdo.

Nota: Para t — 7, y(t) — 1 e f(t,y) =
pertencem ao dominio de definicdo da soluc¢do.

sen(2t) T ox
= — o, pelo que £7 ndo



(2 val.)

Inicio do teste
As cotacdes indicadas s3o para o exame;

para obter as cotacdes do teste, multiplique-as por 2.

5. Determine a solugdo y(t) do seguinte problema de valor inicial, indicando tam-

bém o intervalo maximo de definicio:
t+y?—2tyy =0

y(1)=1

Resolugdo: Verifica-se que a equacdo ndo é linear nem separavel. Para M(t,y) =
t+y?*e N(t,y) = -2ty

oM oN
== =2 =2
ay 7 ¢ o
pelo que a equacdo n3o é exacta. Visto
oM _ AN
9y ot _ 2y +2y :_Z _ i(—2|ogt)
N —2ty t dt

conclui-se que a func¢do u(t) = %2 é um factor de integracio, e consequentemente

t+y? _ty.
t2 2

€ uma equacdo exacta. Portanto existe uma func3o ¢ tal que

2
%:H—y :1+();)2 o 8¢__2t_y__2%.

ot 2 t dy 2

Integrando a primeira igualdade em t, obtem-se

2
o(t.y) = log|t] ~ 2+ h(y)

Por outro lado

dp  y Y
5}/_ 2t = 2t—|—h(y)

2
o que implica h'(y) = 0. Logo log|t| — %- = C determina uma solugdo implicita
da equacdo diferencial. Aplicando a condi¢3o inicial y(1) =1, obtém-se

2
yT =log|t|+1

Para determinar o intervalo méaximo de solu¢&o, explicita-se a solucio (ou verificam-
se as condi¢Bes do Teorema da funcdo implicita). Como tal

y =++/tlog|t] +1t
Como y(1) =1 tem-se finalmente que
y =+/tlog|t|+t

pelo que o intervalo maximo é {t:t >e 1}



(1 val.)

(2 val.)

6. Considere a seguinte matriz:

a)

Calcule e?t.
Resolucdo:
et tet 0
M=10 e 0
0 0 €

Determine a solu¢do do problema de valor inicial
y=Ay+h(t)

y(1) = (17171)T

onde h(t) = (0,2et,ef)7.
Resolucdo: A solucdo geral da equacdo homogénea é dada por y — Ay =0

Para determinar uma solucio particular da equac&o basta determinar solucdes
particulares das equacdes

Vo —yo=2¢ét
y3—ys=e’.

Segue-se que
yo(t) = Ate' e ys3(t) = Bte'.

Para determinar A e B tem-se

po—yp=2et = Ael4Atel —Atel=2e! = A=2

y3—ys=et = Bel4+Bte!—Btel=e' = B=1

Logo uma solugio particular é

0
yp(t) = |2te!
tet
Aplicando a condic3o inicial, obtém-se
1 0
y(t) = MY 11— 2e| + |2tet
l—e tet

Nota: O problema tambem pode ser resolvido usando a férmula da variaco
das constantes.



(1 val.)

(1 val.)

(1 val.)

7. Pretende-se resolver o problema:

v Py
ot 0x2
u(t,0)=0
u(t,m) =0

u(0,x) = —%2

(t>0exe[0,7)).

a)

Calcule a expressdo da série de Fourier de senos da fungdo f : [0,77] — R dada
por f(x) = x.
Resolucdo: Os coeficientes da série de senos sdo dados por

2 s
b,,:—/x-sennx dx
0

s

Primitivando por partes, obtem-se

2 X - COS Nx
an -

T T
+ / cos nx dx}
™ 0 0

_ g{_w.cosmr] _ (_1)”4‘1%,
T n n

n

A série de Fourier é

> 2 > sen nx
—1)" 1 Zsennx =2 —)mrt==
;( )T n;( )=

Determine uma solucdo particular da equacdo diferencial da forma u(t,x) =
g(x) que satisfaca também as condi¢cdes de fronteira.

Resolucdo: Uma solucio estacionaria da equacio, verifica a equacdo diferen-
cial

d’g x2
——:1 /:— = ——
v = g x+A = gx) 5 +Ax+B

Como g(0) =0, segue-se que B=0, e g(7w) =0 implica A=7/2. Logo

Resolva o problema.
Resolucdo: Considera-se uma solucdo na forma

u(t,x) =v(x,t)+g(x)

em que g é a func3o determinada em b), e v(x,t) & uma solu¢do ndo trivial
do problema

ov  9%v

ot  ox2

v(t,0)=0

v(t,m) =0



Para determinar v(x,t) usa-se separag¢do de varidveis, isto &, considera-se
v(x,t) = T(t) - X(x). Tem-se

T - X-X"-T=0
e utilizando as condicGes de fronteira

v(t0)=0 = T(t)-X(0)=0 = X(0)=0

vit,m)=0 = T(t)-X(m)=0 = X(m)=0

Segue-se que

T/ X/I
T X-T-X"= —=—=
0 = T X o
ou seja ha que resolver
T —0oT=0

e

X" —oX =0

X(0)=0 , X(m)=0
Obtém-se

X(x) = Acosv/—ox+ Bsenv/—ox

e aplicando as condicdes de fronteira, segue-se

A=0 o=—n n=1.2,...

)

Tem-se entdo que

oo 2
2 s X
7t = t7 = Bn - t( ) 27 2
u(x,t) = v(t,x)+g(x) ,,E_l e sen(nx) | + X~ >
Para determinar os coeficientes B,, usa-se a condi¢do inicial u(0,x) = —%.

Logo
Z B,sen(nx) = —gx
n=1

Usando a série de Fourier determinada em 7 a) conclui-se

e como tal a solu¢do do problema é

u(t,x) = Zx — < +w§oo:(—1)"ef
2 2
n=1



(0.5 val.)

(1.5 val.)

8. Seja f: R — R uma funcdo continuamente diferencidvel. Considere o problema
de valor inicial:

a)

Y 1)
y(0)=0

Mostre que este problema tem uma soluco Gnica numa vizinhanca de 0.
Resolucdo: Como a funcdo (1+ y?)f(ty) é continua e a funcdo

%((Hyz)f(ty» — 2yf(ty) + (14 y2)F (1)t

é continua, o teorema de Picard diz que existe uma solug¢do Gnica y = ¢(t)
num vizinhanca aberta da origem tal que ¢(0) = 0.

Suponha que, adicionalmente, f satisfaz f(x) > 1 para qualquer x € R. Mos-
tre que o intervalo maximo de definicio da solucdo do problema de valor
inicial & majorado.
Resolucdo: .
. Yy
=(1+yHf(ty) = = f(t
y=1+y)f(ty) 11,7 (ty)

Integrando em t obtem-se

) T
/Omds—/o f(sy(s))ds

arctany(t) —arctany(0) = /t f(sy(s))ds
0

pelo que

Visto y(0) =0 .
y(t)ztan(/o fsy(s)) ds)

Se f(x) > 1 e atendendo a que a fun¢do tangente & monétona crescente em

| =%, %[, podemos escrever

y(t)>tan(/0t1 ds) =tant

Como lim tant = 0o a solucio explode e como tal o intervalo maximo de
t— 5
2

definicdo da solu¢do do problema de valor inicial € majorado.



