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ANALISE MATEMATICA IV
CIVIL
29 EXAME — 12 DE JULHO DE 2000 DAS 9H AS 12H.

apresente e justifique todos os calculos

(1) (1) Determine o conjunto dos pontos z € C onde f(z) = z—Z+i(2+Z) é diferencidvel.

(1.5) (2) (a) Determine e classifique as singularidades de

Z+m 1
f(Z) - eiz+1 + (Z_Z')2'
(1) (b) Desenvolva a fun¢io
1
g(Z) - (Z o Z)2

em série de Laurent na regido |z| > 1.

+o0 IQ
dz.
/_OO A1
(1.5) (4) (a) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

dy 2 2

2 =01 . y(0) = 0.
o =t A+y), y(0)
Indique o intervalo de definicao desta solucao.

(1.5) (b) Determine a solugdo geral da seguinte equagido diferencial:

(1.5) (3) Calcule o integral real

d
ycost + (2y+sint)d—‘1i = 0.

(1)  (5) Esboce o campo de direc¢des e o tracado grafico das solucdes da seguinte equacdo
diferencial:
dy .
—= = ysiny.
dt Yy Yy
Quais sao os possiveis limites das soluces quando ¢t — 4007

(1)  (6) Determine se existe uma fungdo f(z), analitica no disco fechado de raio 1 centrado
na origem, tal que o desenvolvimento de Fourier da fun¢do ¢ : [—7, 7] — R definida

por ‘
g(0) = f(e”)

g(0) = >

¢ dado por

| 3

ein@ )
n

[\)
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(7) Considere a matriz

—1 10
A= 1 =10
0 05
(1.5) (a) Calcule et
(1.5) (b) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial
Y1 () e y1(0) 0
Vo |=Aly2|+| O com y2(0) | =] 0
Y3 Y3 0 y3(0) 0

(1.5) (8) Utilizando o método dos coeficientes indeterminados, calcule a solugdo geral de
y® —6y+9y =18
e determine a solucdo particular que satisfaz as condicoes iniciais
y0)=3 e §(0)=4.

(1.5) (9) (a) Determine as solugdes da forma wu(t,z) = T'(t)X (z) do seguinte problema de

valor na fronteira:
Ou __ 9%u
ot 0x2 +u
u(t,0) =u(t,1) =0.
(1) (b) Baseando-se no resultado da alinea anterior, calcule a solu¢do de:
du _ 0%u
5% T o2 T U .
u(t,0) =0 e wu(t,1)=sinl
u(0,z) = sinx + sin(7x) .

(1)  (10) Determine uma fungdo y : [0, +00[— R com transformada de Laplace
1 3s + 4 _5s

Yo =G T 06 -9

(1)  (11) Seja y : R — R? uma solugdo n3o identicamente nula da equagdo

n|l_ |1 =5 m
Y2 S 2w
Sem resolver a equagdo, mostre que a norma euclideana de v, ||y(t)||, é estritamente

crescente.

(1)  (12) Seja g(z), x € [—m, 7], uma fungdo continua com g(—m) = g(7) e série de Fourier
+oo
% + ;(an cosnx + by, sinnx) .

Seja f(x), z € [=m, 7], com f(—m) = f(m), uma solu¢do da equag¢do diferencial

f"+kf=g,
onde a constante real k > 0 satisfaz k # n? n = 1,2,3,.... Escreva a série de

Fourier de f em termos dos a/ s, b/, s e k e demonstre que ela converge em todo o
[—7, 7).
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Respostas (omitindo algumas justificacdes):

(1) Tem-se f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) com u(z,y) =0 e v(z,y) = 2(x + y). Uma vez que % =0#

g—; = 2, as equagdes de Cauchy-Riemann nunca sdo satisfeitas e, portanto, f ndo é diferencidvel em

qualquer ponto z € C.
(2) (a) Assingularidades de f(z) sdo z = i e as solugdes da equagdo e*+1 = 0 <= 2z = 7+2km, k € Z.
A fungdo f(z) tem um pdlo duplo em z = i porque lim,_;(z — i)2f(2) = 1. Aplicando a regra
de Cauchy, lim, . yorr(z — m — 2km)f(2) = 27(1 + k)i. Conclui-se que as singularidades

z = m+2kmw com k # —1 s3o pdlos simples porque nesse caso o limite n3o se anula. Para k = —1
o limite anula-se logo z = —m é uma singularidade removivel.
1 _ _d 1 1 _1_1 _ xoo in i
(b) Tem-se oo T s (z_i). Uma vez que - = ;17— = Y =0 ST Para |z‘ <1, ou
z

=y (n4+1)i"

1
G2 = 2n=0 gtz Para fz[ > 1

(3) Considera-se o caminho yg definido pela fronteira da regido {z € C : Im(z) > 0,|2| < R} percor-

seja, para |z| > 1. Derivando termo a termo obtém-se

rida no sentido positivo. Pelo teorema dos residuos, tem-se para todo o R > 1, f'm zf—ﬂ dz =

2

. 22 . z . . . . ~
27 (Resz:ei% (z4+1> —I—Reszzei%r (TH)) Ambas as singularidades no interior de g s3o

Slos simples, portanto Res - (22 = lim B EE A D EL R e da mesma forma
P pies. p 2=e'd \ 23141 - —eta 2441 - 4
2 —i=f
4 . ~ N . . A .
Res 3z (z‘fﬁ) = &——. Designando por Cr a porg3o de yr correspondente a semicircunferéncia,
—tY

2=
tem-se portanto

R g2 22 e i e_i% ™
d ——dz =27l | ——— _ ] = —.
/_Rx4+1 x+/ch4+1 pErm\ Tty NG

+oo 22

2 2
Como UCR Zjﬁ dz‘ <7R- % — 0 quando R — oo, conclui-se que [ Sig do = %
(4)  (a) A equagio é separdvel. Dividindo por 1+ 2 e integrando de 0 a ¢ tem-se
1 dy 2 t3 3
— =1 <= arctany = — <= t) = tan(t”).
T2 di y= y(t) ()
O intervalo de definigdo é o maior intervalo contendo 0 e contido no dominio da fungdo tangente.

s <hd con
Isto &, é o conjunto {t € R: ’%’ <3}=]- i’/%,—i—{’/%[
(b) Uma vez que 8%; (ycost) = cost = % (2y + sint), trata-se de uma equag3o exacta. Logo, a

solugdo é dada implicitamente por F'(t,y) = const. onde

F(t,y) = { {Egyﬂf ts)lfl;)tl;c%)g(t) } =y? +ysint, por exemplo .

Conclui-se que a solugdo geral da equagio é dada por

fsinti\/sin2t+4c

y? +ysint =c¢ <= y(t) = 5

(5) Tendo em conta o grafico da fun¢3o ysiny obtém-se o seguinte campo de direcgdes e tragado gréfico
das solugdes:

AY Ay
,,,,,,,,,,, E—
AN NN N N NN

— = = = = = = —

,,,,,,,,,,, ot ot
— = = = = = = —

,,,,,,,,,,, s—

Do tragado grafico conclui-se que os possiveis limites das solugdes quando ¢ — +oo sdo km com k € Z.

(6) Se f(z) = Y02, #=2" for uma funcio analitica no disco fechado de raio 1, g(6) = f(e'?) verifica
a igualdade do enunciado. Uma vez que o raio de convergéncia da série de poténcias acima é R =

41 . . - L.
limy— 0o (Ziﬁ = 2, a série define uma fung¢3o analitica f(z) em {z € C : |2| < 2} e portanto a

resposta a questdo do enunciado é afirmativa.
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Continuacdo das respostas (omitindo algumas justificacdes):

1 10 0 0 0 % % 0
(7)  (a) Uma decomposi¢do de Jordande Aé A= | 1 -1 0 0 -2 0 5 —3 O
0 0 1 0 0 5 0 0 1
S J s—1
Logo,
1 10 10 0 119 e 2 1e
et=11 -1 0 0 e 2t 0 % —% = 1752_2’ 14+e— 2t 0
0 1 0 0 et 0 0 1 0 0 et
S eJt Ss—1
(b) A solugio é dada, por exemplo, pela férmula de variagdo das constantes:
0 , 25 , e~ 25 42t 1_e—2t " te—2t
2 4 2
yt)=e*| 0 +/ eAlt—9) 0 ds:/ e e | ds=| 1=e 2" e ? | | VteR.
0 0 2 4 2
0 0 0 0

(8) A equagio escreve-se (D — 3)2y = 18. O aniquilador do segundo membro é D, portanto as solugdes
deste problema s3o da forma y(t) = c1e3! + cate3? + c3. As duas primeiras parcelas formam a solugio
geral da equagdo homogénea. Substituindo c3 na equag¢do obtém-se a solugdo particular y,(t) = 2.
Portanto a solugdo geral é y(t) = c1€3 + cate3! + 2. Substituindo nas condicdes iniciais dadas obtém-se
c1 = ca = 1 portanto a solugdo do PVI é: y(t) = te3t + €3t + 2.

(9)  (a) Substituindo u(t,z) = T(t)X(z) na equagdo, conclui-se que os factores satisfazem o sistema
de equagdes T'(t) = kT(t), X" (z) = (k — 1)X(z) para algum k € R. Das condicdes
na fronteira T'(t)X(0) = T(t)X(1) = 0, obtém-se X(0) = X (1) = 0 para solugdes ndo
identicamente nulas. Para que exista uma solugdo n3o identicamente nula da equagdo para
X (z) satisfazendo as condi¢des na fronteira, tem que ser k — 1 < 0 e portanto X(z) =
Acos(v/1 — kz) + Bsin(v/1 — kz). Impondo X(0) = X (1) =0, tem-se A = 0 e, para solugdes
n3o identicamente nulas, /I —k =nm <= k=1—n?xr2 paran =1,2,.... Conclui-se que as
solugdes sdo os miltiplos reais de un (¢, z) = e(1—n2r?)t sin(nrz) paran =0,1,2,....

(b) Primeiro procura-se uma solu¢io estaciondria uy (¢, z) = v(x) da equagio diferencial que satisfaca

as condi¢des na fronteira up(t,0) = 0, up(t,1) =sinl <= v(0) =0, v(l) = sinl. Substi-
tuindo na equacdo vem v''(z) +v(z) =0 <= v(x) = Acosz + Bsinz. As condi¢des fronteira
impéem A = 0, B = 1, logo v(z) = sinz. Depois escreve-se u(t,z) = v(z)+up(t, z). Por lineari-
dade, uy, é solugdo da equagido diferencial e verifica up (¢,0) = up(¢,1) = 0, up (0, z) = sin(wx).
Da alinea anterior conclui-se que podemos tomar up, (t, z) = u1 (¢, z) = e(1=m2)t sin(wx) portanto
a solucdo do problema é u(t, ) = sinz + e(1=")t sin(7z).

2 2 o
(10) Uma vez que L1 (9%) = % tem-se L1 (ﬁ) = %edt. Por outro lado, % = 7ﬁ+
L, portanto £71 (%6_58> = (—cos(2(t — 5)) + e3(t=5)) H5(t). Conclui-se que
£ 3

y(t) = € + (—cos(2t — 10) + 3*715) H5 ().
(11) Basta mostrar que a derivada de ||y||? é sempre positiva:
d . .
£|Iy\|2 = 2y191 + 2y202 = 27 —4y1y2 +4y3 >0 desde que  (y1,y2) # (0,0) .
2 —2
-2 4
associada a forma quadrdtica anterior ter valores préprios positivos. Pelo teorema de Picard, a solugdo

identicamente nula é a lnica que passa por (0,0). Logo, para qualquer solu¢do n3o identicamente nula
da equagio, tem-se que %Hy(t)”2 >0, Vt € R.

Isto deve-se ao facto de a matriz

(12) Pela férmula de variagio das constantes, sabemos que existe uma solucdo f tal que f, f’ e f'' sdo funces
continuas que tomam o mesmo valor em 7. Todas estas fungdes tém séries de Fourier convergentes e
os coeficientes de Fourier de f”/ podem obter-se a partir dos coeficientes de f derivando (formalmente)
termo a termo duas vezes. Seja f(z) = @ + Y 72 (cn cos(nx) + dp sin(nz)) o desenvolvimento em
série de Fourier de f. Substituindo na equa¢io obtém-se

k% + Z (=n2 + k) (cn cos(na) + dy, sin(nz)) = (%0 + Z (an cos(nz) + by, sin(nz))

n=1 n=1
portanto, pela unicidade do desenvolvimento de Fourier, conclui-se que

an bn

ag = kcg, cp = Pt dn = P

Note-se que se k = 0 tem-se necessdriamente ag = 0 (porque g é uma derivada) e entdo co € arbitrdrio.

A solucdo geral do problema obtém-se para k > 0 (resp. k& < 0) somando a f um muiltiplo real de

cos(Vkxz) (resp. cosh(v/—kz)). Portanto hd que somar aos coeficientes acima um miiltiplo real dos
coeficientes do desenvolvimento de Fourier destas fun¢des.




