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Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes

1. Seja f : C — C uma funcio inteira dada por
f(x+iy) =x*+a(y)+i(2y = 1)B(x)
onde o e f3 sdo funcdes R — R. Determine estas duas funcdes explicitamente, de modo a que

seja satisfeita a condi¢do f(0) = 1.

Resolucdo: Como f & uma funcdo inteira, as suas partes real e imaginaria sio infintamente
diferencidveis e satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann em todos os pontos z = x + iy do
plano complexo. Assim, escrevendo

ulx,y) =Re(f(x+iy))=x>+aly) e vixy)=Im(f(x+iy))=(2y —1)B(x)

tem-se que, necessariamente

du _ dv
ox — dy
du _ _0dv
dy = 0x

ou seja,
{ 2x=2(x)
a'(y)=(1-2y)B'(x).

Da primeira equagdo conclui-se imediatamente que
B(x) =x

e substituindo na segunda equacdo, que f’(x) =1, tem-se

a'ly) = 1-2y
= ay) = y—y*+c, com ceR.

A constante ¢ pode ser finalmente determinada utilizando a condicdo dada

f(0)=c=1



(2 val.) 2. Considere a fungdo f: C\{0,1} — C dada por

z+1
z(z—1)

f(z)=

Determine o maior valor de R >0 e a correspondente sucessdo {c,} tal que f pode ser repre-
sentada pela série
+00 c
n
f(z)= Z _n bara todo 0<|z|<R.
n=—o00
Resolucdo: Tem-se no aberto {z€ C:0< |z| <1}

f(z):z(zztll)zzjl'zL:( 1>. -1

= <1+§> -(—1);)z"

=-1(14+z+2%+ )= (z ' +1+z+2°+-)
1 [o.¢]

:———222”.
z n=0

Logo R=1,¢c,=0paran>1,cg=-1lec,=—-2paran<0.

(2,5val.) 3. Calcule o seguinte integral, por aplicagdo conveniente do teorema dos residuos
/" do
o (5+3cosB)?"

Resolucdo: Dado que a fungdo integranda é par e periddica de periodo 27T, temos

/" d6 _1/2" do
o (5+3cos0)® 2Jo (5+3cos6)?

Para determinar este integral, considera-se a circunferéncia unitaria |z| = 1, parametrizada de
acordo com z = e®, 8 € [0,27]. Temos entdo dz = ie’®dO e

2m . . 2m do
7{ f(z)dz:/ f(e’e)ie’edG:/ —_—.
|z|=1 0 0o 2(5+3cosH)

Dado que cos 0 = 1 (e/® + e779) = 1(e® + (/%) 1), podemos escrever

i 1
f(e'®) = — ; ; 7
2ie’® (5+ 3 (e + (7€) 1))
de onde se determina f(z)
2z 2z 2z

f(z): .2 3 _1 2:_ 2 2: i 2 12.
4iz2 (5+3(z+z71)) i(10z+3z%+3) 9i(z+3)* (z+3)
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Esta funcdo tem singularidades isoladas somente nos pontos z; = —3 e z, = —%. Como apenas
o ponto z, = —% se encontra dentro da circunferéncia unitaria, vamos classificar esta singula-
ridade, de forma a aplicar o teorema dos residuos. Dado que

2z

192 _
flz)lz+3)" = 9i (z+3)?

é uma funcdo diferenciavel numa vizinhanga de —%, este é um polo duplo, assim

d 2z 2 3-z 5
et = L ()| 2 s
F3=% 9i(z+3)%/) 1-3 9 (z+3)*1-} 128

Finalmente, pelo teorema dos residuos, obtemos

m
/ d792:j{ f(z)dz = 2mi > _ S,
0o (5+3cosH) |z|=1 128/ 64

(2 val.) 4. Determine a solugdo da equagdo diferencial ordinaria

,+2 __sent £SO
y t.y_ t )

que satisfaz a condi¢do inicial y (1) = 0.

Resoluc3o: Trata-se de uma equacio linear de primeira ordem. Multiplicando ambos os mem-
bros da equagdo pelo factor integrante

2
u(t):ef;dt:eZIOgt:tQ . >0

a equacio pode ser escrita na forma

d
E(t2y) = tsint

pelo que
t?y = /tsint dt+ C=—tcost+sint+ C
e, para t >0, a solugdo da equacido diferencial é

cost sint C

t) = — —+—
y(t) i
Usando a condi¢do inicial y(11) = 0, obtém-se C = —T1, e a solug¢do do problema de valor inicial
é dada por
(t) = Cost+sint m
W= t2 t2



(1,5val.)

5. Seja f: B1(0) — C uma fung¢do holomorfa, onde B1(0) = {z € C: |z| < 1}. Mostre que se |f]|

é constante ent3o f também é constante.
Resolucdo: A condicdo |f| = const. significa que

1#(2)] = \/(w(x,9))2 + (v(x.y))? = const.

ou, o que é equivalente,
1£(2)]? = (u(x,y))? + (v(x,y))? = const.,

para todo 0 z=x+iy € By(0). Mas isto n3o significa necessariamente que u(x,y) e v(x,y)
sejam constantes, que é o que queremos concluir (veja, por exemplo, a fungdo f(x+iy) =
x+iv1—x2, que satisfaz |f| = const. mas que n3o & constante). O que se pede para mostrar
é que, no caso da fungdo ser holomorfa (que obviamente o contra-exemplo anterior ndo &)
quando o médulo da funcdo é constante, a prépria funcdo também o serd. Note também que
nio pode usar aqui o Teorema de Liouville, visto que este sé é aplicavel a funcdes definidas e
diferenciaveis em todo o C, o que n3o & aqui o caso.

A demonstragdo deste resultado segue entdo o seguinte raciocineo. Se |f(z)| =0, entdo

(u(,¥))* + (v(x,y))? =0

e ndo had obviamente outra hipétese, que ndo seja ter-se aqui

ulx,y)=0 e  v(xy)=0,
donde se conclui que neste caso f =0, e é portanto constante.
Excluindo agora o caso da constante ser 0, suponha-se entdo que |f| = const. # 0. Derivando
a equagao
(u(x,¥))* + (v(x,y))? = const.
primeiro em ordem a x e depois em ordem a y chega-se ao sistema
du dv __
2Ug—x + 2‘/3 = O
u vV __
2UW + QVW = O

Usando agora o facto de que a fungdo é holomorfa, aplicam-se as condi¢bes de Cauchy-Riemann
para, neste sistema, substituir as derivadas de v por derivadas de u

2U%—2V§—;:O o u —v _ 0
2ugt +2v8L =0 v oo 0

O determinante da matriz deste sistema é u? + v? que, por hipGtese é constante e diferente de
zero. Conclui-se assim que a (nica solucio é

ov_y o
ox dy

DV
SIS

0

o que, no circulo de raio 1 centrado na origem implica que a funcdo u(x,y) é constante.
Utilizando as equagdes de Cauchy-Riemann, conclui-se que as derivadas parciais de v também
sdo zero, € portanto v(x,y) € igualmente constante.



(2,5val.)

6. Considere o seguinte problema de valor inicial

dy

2ty 2ty
t+ye ™ 4+ ate
Y dt

=0 , y(1)=0

em que a € R\ {0}.
a) Sem resolver a equagdo, mostre que o problema admite solugdo Gnica definida numa
vizinhanca de t = 1.

b) Determine o valor de a para o qual a equag8o é exacta. Para esse valor, resolva o problema
e indique o intervalo maximo de solucio.

Resolucio:

a) Uma vez que a # 0, podemos escrever a equacdo na forma

d
X =f(t.y). onde f(ty)=

t+ye2ty

ate?y -
A funcdo f(t,y) é de classe C* no conjunto A =R?\{(t,y):t=0}. Assim, neste conjunto,
f & localmente Lipschitziana em relagdo a y, o que garante, pelo teorema de Picard-Lindeldf,

que numa vizinhanca de t = 1, existe uma anica solucdo para o problema de valor inicial com
y(1) =0 (pois o ponto (1,0) estd em A.)

b) A equacdo pode ser escrita na forma

dy
M(tvy)—i_N(tay)E =0

com
M(t,y) =t+ye®™, N(t,y)=ate??.

Por definicdo, a equacdo é exacta se

oM dN

2ty 2ty 2ty 2ty
& eV 4 2tye”V = a(e”V 4+ 2tye”V),
0y at 4 ( ye™)

o que implica que a = 1. Neste caso, temos N(t,y) = te’?. Os potenciais para esta equacio
verificam

2ty

o(t,y) //Vl t,y)d =5+7+g(y)

thy

o(t,y) = /N(t,y)dy:7+h(t)-

Comparando as duas expressbes, vemos que os potenciais sdo da forma

1.‘2 thy
(p(t7y) :/M(tay)dt: E+T+C’
para uma constante C € R. Assim, a solu¢do geral da equa ¢do na forma implicita é

—+——+C=0.
2+2+
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Com t=1, y =0, temos

1 1
—4+-+C=0&C=-1
2+2+ ’

Logo, a solu¢do do problema de valor inicial é

1
L ley(t)=—log(2-1?).
>+ y(t) 2tog( t*)

Esta solucdo esta definida para t # 0 e 2—t2 > 0. O intervalo de definicdo (contendo t =1) &
portanto, ]0,v/2].

(3 val.) 7. Considere o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordinarias
x'=2x+y
y'=—x+1

a) Determine a solugdo geral do sistema homogéneo associado.

b) Determine a solu¢do do sistema indicado, que satisfaz a condi¢cdo x(0) = y(0) =0.

Resolucio:

(Primeira alternativa) Tem-se x” =2x"+y’. Logo x”" =2x'+(—x+1) e obtém-se a equagio
de segunda ordem
X" —2x" +x=1. (1)

a) A equag¢io homogénea correspondente é x” —2x+x =0. O polinémio caracteristico é
A?—2) 4+1=(A —1)2. Logo a solucdo geral & x(t) = (a+ bt)ef, onde a e b sdo constantes.
Como y = x' — 2x tem-se

y(t) = (a+bt)e' +be' —2(a+ bt)e’
= be' — (a+ bt)e'.

Portanto a solucdo geral do sistema homogéneo é

x(t) = ae' + bte' (2)
y(t) = —ae' + b(1—t)e'. (3)

b) Como x(t) =1 é uma solu¢do da equcdo (1) a solugdo geral do sistema é

x(t) = ae' + bte' +1
y(t) = —ae'+b(1—t)e! —2.

(Segunda alternativa) A solu¢do matricial obtém-se da seguinte maneira. Comega-se por escre-
ver o sistema na forma matricial

@, - <—i é) @ " G) (4)



Logo, o sistema homogenéo associado & () =(_ (1)) . O polinémio caracteristico da
matrix & p(A) :det(zjl’\ 7}) =A2-2A+1=(A -1)2 SeJa A= (_21). A matriz

1 1
A_I_<—1 —1>

tem nulidade 1; portanto o subespaco gerado pelos vectores préprios de A tem dimensdo 1 e A
é semelhante 3 matriz de Jordan

1 1

0 1/)°

Como (A—1)? & a matriz nula, para determinar um vector préprio generalizado basta encontrar
um vector v tal que (A—/)v # 0. Por exemplo v = (}). Segue-se que

(o) =()

é uma vector préprio e a solu¢do geral da equacdo homogénea associada a equacdo (4) é

() =c( D)ol (1) (0] .

onde c e d sdo constantes. Nota-se que para c =a— b e d = b, a equagdo matricial (5) é igual
as equacdes (2) e (3).

Para obter uma solugdo particular da equagdo (4) basta determinar uma solugcdo da equagdo
A(3)+(9)=(3). Tem-se

Logo a solugdo geral é
x(t)=ce'+d(t+1)e"+1
y(t) = —ce' — dtet —2

Para satisfazer as condi¢des x(0) = y(0) = 0 é facil ver que as constantes terdo que ser c = —2
e d =1 donde a solucdo deste problema de Cauchy é

x(t)=—e'+te' +1
y(t) =2e" — te - 2.

(3 val.) 8. Considere a seguinte equacgdo diferencial parcial
du 0%u
ot 0x2

a) Determine uma solucdo estaciondria (que ndo depende do tempo) ue(x), desta equagdo,
satisfazendo as condi¢Bes de fronteira ue(0) = 1, u.(11/2) = 0.

—u=0.



b) Recorrendo ao método de separacdo de variaveis, resolva o problema de valor inicial e
fronteira (ndo estacionario), para a equacdo dada, com as condi¢des

u(t,0)=1 t>0, x=0
u(t,m/2)=0 t>0, x=1%
u(0,x) =2cosx t=0, 0<x<7%

(Sugestdo: Escreva a solugdo na forma u = v+ u, e resolva o problema para v, utilizando
a alinea anterior para estabelecer as novas condices inicial e de fronteira).

Resolucao:
a) Uma soluco estacionaria verificarad a equacdo diferencial ordinaria
!
Ug(X)+ue=0

O polinémio caracteristico associado é R+ 1, que tem como raizes +i, pelo que a solucio
geral é
Ue(x) = Acosx + Bsinx

Pelas condicdes de fronteira, conclui-se que A=1¢e B=0, e como tal
ue(x) = cosx.
b) Como sugerido, considere-se
u(t,x) = ue(x)+ v(t,x)

onde ue(x) = cosx, determinada em a), e v(t,x) é solucdo de

Para determinar v(t,x), usaremos o método da separag¢do de variaveis, isto &, procura-
se solugcdes ndo nulas da forma v(t,x) = T(t)X(x). Derivando em ordem a t e a x,
substituindo na equacio e dividindo por XT, obtem-se

() LX)
(0 X0

Atendendo a que o primeiro membro é uma funcdo de t, e o segundo & uma funcio de x,
a igualdade sé se verificara se existir uma constante A para a qual
T'(t X" (x
0 _,_, () _

e 0% Xk

Por outro lado, pelas condi¢Bes de fronteira v(t,0) = v(t.J) =0, e atendendo a que T(t)
ndo pode ser a funcdo identicamente nula, obtem-se X (0) = X(Z) =0. Tem-se entdo que
X & a solucdo do problema de valores na fronteira

{x"—/\xzo
X(0)=X(3)=0



Para que X ndo seja identicamente nula, teremos que considerar A < 0. Nesse caso

X(x) = Acos(\/jx) + Bsin(\/jx)

e para que as condicdes de fronteira sejam verificadas

A=0 e Bsin(\/—)\g) =0
Mais uma vez para que X(x) # 0, ha que verificar-se A = —4n?, n € N. Sendo assim, para
cada ne N, obtem-se
Xn(x) = B,sin(2nx)

- - . . T'(t p
e a solucio da equacdo diferencial T((t)) =1—4n%é

Tem-se entdo, que para cada n€ N
Va(t,x) = Tp(t)Xn(x) = Ape™*" ) sin(2nx)

é solucdo do problema de valores na fronteira, e atendendo a linearidade da derivada,
tambem qualquer combinacdo linear o sera, pelo que

v(t,x) = Z Anell—4m)t sin(2nx)

n=1

verifica a equacdo diferencial parcial e as condicdes de fronteira. Para determinar os
coeficientes A, teremos que utilizar a condic3o inicial

o0
cosx =v(0,t) = ZA,,sin(2nx)
n=1

pelo que se conclui que as constantes A,, sdo precisamente os coeficientes do desenvolvi-
mento em série de senos da fungdo f(x) = cosx no intervalo [0, 7]. Visto que f & uma
funcdo continua, para 0 < x < J

[e.9]
COSX = Z bpsin(2nx)

n=1
com

4 rE
b,=— /2 cos x sin(2nx)dx
TtJo

Usando a igualdade sina cosb = %(sin(a+ b) +sin(a — b)), tem-se que (também pode
calcular o integral de b, fazendo duas integracdes por partes seguidas, ou ainda escrevendo

O seno € coseno com recurso a exponenciais complexas)

7T/2) _ 8n

/2 1
‘ cos ((2n—1)x) . A1)

2 1
b :—(— s ((2n+1 _
n 2n+1C°&‘(( R




Como consequéncia

[e o]

Zn4 5 1 ell~ 4”z)tsin(2nx)
n f—

n=1

u(t,x) = Ue( )+ V(t X) = C05X+Z T_l)e(l_4n2)tsin(2nx).

(1,5val.) 9. Designe por

Fs):/ Vte Stdt
0

a transformada de Laplace de v/t. Usando integracdo por partes, determine uma equacdo
diferencial ordinaria, satisfeita por F(s). Obtenha a solucdo geral dessa equacio e, finalmente,

use o facto de que
o0
T
/ Vte tdt= i,
0 2

para obter a férmula explicita da transformada de Laplace de v/t.

Resolucdo: O integral que define F(s) existe para s > 0 e para estes valores de s tem-se

00 R
= / Vite stdt = lim Vite Stdt.
0

R—o00 0

Usamos agora a sugestdo dada, e integramos por partes este Gltimo integral

R 2 R
+—s/ t2 et dt.
0 3 0

Fazendo o limite R — oo, o primeiro termo anula-se e obtemos simplesmente

3
5 e—St

/ Vie Stdt=

2
3

F(s):—s/ tvte tdt.
3 Jo

Finalmente, usamos a propriedade da transformada de Laplace

(1) (5) = £(~ (1) (5

para estabelecer a equacdo diferencial

2 o 2
F(s):——s/ —t\/fe_“dt———s— \/?e_“dt
0

3 3 ds
ou seja
2 dF
F(s):—§ E( s), para s> 0.
A solucgdo geral desta simples equacdo linear homogénea, de primeira ordem, é
C
F(s):@, com CeR
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e a constante C pode ser determinada, notando que
o0
T
C=F(1) :/ Vite tdt= %
0

Conclui-se portanto que a transformada de Laplace de /t & dada por

/ \/Eefstdt: \/ﬁ
0

253/2‘

(Outra alternativa)

E possivel também chegar & mesma equacdo diferencial para F(s), seguindo a outra alternativa
de integracdo por partes. Esta forma é, no entanto, ligeiramente menos directa.

Tal como na resolugdo acima, integra-se por partes o integral que define a transformada de
Laplace de \/t, sé que agora escolhe-se a outra possibilidade de derivadas (sempre para s > 0)
_|_

R Vi
te Stdt=—~—¢ %t — —— dt.
/0 Vie s € 0o 2s )y Vit

No limite R — 00, 0 primeiro termo anula-se e obtém-se assim

1 ooefst
F(s) = — dt.
(5) = 5 /0 —

Para construir a equagdo diferencial ordinaria para F(s) deriva-se esta altima férmula

R 1 R e—st

dF(s) B 1 [Pe st , 1 [®te st
ds 282 )yt 2s Jo t

1 1 ooe—st 1 oo

= 2= dt | — — te St dt
e ) m (] i)
1

1
= —gF(s)—z—SF(s)
3

= F(s).

25

dt

E deste modo se chega 3 equacio diferencial, a partir da qual a solucio prossegue exactamente
como no caso anterior.
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