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(1) Esboce os conjuntos dados pelas seguintes condi¢cdes e diga quais deles s3o regides:
(@) |z +1—14] <3;
(b) Imz>1eZ <argz < 2
(c) Rez+Imz=0;
(d) |z +i] > 2|7| .

Resolucao:

(a) Enquanto |z + 1 —i| = 3 representa a circunferéncia de raio \/3 centrada no ponto

—1+414, a condicdo |z + 1 —i| < 3 representa o disco fechado de raio \/3 e centro em
—1+ 4. Uma vez que ndo se trata de um conjunto aberto, ndo é uma regido.

(b) A condicdo Imz > 1 representa um semiplano limitado inferiormente pela recta

horizontal Im z = 1. A condi¢do 7 < argz < %Tﬂ representa um quarto de plano. A

conjungdo das duas condigbes representa um conjunto com o seguinte aspecto. Uma
vez que o conjunto € aberto, conexo e ndo-vazio, € uma regiao.
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(c) Em coordenadas cartesianas, escrevendo z = x + iy, a condi¢do fica
Rez+Imz=0 <+ z+y=0,

que € a equagdo da recta bissectriz dos segundo e quarto quadrantes. Uma vez que
ndo se trata de um conjunto aberto, nao € uma regido.

(d) Em coordenadas cartesianas, escrevendo z = x + iy, a condico fica

|2 4| > 2|7] |2 +il* > 4]z

22 + (y+1)2 > 422 + 492
322 +3y2 -2y —1<0
2, .2 2 1

4y —35y—3<0

tye _%

.Z'2+(y—§)2<§7

NNy

o0 que representa o interior de um disco de centro (0, é) (ou seja, o ponto complexo
%z’ ) e de raio % Sendo um conjunto aberto, conexo e ndo-vazio, € uma regido.

(2) Calcule \/—i, v/—i e v/—i e represente estes nimeros geometricamente.

Resolucdo: As coordenadas polares de —i sdo | —i| = 1 e arg(—i) = 2F, logo, em termos

i

da exponencial complexa, —i = e 2"*. O simbolo {/—i representa o conjunto dos niimeros

da forma
(3+4k)~ .
e 2 comk=0,1,...,n—1.
Deduz-se que \/—i simboliza
2

e 4 :—7—{—7@ e e4 =
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/—i simboliza
ELy; gz . I, @ 1. lim, @
2 2

e6 =e

e /—i simboliza

3T 7_7rZ 117Ti 157
es’ es’ e’s e e’s

Os niimeros \/—i, \/—i e v/—i tém o seguinte aspecto geométrico, onde a circunferéncia
tracejada tem raio 1.

0
(3) Resolva as seguintes equag¢des:
() 22 +2iz4+i—1=0;
3 _ N3, 1428
(b) 2% =(2—1)* + 52
Resolucao:
(a) Pela férmula resolvente para a equacdo quadrdtica,
242iz+i-1=0 <= z=—it\/—i

DD . S P, S, SV
(b) Comega-se por escrever o membro direito da equacdo na forma a + bi:

. 14 28¢ o 14281 2—3 . 30+ 557
2P 4+ = =211 : =2-1li+ ———— =8.
@-+ 55 U W ‘T
Portanto, as solucdes da equacdo dada sdo as raizes ciibicas de 8:

3
z°| =8 z| =2
s e |12 2 o
arg z° = arg 8 argz =0 ou 5 ou =5 .
As solugbes sdo pois

210 =2 2% = 14+ivV3 e 2% = -1+ —iV/3.

0

Comentario: A férmula resolvente para a equacdo quadrdtica vale para equacGes com
coeficientes complexos. A sua demonstracdo resume-se a:

—b+ Vb2 — 4ac> (z B —b—Vb2 - 4ac>

2
b = —
az” 4+ 0z +c CL(Z % %



(5)
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onde /- e —\/- representam as duas raizes quadradas de um nimero complexo. &

Exprima cos 4 e sin 3 em termos de cos ¢ e sin .

Resolucao: Para um angulo ¢ real, temos
cos3p +isin3p = €3 = (e¥')3 = (cos p +isinp)? .
Como
(cos ¢ + isingp)?’ = cos® ¢ + 3i cos? psin p — 3cos psin® p — isind ¢ |
extraindo as partes imagindrias, obtém-se
sin3p = 3 cos? psiny — sin® P .
Temos cos 4p + isindg = e = (e¥)* = (cos ¢ + ising)*. Como

(cosp +ising)* = cos* ¢+ 4icos? psin
—6cos? psin? ¢ — 4icos psin® ¢ +sin? ¢ |

extraindo as partes reais, obtém-se

cosdyp = cos* p—6 cos? %) sin? p+ sin® Y.

Seja f(z) = (2? — y?) + 2i|xy| para z = x + iy € C. Determine o subconjunto de
C onde f ¢ analitica e calcule f'(z) nesses pontos.

Resolugao: Primeiro estuda-se as equagbes de Cauchy-Riemann.
Escrevendo f na forma u(zx,y) + iv(x,y) temos

u(a,y) = a?—y?
2xy sexy >0
v(z,y) = 2lxy| = 0 sexy =0
—2xy sexy <0 .

Quando xy > 0, o par u,v satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann:

du _ Ov
or 20 = dy
ou _  _ - _v

Quando xy = 0, a fungdo v(x,y) s6é tem ambas as derivadas parciais no ponto (0,0). De
facto, nos pontos da forma (0,y) com y # 0, ndo existe % ja que
ICH) v(z,y)

A Y) 9y £ —9y = lim 28Y)
z—0t x z—0— x
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Da mesma maneira se vé que ndo existe g—; nos pontos da forma (x,0) com x # 0. Por

outro lado temos 5 5
v v
—(0,0) = —(0,0) =0
500 = 500
Como %(0,0) = g—Z(0,0) = 0, as condigcées de Cauchy-Riemann verificam-se no ponto
(0,0).
Quando xy < 0, o par u,v viola as equacdes de Cauchy-Riemann jd que

ou ov

Concluses quanto a diferenciabilidade.

Como u e v tém derivadas parciais continuas em {z =z + iy € C | xy > 0} U{(0,0)},
conclui-se que a fungdo f € diferencidvel em todos esses pontos. (Recorde-se que, se uma
funcdo complexa f = u+ iv € tal que o par u,v satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann
no ponto (x,y) e u e v tém derivadas parciais continuas em (x,y), entdo f € diferencidvel
no ponto z = x + iy.)

Em qualquer outro ponto, isto €, para z € {z = x+iy € C | zy < 0}\{(0,0)}, a fungdo
f ndo é diferencidvel porque ndo satisfaz as equagées de Cauchy-Riemann. (Recorde-se
que, se uma fungdo complexa f = u+ v € diferencidvel no ponto z = x + iy, entdo o par
u, v satisfaz as equagbes de Cauchy-Riemann em (x,y).)

Conclusées quanto a analiticidade — resposta ao exercicio.

A fungdo f € analitica no aberto {z = x + iy € C | xy > 0}, formado pelos primeiro
e terceiro quadrantes, e em mais parte nenhuma. (Na origem, a funcdo f € diferencidvel
com derivada f'(0) = 0, mas ndo é analitica pois = = 0 ndo admite qualquer vizinhanca
aberta onde f seja diferencidvel.)

Em{z=x+1iy € C|zy > 0} (que € onde f(z) € analitica), a derivada de f € dada,
por exemplo, pela férmula

ou ov
/ o .
Iz = or 'or
Como, neste dominio,
0 _
or =
&= fm) =2

conclui-se que
f(z) =22+ 2yi = 22 .
[

Comentadrio: O resultado f'(z) = 2z da alinea (b), poderia ter sido equivalentemente
obtido se se tivesse inicialmente observado que a funcdo dada coincide com a funcio
g(2) = 2% no dominio de analiticidade.

Note-se ainda que, em {z = x + iy € C | zy < 0}, a funcdo dada coincide com a fungdo
h(z) = 22, a qual ndo é analitica em qualquer ponto. &

(6) (a) Mostre que em coordenadas polares as equagdes de Cauchy-Riemann se es-

crevem
u _ 1ow
ap — poo
v 1 0u
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(b) Mostre que a fungdo
g(z) =g (pew) = 3ln§ + 130

é analitica em todo o seu dominio p > 0 e 0 < 6 < 27. Calcule ¢'(2).

Resolucao:
(a) Se
xr = pcost
y = psinf
entao
0 0 .
a—f) 26 cos) —psind
9y 9y i
o o sinf  pcos6
e, pelo teorema da funcdo inversa,
-1
% g—Z g—ﬁ % cosf  sind
oo o0 | | oy oy | | _sinf  cost
ox Oy op 00 P P

As equagdes de Cauchy-Riemann ficam

u _ v
Joxr Oy
_0u _ v
oy ~— Oz °
Qudp 4 Judd _ duvdp  Ovdl
p T 900s p y+ 0 Oy
<~
_Qudp _0ud _ udp | Duiw
0p Oy 000y ~—  Opox 00 Ox
ou Ousinf® __ v dv cos b
a—pcos&—% ral 8p81n9+89—p (%)
<~
ou Oucosf® _ Ov _ Ovusinf
—8—p51n0—89 , = apcosﬁ Riare (%)
cos O(x) — sin O (*x)
<~
sin () + cos 0 (xx)
Ou 10v
op p 00
<~
v _  _10u
dp p oo *

(b) Quando as partes real e imagindria de uma funcdo complexa sdo continuamente di-
ferencidveis, satisfazer as equacées de Cauchy-Riemann € suficiente para garantir a
diferenciabilidade.

Neste caso,
_ — 4
u = Ref = 3In&

v = Imf = 360
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e as equacdes de Cauchy-Riemann sdo sempre satisfeitas:

Ou 3 10v
o — p p 00
v _ — _10u
p = 0 = =25
Logo, f € analitica em todo o seu dominio. A derivada pedida é
l _ Ou - Qv
f(z) = g+ig;

— (9udp , Oude (Ovdp | 9v 90
- <8p8x+ 0 x)+l< + 0 x)

hS)
&l

= (3 (0 _ 3sind
= <pcos€+0>+z<0 3p>

3pcosf—i3psinf
= T

3z
TRl

- 3
ol

Comentario: A fungdo dada ¢ igual a f(z) = 3logy £, onde log, representa o
ramo do logaritmo obtido escolhendo o elemento de Logz com parte imaginaria no
intervalo |0, 27[. O

O



