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(1) Escreva todos os valores de (—1)? na forma a + bi.

Resolucdo: Por definicio, o simbolo (—1)% representa a familia de niimeros e2"-°8(=1).

Como
Log(—1) =1In| — 1| +i(arg(—1) +2kn) , ke€Z,
—— ——

In1=0 -7
obtém-se

(=1)% = ?loe-l) — _o(r 4 2%kn) =2r +4kr, keZ.

Estes niimeros estdo na forma a + bi pois sdo todos reais. ]

(2) Estabeleca a igualdade | cos z|? + | sin z|? = cosh(2y) (onde z = x + iy).

Resolucao: As fungbes co-seno e seno sdo definidas por

eZZ + e*ZZ . eZZ _ e*ZZ
cosz=——— e sinz=-———
2 21
Como |w|? = w - W, e escrevendo z = x + iy, fica
|cosz|? + |sinz|? = cosz-Cosz+sinz-sinz
eiz+e—iz e—iE+eiE eiz_e—iz e—iE_eiE

2 2 2% T =%
ei(272)+ei(z+2)+ei(7272)+ei(7z+2)

+ ei(z—?)_ei(z+3)_ei(—z—2)+ei(—z+E)
4
261’(272)4»282'(72«%2)

, 1
e#(2y) 4 ei(—2y)
2
= cosh(2y) .

(3) Determine os subconjuntos de C onde a fungdo co-seno se anula e onde ela toma
valores reais.

Resolucao: A funcio co-seno anula-se quando

eiz+e—iz ) ) )
cosz =0 <— f:O = P = e = 2 =_1.
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Ora, para w = x + iy, tem-se

1
=y=arg(—1)=n mod 27

xr =
{y:ﬂ'—{—2k‘7r, keZ

<= w=i(r+2km), keZ.
Assim,

cosz=0 <= ¥ =—-1 <= 2iz=i(r+2kn), ke’
— z=5+kr,keZ,

ou seja, o co-seno complexo anula-se apenas nos seus zeros reais ja conhecidos.
A fungdo co-seno toma valores reais nos pontos onde a sua parte imagindria se anula.
Em termos de z = x + iy, tem-se a decomposicdo

iz —1iz =y —ix+y
cosz = SEe— —ec —de

2
e~ Y(cos x+isinz)4eY(cos x—isinz)

- 2
(eY+eY)cosz . (e Y —eY)sinx
2 2

TV TV
Recos z Im cos z

Por isso, o co-seno complexo toma valores reais quando
Imcosz=0 <= (e ¥V—e¢Y)sine=0
<— e Y=¢eY%ousinr=0
— y=0oux=kn,keZ
<— z=x,x€Rouz=kn+iy,kecZ , yeR.
Trata-se do conjunto formado pelo eixo real em C e pela colecgdo de rectas verticais com
abcissas da forma km, k € 7. ]

(4) Calcule, para as curvas 7 e fungdes f indicadas, os integrais fﬁ/ f(z)d=.
(a) f(z) = €%, v o segmento de recta de z =i até z = 1, com esta orientagdo;
(b) f(z) = €*, « constituida pelos segmentos de recta sobre os eixos coordenados
entre os pontos anteriores, com a mesma orientacao;
(c) f(2) = =%, 7 a semi-circunferéncia z = re®, comr > 0e 0 < 6 < T,

percorrida no sentido positivo (ou directo ou anti-horario).

Resolucao:
(a) Como F(z) = e* é uma primitiva de f(z) = e*, pelo teorema fundamental do cdlculo
tem-se

/ezdz:F(l)—F(i):e—ei.
gl

(b) Pelo teorema fundamental do cdlculo, o resultado € igual ao da alinea anterior:

/ezdz:F(l)—F(O)—i—F(O)—F(i):e—ei.
gl



(c)
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Este integral tem que ser calculado pela definicdo. Escolhendo a parametrizagdo de
~ dada por

2(t) =re | te[0,n], com Z(t) =ire’

o integral fica

f z—1 dz = ™ re_i;—l X 'reit dt
ol 0 rett

iy (re7™ —=1) dt
fire — )]
i(—ir —m—ir+0)
= 2r—aim.

(5) Seja u: R? — R a func3o definida por

(a)
(b)

()

u(z,y) =e Ycosx +y(x—1).

Mostre que u é harménica.
Determine uma funcdo v : R? — R tal que a fun¢do f : C — C definida por

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

seja analitica e satisfaca f(0) = 1.

Calcule
e
Nk

onde C' é a circunferéncia de centro na origem e raio 7 percorrida uma vez no
sentido positivo.

Resolucao:

(@)

Uma vez que

0%u n 0%u
0x2 0y
conclui-se que a funcdo u é harmdnica.

Para que f seja analitica, € necessdrio que o par de fungbes u e v satisfaca as equagées
de Cauchy-Riemann. Ou seja, v tem que satisfazer

% = —g—z =e Ycosr—ow+1 . v(z,y) = e ¥sinae — 12 + 4 c1(y)
o(z,y) = eVsing + 1y + ex(a)

Au = =—e Ycosz+e Ycosx =0,

o = on —e Ysinz +y

donde se conclui que v tem que ser da forma

v(m,y):efysinx—%:v2—|—m—|—%y2+c, comc€eR.
Como tanto u como as funcées v desta familia sdo de classe C' e satisfazem as
equacdes de Cauchy-Riemann em todo o plano, as funcées f = u + iv sdo analiticas
em C. Para que seja f(0) =1, a parte imagindria de f na origem tem que ser zero,
pelo que
v(0,0) =¢c=0".
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A fungdo procurada é pois

2
(c) O ponto i estd dentro da curva C, e a fungdo f(z) do numerador é analitica em todo
o C. Pela segunda férmula integral de Cauchy (i.e., a férmula com n = 1), obtém-se

2 1.2

v(m,y):e_ysina:+y +x.

que
j{ /() dz = 2mif!(i) .
o (z—1)?
Usando os cdlculos da alinea anterior,

f(@) = %(0, 1) +z‘%(0,1) =14 (é + 1) ,

pelo que o integral pedido é

[RCi——])

O
Comentério: A fungio f da alinea (b) pode ser escrita f(z) = e — £22 +iz. &
(6) Calcule 0s seguintes integrais
(a) 557 P |z| = 1 percorrida uma vez no sentido positivo;
(b) fﬁ/ ZCCZ’SZz) dz onde v é a elipse 322 + 2y* = 1 percorrida uma vez no sentido
positivo;

sin z £ _ H . s
(c) 557 G dz, onde vy é a curva |z| = 2 percorrida uma vez no sentido positivo.

Resolucao:

(a) A fungdo integranda é analitica em C\ {5 }. Como o ponto 7 estd fora da curva 7,
podemos encontrar uma regido simplesmente conexa A onde a integranda € analitica
e contendo o caminho ~y (por exemplo, A pode ser o disco aberto de centro 0 e raio
1.2). Portanto, pelo teorema de Cauchy, o integral € zero.

(b) A fungdo integranda € analitica em C\{0,i}. A origem estd dentro da elipse v, mas o
ponto i estd fora. Logo, a fungdo f(z) = <=7 € analitica numa regido simplesmente
conexa A contendo «y (por exemplo, A = {x +iy € C : 322 + 2% < 1.2}). Pela
primeira (i.e., para n = 0) férmula integral de Cauchy, tem-se

f o= f i -

(c) A fungdo g(z) = sin z € analitica em todo o plano C. Pela férmula integral de Cauchy
comn =9, tem-se

sin z 271 271 m (1
_ 9 ;) = 222 ; b
}é(z—i)wdz_ o9 (i) = o T8¢ =g <6+e>,
onde se usou que g\**)(2) = g(z) =sinz, parak =1,2,3,....
0

Comentario: Cada um destes integrais pode ser equivalentemente calculado pelo teorema
dos residuos. &



