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ANALISE MATEMATICA IV — LEEC

) RESOLUCAO DA FICHA 3
SERIES, SINGULARIDADES, RESIDUOS E PRIMEIRAS EDO'S

disponivel em http://www.math.ist.utl.pt/~acannas/AMIV

(1) Calcule as séries de Maclaurin (i.e., séries de Taylor em torno de z, = 0) das seguintes

funcdes e indique os respectivos raios de convergéncia:

(a) ztcosh2? ;
4 .

(b) 20
1 2

() o +(z+1)".

Qual é a décima derivada de z* cosh 22 na origem?

Resolucao:
(a) Usando a definicdo de coshz e a série da exponencial, obtém-se o seguinte desen-
volvimento:

w k +oo ok

—w +o00 +o0o k
ev —e 1 w (—w) w
hw=——"7—=- E — - E = g i
cosh w 5 5 (k_o X 2 X ) > O(Qk)! , YweC

Portanto, a série pedida é

. ) A +oo (Z2)2k X 4k+1
z*coshz“ =z kZ_O(Q—k)!:kZ_O )T

vdlida para qualquer z complexo, pelo que o seu raio de convergéncia € +oc.
Como o coeficiente de z'0 nesta série é zero, conclui-se que a décima derivada de
2% cosh 22 na origem é zero.
~ 4 < ~ -
(b) A funcdo ZGzogy tem um polo duplo em 0, pelo que ndo tem série de Taylor em

torno desse ponto, mas apenas série de Laurent:

4 1
22(22 —4) = 22—4 22
_1 1

- 4 -

= —5 -5

B 1+oo ZQ k 1

! 4 22
k:OJr

1 X -1 4

= —at g
k=0

onde a aplicagdo da soma da série geométrica requer que |§| < 1, pelo que a série
obtida € vdlida na coroa 0 < |z| < 2.

(c) A série de Maclaurin do polinémio (z + 1)? é simplesmente 2% + 2z + 1, vdlida para
qualquer z. A série de Maclaurin da fraccdo ﬁ pode ser obtida derivando uma
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série geométrica:
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vdlida para |5| < 1 ou seja |z| < 2. Assim a série pedida é

+o00 k—i—l
z—}—l)Z:Z 2k+2zk—|—22—|—22—{—1,
k=-—1

CEEER

a qual tem raio de convergéncia 2.

(2) Determine as séries de Laurent vélidas nas regiGes indicadas:
(a) e=t1 na coroa circular 0 < |z + 1| < +o0;
(b) e=+1 no disco |z — 1| < 2;
1 .
(c) G-y ha coroa circular 0 < |z — 2| < 1.
Classifique as singularidades destas fungdes e indique os respectivos residuos.

Resolucao:
;o . k s Ve
(a) Usando a série da exponencial (¥ = Y _}25 “r vdlida Vw € C), obtém-se:

z 1— 1
ezx+t1 — e z+1

— e.ez;ll
+oo k
Z 1 -1
B ° k! ( >
|
Ok:O Kl \z+1
e(—1)k

k=—o00

para qualquer z # —1, ou seja, na coroa circular 0 < |z + 1| < 4o0.
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(b) Sendo analitica em C\ {—1}, a funcdo e>+1 tem uma série de Taylor em torno do
ponto 1 convergente no disco |z — 1| < 2. A melhor expressdo para essa série é

_z_ =1
ezx+t1 = e-ex*t1
—1
— e.eG-DT2

2
z—1
— e.€1+( 2 )

=0
(c) Usando a série geométrica de razdo z — 2 convergente para |z — 2| < 1, obtém-se

S
(z—=1)(z —2) ) ZIQ 2—11
 z=2 1+(2-2)
1 I
- 2—2_2(2_2)k
. k=0
= Y -2t
k=—1

o que € vdlido na coroa circular 0 < |z — 2| < 1.

A fungdo e=+1 tem uma Unica singularidade no ponto —1. Atendendo a que a série
de Laurent vdlida em 0 < |z + 1| < 400 tem infinitos termos em poténcias negativas de
z + 1, conclui- se que —1 € uma singularidade essencial. O residuo nesse ponto é —e (o

coeficiente de ﬁ na série de Laurent).
A fungdo m tem singularidades nos pontos 1 e 2. Observando a série da alinea
(c), conclui-se que 2 é um pélo simples onde o residuo da fun¢do é 1. Analogamente, vé-se

que 1 também é um pdlo simples com residuo -1. ]

(3) Aplique o teorema dos residuos para calcular os seguintes integrais:
(a) fﬁ/ =G 42 onde v € a curva parametrizada por 2 cost+isint,t € [0, 27] ;

(b) f 12|=2 2 dz | onde a circunferéncia é percorrida no sentido negativo .

sin z

Resolucao:
(a) As duas singularidades, 1 e —1, da fungdo integranda f(z) = m estdo na
regido limitada pela elipse v, pelo que, pelo teorema dos residuos,

/ mdz = 2mi (Res1f + Res—1f) .
v

Vé-se que 1 é um pdlo simples pois o limitelim,_.1 [(z — 1) f(2)] = lim,_; [ﬁ] =

% existe diferente de zero. Logo, o residuo de f neste ponto € (coincidindo com o
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limite calculado antes, como acontece no caso de pdlos simples)
Res1 f = lin% (z—1)f(2)] =~ .
zZ—

Vé-se que —1 é um pdélo duplo pois o limitelim,_, [(z + 1)2f(z)] =lim,_,_4 [ﬁ] =

L existe diferente de zero. Logo, o residuo de f neste ponto é dado por

2
d 9 d =z . -1 1
Res_ 1f—zlg£1 e [(Z+1) f(z)] ZL e Zlinill 7(2_ 12 =-71

Conclui-se que o integral vale zero:

fymdz:m(i—i):o.

(b) A fungdo integranda g(z) = 122512 € singular nos pontos § + 2km, k € Z, onde

sinz = 1. Apenas a singularidade z = 7 estd na regido limitada pela circunferéncia
|z| = 2, pelo que, pelo teorema dos residuos,

1
/ i dz = 27riReng .
\

sj=2 1 —sinz

Vé-se que 5 € um pdlo duplo pois o seguinte limite existe diferente de zero:

72—z 2 Z~>§ Z*)f 1 —sinz

T\2
s _ T
lim [(z - z)Qg( )} lim (1 + 2) - lim [Q] = <1 + g) -2,
2
onde, para calcular o segundo limite do produto, se apl/cou duas vezes a regra de
Cauchy para resolver as duas indeterminagées do tlpo . Logo, o residuo de g neste

ponto é dado por

Reszf = lim..z 7 [(2 = §)%9(2)]
B
oy B s 0 418
= 2+ (1+3%) lim, = jz (IZ_S;)Z
SN s & S
2.

Conclui-se que o integral vale

1
| de—ami
|z|=2 1 —sinz

ZZ

(4) Seja f a funcdo definida por f(2) = 5.
(a) Utilize o teorema dos residuos para calcular §m f(2)dz, onde yr é a curva
fechada simples dada pela fronteira do semi-circulo,

Dr={2=pe? €cC|0<p<R,0<0<7},

de raio R > 3, percorrida no sentido positivo.
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Rr

/ i dz| <
z
rp 22+ 9 ~“R2-97

onde I'r é a semi-circunferéncia {z = Re™ € C | 0 < 6 < 7} contida em 5.
(c) Utilize os resultados das alineas anteriores para calcular

+o0o
/ CcoS T g
oo 249

Resolucao: '

(a) A funcdo f(z) = S50
Ora 224+ 9 =0 <= 2z = £3i, pelo que se pode escrever f(z) =
Verifica-se que os pontos 3i e —3i sdo pdlos simples pois os limites

——5 tem singularidades nos pontos onde o denominador se anula.
eiz

—30)(z131) -

e —1

Jm e =307()] = . 1 = 6
) . ) e3iz 2‘63
m [z 430 (@) = lim =5 =
existem finitos e diferentes de zero.
Utilizando o teorema dos residuos, o integral pedido € igual a 2mi vezes a soma dos
residuos de f nas singularidades envolvidas pela curva vr. Apenas o pdlo 3i estd na
regido limitada pela curva vgr, pelo que

(2)dz = 2miRess; f .
YR
Tratando-se de um pdlo simples, o residuo de f em 3i coincide com o limite calculado
acima,

Resg; f = lim [(z — 3i) f(2)] = é 7

T

donde se conclui que o integral pedido vale 3Z5.

(b) O mddulo do integral é menor ou igual ao produto de um majorante M do mddulo
da fungdo integranda pelo comprimento L do caminho. O comprimento da semi-
circunferéncia I'r de raio R é L = wR. A integranda é majorada por

eiz
2249

- |ezz| e—Imz 1

2249 T |22 —-9 T R2-9

porque sobre I'p tem-se |z| = R e Imz > 0. Tomando entdo M = R# obtém-se

2_9’
a desigualdade
iz
[
Tr 2449

(c) Para qualquer raio R > 3 tem-se

Rm

<M-L= .
- R2-9

s

eiz R el
3e3 VRf(Z) ? /FR22+9 Z+/_Rm2+9 v

. . - . . . iz .
Pela estimativa da alinea anterior, conclui-se que limp_, | fFR Z§—+9 dz = 0 pois em

mddulo estes integrais estdo abaixo da fungdo % a qual tende para zero quando
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R tende para infinito porque o grau do polinémio em R no denominador € maior do
que o do numerador. Entdo no limite R — +o0o da equagdo acima obtém-se

T +o00 eia:
— =0 —dzx .
3e3 + /Oo 2219
Como cosz = Re (e'*), conclui-se que

+o00 +oo X
/ CQOSH: dm:Re/ 26 dx:ig.
o ¢4+ 9 Lo XTEAH9 3e

(5) Determine as solucdes gerais das seguintes equacdes diferenciais:

d
(@) #=1;

(b) £ +ely=0.

Resolucao:

(a) A primeira equacdo € trivial, sendo resolvida imediatamente por primitivacdo:
d 1
d—i:;@y(t)zln\ﬂ%—c, ceR.

Cada funcdo desta solucdo geral estd definida para t # 0.

(b) A segunda equacdo € linear homogénea e também separdvel, podendo ser resolvida
pelo método do factor de integracdo ou pelo método de separacdo de varidveis (ou
decalcando um férmula geral ja deduzida). Por separagdo de varidveis, obtém-se para

y#0
fl—?%—ety:O

[

Esta dedugdo mostra também que se uma solugdo y(t) ndo se anula nalgum instante
to, entdo ela nunca se anula para qualquer instante, pois a exponencial nunca se anula
e a constante k ¢é diferente de zero. Verifica-se agora que a fungdo identicamente
nula, y(t) = 0, Vt € R, também € solucdo da equagdo dada, e além disso pode ser
escrita na forma acima se se tomar k = 0. Assim conclui-se que a solucdo geral da
equacdo dada € a familia

y(t) = ke ¢ , keR,

a qual estd definida para todo ot real.



