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(1) Determine a solugdo geral de cada uma das seguintes equagdes diferenciais:
(a) y =2ty + t;
(b) o' — 2e™% = 2te™".

Resolucao:
(a) Esta equagdo € linear (com a(t) = 2t e b(t) = t), podendo ser resolvida pelo método

do factor de integracio. Escolhendo u(t) = e~/ a®dt — ¢=t* o multiplicando a
equagdo por este factor que nunca se anula, obtém-se uma equacao equivalente

y—2ty=1t <<= puy—2tpy=tu
~—
d f
2 (1Y) = th
,uy:/tetht+c, ceR
1
y(t) = et’ <—§et2> t+ee®, ceR
1
y(t):—§+cet2, ceR.

Pt

Cada funcdo desta solucdo geral é vdlida parat € R.
(b) Esta equagdo € separdvel:

' —2e7% = 2te”®
= ety = 2t+2
<= e = t2492%+c¢ comceR
= x(t) = In(t?>+2t +c¢) comceR.

O intervalo de definicdo de uma solucdo € um intervalo maximal contido em
{teR: 2 +2t4+¢>0}.

Uma vez que
—2++4—-4
212 te=0 < t:% — t=-1+vI—¢c,

conclui-se que: para ¢ > 1 o dominio de uma solucio é R (pois t?> 4+ 2t + ¢ €
sempre positivo); para ¢ = 1 o dominio de uma solugdo é | — oo, —1] ou | — 1, 400]
(pois t> + 2t 4+ 1 anula-se em t = —1); e para ¢ < 1 o dominio de uma solucio é
] —o00,—1—=+T—=clou]—1+4+/1—¢c,+oo[ (pois t* + 2t + ¢ € negativo ou zero em
[-1—V1—c,—14++1—¢].

0]
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(2) Determine a solu¢do de cada um dos seguintes problemas de valor inicial:

te' +t T
@ i=5 10, y(0) =3
(b) (we™ —2f)f' = —ferl =1, f(0)=1;
o
(c) arctany + e + 5 +y2y2 =0, y(1) =0 .

Resolucao:
(a) Uma vez que 2 + siny nunca se anula, a equacdo é equivalente a equacdo separdvel

(2 +siny)y =te' +1¢.
Integrando de 0 a t obtém-se
1
2y — cosy — 2y(0) + cos y(0) = te' — e’ + §t2 —(0-1+0),
ou seja,
1
2y—cosy—tet+et—§t2:7r+1 .

Uma vez que 2+siny(0) = 2+sin § = 3 # 0, o teorema da funcdo implicita garante
que esta equacdo define implicitamente y em funcdo de t numa vizinhangca de tg = 0.
(b) A equagdo pode-se escrever na forma

onde M(z, f) = fe®f +1 e N(z, f) = ze® — 2f. Tem-se

em e N tém dominio em R? que é simplesmente conexo, portanto a equacdo difer-
encial é exacta. Um potencial F(x, f) para (M, N) é uma solucio do sistema

fexf—i-l F(z,f)=e* 4+ +c1(f)
{ gﬁf = xe® —2f = { F(z,f)=e™ — f2 4 co(2) .

Por exemplo, F(z, f) = e*f +x — f2. Conclui-se que a solucdo do problema de valor
inicial verifica a equag¢do
Uma vez que

4o — f2=F0,1)=0.

of @ h=01) (xexf - Qf)

o teorema da fungdo implicita garante que esta equagdo define implicitamente f como
uma funcdo de x, para x numa vizinhanca de xoy = 0.
(c) Sejam M(t,y) = arctany + e*” e N(t,y) = Tem-se

—240,

(=, f)=(0, 1)

t
2+4+2y2 -
oM 1 1 ON
oy  1+y27 2422 ot

logo a equacdo ndo € exacta.
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Para que exista um factor de integragdo do tipo . = pu(t) € necessdrio que a seguinte
equagdo tenha solucio:

& (ut)(arctany +¢?)) = 2 (40
= Oz = nt)grse + 1 (s
. WOt = 05
= pr = p).

Assim, pode-se tomar j1(t) = t para factor de integracdo quandot # 0. Multiplicando
a equagdo por t, obtém-se a seguinte equagdo exacta, a qual é equivalente a inicial

parat #0:
2
tarctany + tet2 + SFD y=0.

Um potencial para esta equacido é uma solucdo do sistema

aa—}; = tarctany + t€t2 F"(t7 y) — ﬁ arctany + %etQ + f(y)

8_F - t2 < F ¢

9y — 24242 (t,y) = T arctany + g(t) .
Escolhe-se

t2 1
F(t,y) = ) arctany + §et2 .

Como F(1,0) = %e, a solugdo do problema de valor inicial verifica

12 . +19 1
— arctan —€ = —e€
2 YTy 2
e — €t2
<= arctany = )

e—et’
< y(t) =tan 2 .

O intervalo de definicdo € o maior subintervalo do conjunto
t2
e—e _ 77}
t2 2
que contém t = 1. Este intervalo ndo se consegue achar explicitamente uma vez que

ndo se consegue resolver analiticamente as equagoes

.D:{teR\ﬂnz—g<

€—€t2 s
S
2 2

(3) Mostre que o problema de valor inicial

. 1
y=y*, y(0)=0
tem infinitas solucdes. Porque é que isto ndo contradiz o teorema de Picard?
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Resolucao: Comeca-se por observar que o problema de valor inicial tem a solucio
constante y(t) = 0. Para y # 0 a equagdo € equivalente a

1.

Yy 3y =

3/ 2 2
= S\v- g)—t—to

2 2
= 5:—(t—to)+y5’

2 2 3 °
= 0?3+
N

— ylt)==+ —(t—to)—i—yg) para = (t —to) +yi >0

2 2\ 3 3 2
— ylt)==+ <§(t—t0)+y03> paratZto—iyOS.

Uma vez que
tem-se

2
e portanto estas solugcdes podem-se prolongar ao instante t = tg — %yé” como funcées de
classe C'. Em particular, para yo = 0 tem-se “solucbes” (as aspas referem-se ao facto de
ndo estarem definidas num intervalo aberto)

3
y(t) ==+ (%(t - t0)> parat >t

que se podem “colar” a solucdo constante igual a 0 para obter solucbes da equagio definidas
parat € R:

y(t) = { + (%(t - to))3 parat >t
0 parat <tg .
Sety > 0 estas fungées sdo solugbes do problema de valor inicial dado (ndo € dificil provar
que estas sjo todas as solugcdes), concluindo-se que ha infinitas solugGes.
Isto ndo contradiz o teorema de Picard porque a funcio f(t,y) = y% ndo € lipschitziana
em relagdo a y em nenhuma vizinhanca U de um ponto (t(,0). Se f fosse lipschitziana
num tal U, existiria L tal que

If(t’ly/; - g\(t’oﬂ <L  para(ty)eU.

Mas em qualquer tal vizinhanca
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(4) Esboce o campo de direcgdes e trace os respectivos tipos de solu¢do para as seguintes
equacoes diferenciais:

(@) y = Sifﬁ/:
(b) v = ﬁ

Sugestdo: Na alinea (b), comece por achar as solu¢des da equagio da forma y(t) = ct
onde ¢ é um nidmero real.

Resolucao:
(a) Para cada c € R, o conjunto dos pontos (t,y) € R? onde o grafico da solucdo y(t)

tem declive % = ¢, € determinado pela equacio
siny =c .
Portanto os declives possiveis tém que estar no intervalo [—1, 1] e o campo de direccdes

€ invariante mediante translagcdes de 27 na direccao do eixo dos yy.

Casos especiais:

c=-1 siny = —1 < y=—3 +2k7

c:—% siny:—%<:>y:—%+2k7rouy:%r+2k7r
c=0 y=km

c:% siny:%<:>y:%+2k7rouy:%”+2kw
c=1 siny =1 <= y= 5+ 2knm

Esboco do campo de direccdes:

N e T

Tragado dos tipos de solugdo:

i
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(b) Para cada ¢ € R, o conjunto dos pontos (t,y) € R? onde o grafico da solucdo y(t)
tem declive % = ¢, € determinado pela equagdo
y+ 2t
— =
y—3t
e a equagcdo ndo estd definida para y = 3t. Note-se no entanto que, quando uma
solucdo da equacdo tende para um ponto sobre esta recta, o declive do seu grafico
tende para infinito. Pode-se assim pensar nestes pontos como aqueles em que a recta
tangente as solugbes é vertical. Em geral, tem-se
Y+ 2t
T _ .
y— 3t
= yY+2t=cy—3ct
— (l1-cy=—Bc+2)t.
Logo, os conjuntos de pontos onde o declive das solugdes € constante igual a ¢ sdo
rectas que passam pela origem.
E natural ver se algumas destas rectas sdo solugbes de acordo com a sugestio. A
recta y = ct € uma solugdo da equagdo sse
ct + 2t
=c
ct — 3t
— c+2=c2-3c
— F—4c—-2=0
<~

c=2+v6.

Casos especiais:

=1 t=20
c=0 y=—2t

Esbogco do campo de direccoes:
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Tracado dos tipos de solucio:

(5) Para cada uma das seguintes matrizes A, ache uma forma canédnica de Jordan J e
uma matriz de mudanca de base S tal que A = SJS~! e calcule a exponencial e“?.

3 1
3 0 2 2 3 1

CrA=] 2 2 eya=1 (C)A:{—z 2}

] —2 2

(00 0 0 -1 o0
(dA=]10 0 -1 (e) A= —1 0 —1

_O 1 0 0 1 0
Resolucao:
(a) Os valores proprios de A sdo

?i;)\ 2_2 =0 <= B-N2-N)=0<+= A=30wA=2.

Como sdo dois valores diferentes, admitem dois vectores proprios linearmente inde-
pendentes, pelo que a matriz é diagonalizavel e pode-se tomar

[20].

. ~ a -
Os vectores préprios para A\ = 2 sido os vectores [ b } que verificam

3 8)[3]-[2] = o
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Uma base destes vectores proprios € constituida por

w-]07.

Os vectores préprios para A\ = 3 sdo os que verificam

4 4][3]-[¢] = o

Uma base destes vectores proprios € constituida por

J— 1 |
Vo = _9 ]
Portanto, uma matriz de mudanca de base é
0 1
=1 ]

Como

Cerer [0 17720721
a=sus= 10 ]88 0]

a exponencial é

_ 0 1 e 0 2 1
H=8e8T = 1-2“0 e3tH1 o]

Os valores préprios de A sdo

3 1

S 350 = GNG-Ng0
— M-_4\+4=0
— (A-22=0
= A=2.

Como ndo pode haver dois vectores préprios linearmente independentes (nesse caso
0 espaco proprio seria todo o R? e portanto A teria de ser igual a 2I o que ndo € o
caso), conclui-se que

2 1
-[31].
Um vector préprio associado a A = 2 é uma solucdo da equacdo
(A 20v =

1
5 a
i b
2

10
|0
a =
Uma base dos vectores préprios € constituida por

1]

Q~ MI»—tl\Jl»—n
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9

Um vector préprio generalizado associado ao vector préprio v € uma solucdo w da

equagdo o
= [
1

Pode-se tomar, por exemplo, a = —1 e b =1, isto é

(1]

Conclui-se que uma matriz de mudanca de base S tal que A= SJS™! é

1 -1
5= [ ! 1} |
Como
_ o [1 =172 1 11
A=S8JS —[1 1o 2 _;% ,
a exponencial é
_ 1 -1 et te?t i1
eAt:SeJtsl — |:1 1 |:0 th:||:_i i
2-t,2t T 1,2 22
- 2 2

Os valores préprios de A sdo

3—-A 1
-2 2—-X

‘:0 — B-N2-N+2=0

— N _-5\A+8=0
5++v-—7
2

“— A=

portanto a matriz € diagonalizdvel e tem-se

5+§\/7 0
J = 5—iv/7T
2

0
5417
2

e ][] e ()

portanto, uma base dos vectores préprios para \ = 5+;ﬁ € constituida por

Os vectores préprios para A =

sdo os que verificam

1
V1= —14iv7 | -
2

Como A é uma matriz real, os vectores préprios para A =
54++/Ti
2

5—/Ti
2

vectores proprios para A =
por

1
V2= 14T | -
2

sdo os conjugados dos

. Logo, uma base dos vectores prdprios € constituida
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A matriz de mudanga de base é

1 1
S = —14iV/7  —1-iV/T | -
2 2

Como
1 1 54iv/T 0 =T =i
1
A=8J5"" = [ —14+iVT  —1-iV/T ] [ (2) 5—i/7 ] [ 3{\% f ’
2 2 2 27 7

a exponencial é, chamando \{ = H%ﬁ el = 5—iv/7

—i+\V7 =i
1 1 e>‘1t 0 L 7=
At _ g Jto—-1 _ 27 VT
e = Se’tS = [ —1+iV/7  —1—iV/T 0 et T i
. 2 \/— 2 . 227 \/\?/7
3¢ /7 1 5¢ /7 2 3t . t/T
B [62 cosT+—7e2 sin —5- —762 sin —5—
- —4 5t . /T 3¢ 7 1 2¢ . /7
WGQ SIHT €2 COST — —762 SIHT

(d) Os valores préprios de A sdo as solugées de

A 0 ©
0 -2 1]|=0 = -X-)1x=0
0 1 —\

= M\ +1)=0
<~ A=0oul==i.

Conclui-se que a matriz € diagonalizdvel e pode-se tomar

00 O
J=10 7 0
0 0 —
Claramente,
1
v = 0
0

€ um vector préprio de A = 0. Os vectores proprios de A = i sdo os que verificam

- 0 0 a 0

0 —i -1 bl=10

0 1 —¢ c 0
—ta =0
<= —ib—c=0
b—ic=0

<— a=0ec=—ib.
Uma base dos vectores proprios para A =t € dada por

0
Vo = 1
—1
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Como A é uma matriz real os vectores préprios associados a —i sdo os conjugados
dos vectores préprios de i. Uma base € entio dada por

0
V3 = Vg = 1
7

Consequentemente, uma matriz de mudanca de base é dada por

1 00
S=10 11
0 —i 4
Como
1 00 00 O 10 0
A=8JS'=10 1 1[0 i O R
0 —i i |[00 —i] |0 i -1
a exponencial é
(1 0 0 1 0 0 10 0
et = Seltg! 0 1 1f]0 € 0 0 % 3
| 0 —i 0 0 e 0 5 —3
1 0 0
= 0 cost —sint
| 0 sint  cost
(e) Os valores préprios de A sdo as solucées de
- -1 0
~1 =X —1|=0 <= -XN4+A-A=0 <= A=0.
0 1 =X
Os vectores préprios de A = 0 sdo os que satisfazem a equacdo
0 -1 0 a 0
-1 0 -1 b|l=1]0 = {_a_cb__oo
0 1 0 c 0 I
A dimensdo do espaco préprio de O € 1 portanto ha um dnico bloco de Jordan. Assim,
0 10
J=10 0 1
0 00
Uma base dos vectores préprios associados a A =0 €
1
v = 0
-1
A segunda coluna, w, da matriz S obtém-se resolvendo a equagcdo
0 -1 0 a 1
(A-0NHw=v <= -1 0 -1 b | = 0
0 1 0 c -1
Pode-se tomar
0
w=| —1
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A terceira coluna, u, da matriz S obtém-se resolvendo a equacio

0 -1 0 a 0
A-0u=w <= -1 0 -1 b | =] -1
0 1 0 c 0
Pode-se tomar
1
u= |0
0
Portanto, uma matriz de mudanc¢a de base € dada por
1 01
S = 0 -1 0
-1 00
Como
1 01 010 0 0 -1
A=8JS't=| 0 -1 0 001 0 -1 0],
-1 00 0 00 1 0 1
a exponencial é
1 0 1)1 ¢ 5[0 0 -1
edl = Sets—1 = 0 -1 0 01 t 0 -1 0
-1 00 00 1 1 0 1
t2 2
E+1 -t &
= -t 1 =t
t2 2
L —% l=3%




