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(1) Considere a matriz
3 2
A= [ 32 } |
(a) Quais sdo os valores préprios de A?
(b) Quais sdo os vectores préprios de A?
(c) Determine uma matriz de mudanca de base, S, que diagonaliza A, e determine
a sua inversa, S~1.

(d) Calcule et
(e) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

Y | [ 41(0) 1
. pu— A pu—
[ Y2 } [ Y2 | com i y2(0) } [ 2
(f) Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:
[ yl — A n |
Yo Y2 |

(g) Escreva duas fungdes y : R — R? que constituam uma base do espaco vectorial
das solucbes da equacao da alinea anterior.

Resolucao:
(a) Os valores proprios sdo os zeros do polinémio caracteristico:

det(A—X)=0 <= (3-)N?—-4=0
— N _-6\A+5=0
<— A=loul=5.

Os valores préprios de A sdo 1 e 5.
(b) Os vectores proprios de A associados ao valor préprio 1 satisfazem

a-mimo = [22]]2]2[0] = ames.

Logo, os vectores préprios de A associados ao valor préprio 1 sdo os vectores da forma

v:a{_i} com aeR.

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio 5 satisfazem

osmumo o [ 2 2][2]2[0] e am
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Logo, os vectores proprios de A associados ao valor préprio 5 sdo os vectores da forma
1
v=a)| com acR.

Mudando para uma base de vectores prdprios de A, a transformacido linear dada por
A fica diagonal. Tome-se, por exemplo, a matriz de mudanca de base

g 11
Tl -1 1
cujas primeira e segunda colunas sdo vectores préprios de A associados aos valores
proprios 1 e 5, respectivamente. A mudanca inversa é

P[]

CJ[1 07 o0
A_S[O5]S .

B[O —
N[O

Entio tem-se

De acordo com a alinea anterior,
t 5t 5t_ ot
At_S et 0 S—l_ e-ge e2e
€ - 0 e5t - eBt_et et fe5t
A solucdo deste problema de valor inicial é

7 t 5t 5t t 5t t
A y1(0 e+te e’—e 1 3e’’ —e
y(t) =e ! [ yQEO; = [ e51&2_615 et_Ee5t 9 | = 3e5t2+et , VteR .
- 2 2 2

A solugdo geral desta equagado diferencial é dada, por exemplo, pela expressdo

et 0 1[e crel + cpedt
y(t) =S5 |: 0 5t C; = C;€5t . ilet R Vt € R onde c1,c0 € R .

Comentario: A solucdo acima pode ser escrita
et 0 “1q| @ Atg | @
y(t)—S[O ot S™S o | =€ S e , Vt € R ondeci,co €R.
Equivalentemente, poder-se-ia ter respondido que a solugcdo geral € dada por

y(t) = et { Zl } , Vt € R onde aj,as €R .
2

As colunas de et formam uma base das solucées da equacio dada. Como S é uma
matriz invertivel, as colunas de e?*S também formam uma base das solugées da
equacdo. Optou-se pela expressdo e''S porque esta dd uma expressdo mais simples
para a solugdo geral. &

Compde-se uma base para o espaco vectorial das solucbées da equacdo da alinea
anterior, por exemplo, com as colunas da matriz

0 o 5t
S [ 0 et = | _ et ot )
ou seja, com as funcées Y1 : R — R? e Y5 : R — R? dadas por

no-| G| e mo-|5%]

—€
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De facto, Yi(t) e Ya(t) sdo fungdes linearmente independentes, sdo solucées da
equagdo da alinea anterior e qualquer outra solucdo y(t) € da forma y(t) = c1Y1(t) +
coYs(t) para algum ¢1 € R e algum ¢y € R.

0

(2) Considere a matriz

—1 1
=[5
-1 -1
(a) Calcule e,

(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

nlaln] L] e (6] -0

Resolucao:
(a) Os valores proprios da matriz sdo as solugbes de
—1-A 1
det(A—A)=0 <= ' 1 _1_/\‘_0
— (-1-N%?+1=0
= A=-1=x1.

Os vectores proprios associados a —1 + i sdo os vectores que verificam

ERIORG -

Uma base do espaco proprio de —1 + i € constituida pelo vector v| = [ t } )

Os vectores proprios associados a —1 — i sdo os vectores conjugados dos vectores
proprios associados a —1 + i. (De facto, se A e \ sdo valores préprios complexos
conjugados de uma matriz real A, entdo (A—A)v =0 <= (A—AX[)v=0.) Uma

- .. . 1
base do espaco proprio de —1 — i € constituida pelo vector vy = v = { i ] )
Logo, uma decomposicdo de Jordan para A é

=] L]

Conclui-se que

[SIEE IR
—_

N[O

—144)t 1 _ 2
eAt — [1 1.]{6( ) (1i)9}[% %}
LtlLo e 3 3
S e\‘]rt 5:1
¢ —it 1
= e [ elzt 67; } [ ? _% }
1€ —1€e 5 5

_ ot cost sint
—sint cost
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Comentario: Apesar do método de resolucdo envolver complexos, a resposta tinha
que ser real, pois a matriz dada € real e a exponencial de uma matriz real € real.

(b) Em termos de

y(t)z[z;g”, yo=[8] e b(t):[e(;t],

este problema de valor inicial escreve-se

y = Ay + b(t)
y(0) = yo -

A solugdo € dada, por exemplo, pela férmula de variacdo das constantes:

t
y(t) = eAtyo—i—/eA(ts)b(s)ds
0

t
_ —(t—s) COsS
0+ /0 ¢ [ — sin

(

(
= [ iy ] e
- [ ]

. eit Sin t
o cost—1 | °

Conclui-se que a solucio €

O

(3) Resolva o seguinte sistema de equag¢des diferenciais:

{d—ytl = 2y1+2y2 +t
&= 2yt 2y

Resolucao: Este sistema fica mais simples se for traduzido nas incégnitas x1 = y1 — yo
exo =1y +y2. Como

Yyi—Y2 = t
yi+y2 = 4y +y2)+t,

as novas funcbes satisfazem

T, = t
o = 4dxo+t.

A solugdo geral da primeira equagdo é

t2
xl(t) = 5 + 1
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onde c1 € uma constante real arbitrdria. A segunda equagcdo admite o factor de integracido

6—4t

e resolve-se como se segue:

To =4x9 +1 <= 674t$'2 — 4674t$2 = te ¥

d
7 (6742&.%'2) = te” 1
<= e_4tx2 = /te_4t dt + co
= x(t) =€t —267415 - i€74t +c
2 4 16 2
= (t) = t L +c
m(t) = —7 3¢ T e2”

onde co é uma constante real arbitrdria. Como y, = %(ml +12) eys = %(.%'2 — x1),
conclui-se que a solugdo geral pedida é

2
yi(t) = Lk —L— L+ ket
t 1 4 2
y(t) = —g—3—2+k2€t—z—k1 .
onde ky = % e ky = % sdo constantes reais arbitrarias. O

Comentario: Em alternativa, poder-se-ia ter aplicado a férmula de variacdo das cons-
tantes ao sistema original. &

Determine a solucdo geral de cada uma das seguintes equacdes diferenciais escalares:

(a)

y@ + 4y + 4y = 0;

(b) ¥y + 4y + 4y = 1;
(c) y(Q) +dy+Hdy = e,
(d) y@ + 49 +4y=1+e2.
Resolucao:
(a) Esta equagdo pode ser escrita
(D* +4D +4)y =0
onde D = % é o operador de derivacio em ordem at. Como A\ + 4\ +4 = (\ +2)?
tem apenas a raiz —2 com multiplicidade 2, conclui-se que a solu¢do geral é
y(t) = cre 24 eote™  VteR ondeci,ca €R.
(b) Esta equagdo pode ser escrita

(D> +4D 4+ 4)y=1. (%)

A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solugdo particular a solugao geral
da equacdo homogénea associada, a qual foi resolvida na alinea (a). Para encon-
trar uma solucdo particular, aplica-se o método dos coeficientes indeterminados. Um
aniquilador de 1 é D. A equacdo homogénea auxiliar D(D? + 4D + 4)y = 0 tem
solugdo geral a1 + ase™?! 4 aste™2. Como a familia ase™%' + aste=?' é constituida
exclusivamente por solucées da equacdo homogénea associada a (*), estes termos
ndo adiantam na busca de uma solucdo particular de (x). Vai-se entdo determi-
nar a constante a1, substituindo-a na equagdo (x) e impondo que seja uma solucdo
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particular:
(D? +4D +4)a; =1 <= 4da; =1 alzi :
Conclui-se que a solugdo geral é
y(t) = cre 2 4+ cote ™2 + ! , VteR ondeci,co€R.

4
(c) Esta equacdo pode ser escrita
(D* +4D 4+ 4)y =e 2 . (%%)
A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solu¢do particular a solugdo geral
da equagdo homogénea associada, a qual foi resolvida na alinea (a). Para encontrar
uma solucdo particular, aplica-se o método dos coeficientes indeterminados. Um
aniquilador de e=%' é D+2. A equacdo homogénea auxiliar (D+2)(D?+4D+4)y = 0,
que é equivalente a (D + 2)3y = 0, tem solucdo geral aje™? + aste™% + ast’e=?t.
Como a familia aje”?! +-aste™2" é constituida exclusivamente por solucdes da equacio
homogénea associada a (%), estes termos ndo adiantam na busca de uma solucdo
particular de (xx). Vai-se entdo determinar a constante a3, substituindo ast?e™?' na
equagdo (*x) e impondo que seja uma solugcdo particular:
(D? +4D + 4)(ast’e™ ) = 2
—  (4azt®e™® — 8azte % + 2aze™ ) + 4(—2azt?e™ + 2azte™ %) + dast’e ™ = 7
4as — 8az + 4a3 =0 1
<~ —8asz + 8az =0 < a3:§a
2@3 =1

onde o sistema de equacdes para as foi obtido igualando os coeficientes de t2e~?,
te™2t e e2* nos membros esquerdo e direito. Conclui-se que a solucio geral é

1
y(t) = cre 2 4 cote ™ + §t2672t , VteR ondeci,co €R.
(d) Esta equagdo pode ser escrita
(D?> 44D +4)y =142t .
A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solugdo particular a solugao geral
da equacdo homogénea associada, a qual foi resolvida na alinea (a). Encontra-se
uma solugdo particular somando as solugées particulares determinadas nas alineas (b)

e (¢), as quais correspondem a cada uma das parcelas do membro direito da equago.
Conclui-se que a solugdo geral é

1 1
y(t) = cre”?t 4 cote ™ 4 1 + §t26_2t , VteR ondeci,co €R.
]

Comentario: Em alternativa, na alinea (d) poder-se-ia ter aplicado o método dos coefi-
cientes indeterminados para calcular uma solugcdo particular, notando que o aniquilador da
soma 1+e~2t é a composicdo dos aniquiladores de 1 e de e?, ou seja, é D(D+2). <



