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ANALISE MATEMATICA IV — LEEC

RESOLUCAO DA FICHA 6
EDO'S DE ORDEM > 1 E TRANSFORMADA DE LAPLACE

disponivel em http://www.math.ist.utl.pt/~acannas/AMIV

Determine a solugcdo do problema de valor inicial

{ y®) — 4y? 4 59 = e* cost
y(0) =9(0) =0, y®(0)=1.

Resolucao: A equacgio diferencial pode ser escrita
(D3 —4D? +5D)y = e* cost . (%)
A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solugcdo particular a solugcdo geral da
equagdo homogénea associada
(D? —4D?* +5D)y =0 .. () H

Como X3 — 402 + 5\ = A\(\2 — 4\ + 5) tem as raizes simples 0, 2 +i e 2 — i, a solugdo
geral complexa da equacdo homogénea associada (x)p €

a1 + age(2+i)t + age(Q_i)t , VteR ondeay,as, a3 €C.
enquanto que a solugdo geral real de (x) g é

yu(t) =c + coe? cost + cge®sint, Vt€R  ondeci,co,c3 €R .

Para encontrar uma solugdo particular de (x), aplica-se o método dos coeficientes inde-
terminados. Um aniquilador de e* cost é (D — 2)? + 1. A equacdo homogénea auxiliar
[(D—2)%2+1](D3-4D?+5D)y = 0, que € equivalente a D(D —2—1i)%(D —2+1i)%y =0,
tem solugcao geral real

b1 + bae® cost + bze? sint + byte® cost + bste* sint .
Como a familia by + bae® cost + bse?!sint € constituida exclusivamente por solucdes
da equagdo homogénea associada, estes termos ndo adiantam na busca de uma solucio
particular de (x). Vai-se entdo determinar as constantes by e bs, substituindo byte?' cost +
bste?! sint na equacdo (x) e impondo que seja uma solucio particular:
(D3 — 4D? + 5D)(byte? cost + bste* sint) = e* cost
(—2by + 4bs) - €* cost + (—4by — 2bs) - €2t sint + 0 - te? cost + 0 - te*! sint = e* cost

1

onde o sistema de equagcBes para by e bs foi obtido igualando os coeficientes de e cost e
e sint nos membros esquerdo e direito. Logo, uma solucdo particular de (x) é

1 1
yp(t) = —1—0t62t cost + gtezt sint, VteR.
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Conclui-se que a solucdo geral de (%) é

1 1
y(t) = c1 + c2e? cost + c3e? sint —1—0t62t cost + gtth sint ,

vy (t)

yp(t)

para todo ot em R onde c1,ca,c3 € R.
Para achar a solucdo particular que satisfaz as condicbes iniciais dadas, calcula-se a
primeira e a segunda derivadas da solucdo geral:

y(t) = coe*(2cost —sint) + cze*(2sint + cost)
1 1
——e* cost — —te**(2cost — sint)
10 10
1 1
+562t sint + gtezt(Q sint + cost)
yA@) = e (3cost —4sint) + cze® (3sint + 4cost)

1 1
——e*(4cost — 2sint) — —te* (3cost — 4sint)
10 10

1 1
+gezt(4 sint + 2cost) + gte%(3 sint + 4 cost)

e impde-se as condicdes:

y(O) =c1+c=0 c1 = %
9(0) =2c+c3—15=0 = So=—3
y@(0) =3co+4es —H+2=1 3= .
Portanto a resposta é
3 3 17 1 1
y(t) = %~ 2—562t cost + %ezt sint — 1—0t62t cost + gtezt sint , Vte R .

Determine a solucdo do problema de valor inicial

vy =5, 91)=yP1)=1.

Sugestdo: Faca a substituicio v = y®.

Resolucdo: Seguindo a sugestdo, em termos de v = y?) a equacio diferencial fica

d
thtv=2 = —(tv)=2t tv=t>+cp,

pelo que, para t # 0, fica v(t) =t + <. Impondo a condicdo incial v(1) = y?)(1) = 1,
obtém-se que 1 = 1+ cq, ou seja, co = 0. Entdo:

t3
vt) =t = yA)=t —= o) = +at+e, c,0eR,

onde na dtima passagem se primitivou duas vezes em t. Impondo as restantes condi¢coes
iniciais, obtém-se
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Conclui-se que a solugdo é

11
t)= —4+ =t — = ViteR.
yt) =5+t -5 €
(Verifica-se que o intervalo de definicdo é R substituindo na equagio.) [

Comentario: A condicdo inicial y(z)(l) = 1 podia ter sido imposta mais tarde, ao
mesmo tempo que as condicées para y(1) e y(1), tendo nesse caso que se trabalhar com
a constante cq até impdr todas as condigdes. &

Em cada um dos seguintes problemas, aplique a transformada de Laplace para
encontrar uma fungdo continua y(t) definida para ¢ > 0 que satisfaca a equagdo
diferencial em todos os pontos nos quais o termo independente é continuo.

Determine a solucdo do problema de valor inicial

yP=3y+2y=f@t), w0)=0, §0)=0
onde f(t) é definida pela expressdo

1 se0<t<1
f)=<9 1 se2<t<3
0 caso contrdrio .

Resolugcdo: Em termos da funcdo de Heaviside, f(t) escreve-se f(t) = Ho(t) — H1(t) +
Hy(t) — Hs(t). Portanto a transformada de Laplace de f(t) é

1 e~S 6723 6733

F(s)= - — -
(3) S S + S S

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equagdo obtém-se

(s> =35 +2)Y(s) = F(s)

— Y(s)= (1—e”+ e 2 — 6_38)

s(s—1)(s—2)

11 1 1

Y R - 1—¢e 5 —2s _ _—3s )
(s) (2 s s—1 32 s—2>( ertreT o)

Uma vez que

conclui-se que

N o A N LA R (A
y(t) = <2 e+2e> Hl(t)<2 e +2e

1 1 1 1
+Hy(t) <§ _et2 g _eQ(t—2)> — Hy(t) <§ 3 §ez(t—3)> _
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(4) Determine a solu¢do do problema de valor inicial
yPry=ft,  y0)=0, y0)=0

onde f(t) é definida pela expressdo
2 se0<t<l1

f(t):{o set>1.

Resolucdo: Em termos da funcio de Heaviside, escreve-se f(t) = t?> — Hi(t)t? =
t2 — Hy(t)((t—1)2 +2(t — 1) +1). Assim, aplicando a transformada de Laplace, obtém-se

2 2 2 1
2 o _
(S +1)Y(8)—8—3—68<S—3+8—2+;>
2 2 2s _ef 2 2 1 s—2
—e (S5 + =+ :

Y(s):s_3_;+32+1 3 s2 5 8241

Logo, a solugdo é
y(t) =1 — 2+ 2cost — (t* — 2+ cos(t — 1) — 2sin(t — 1)) Hi(t) .

(5) Determine a solu¢do do problema de valor inicial
y@ 42 +y=et+350), y0)=0, §(0)=3.

Aplicando a transformada de Laplace a equacdo, obtém-se

Resolucao:
1
2 —3s
Y (s) —3+2sY Y (s) = 3
s7Y (s) +2sY(s) + Y (s) 8+1+ e
3 1 3738
— Y =
S P A RS R PR
pelo que

y(t) = 3te~t + %ﬁe*t +3(t — 3) Ha(t)e D)



