1.

a) Determine as solugoes de

Up = Ugy — U, (t,z) € R*x]0, 7]
u(t,0) = u(t,7) =0, teR".

b) Determine a solugao que satisfaz a condigao inicial u(0,z) = (7 — z)z.

Resolugao:

a) Recorrendo ao método de separagao de varidveis pode-se procurar solugoes do tipo u(t,x) =
T(t)X(x), caso em que a equacao dada se escreve como

T'X =TX" -TX.

Supondo que T'(t) # 0,Vt € RT e X(z) # 0, Vx €]0, 7| pode-se dividir esta equagao por
T(t)X (z) vindo
! "
() = @) -1
Observando que o membro esquerdo desta equagao sé depende de ¢, o direito s6 depende
de x e que a equacao deverd ser satisfeita para todos os pontos (¢,x) no aberto R* x]0, x|,
conclui-se que tera de existir uma constante real ¢ independente de t e de x tal que

T/ X//
e fry = — — 1
—()=0="@) -1,
ou seja,
T —0oT =0
X"—(1+0)X =0,

com as condigoes na fronteira

0 =u(t,0) = T(t)X(0) - B
{ 0=ult.n)=TOX(x) — ~0)=X(m)=0.

Comecemos por determinar as solugoes nao-triviais (nfo identicamente nulas) do problema
de valores na fronteira para X (z) :

X"—(14+0)X =0
{ X(0) = X(n) =0.

m— S¢ 140 = 0 a equagao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solugoes sao X (z) = ax+b
e atendendo as condigoes na fronteira 0 = X(0) = b e 0 = X(7) = am + b conclui-se
imediatamente que a = b = 0 e portanto a unica solu¢ao do problema é a solucao trivial
X(z) =0.



—— Seja agora 1 + o > 0. A solugao geral da equagao é X(x) = aeVItoe 4 pe=Vitor,
Atendendo as condicdes na fronteira tem-se 0 = X(0) =a+be 0= X () = aeV+o™ 4+
be~ V19T cuja tinica solucdo é a = b = 0 fornecendo como tnica solucdo da equacio a
funcao identicamente nula X (z) = 0.

== Finalmente tome-se 1+ o < 0. Por facilidade de notacao é conveniente escrever 1 + o =
—A2 com A > 0. A solucio geral real da equacao diferencial é agora X (x) = acos Az +
bsin Az. E as condicoes na fronteira fornecem

Lo

X(0)=a
X (m) = acos A\t + bsin A,

ou seja
a=0
bsin A\ = 0,
pelo que A = A\ = k, com k € Ny arbitrario (pois caso contrario teria de ser b = 0 e ter-

se-ia X (x) = 0.) Obtém-se assim infinitas solugoes do problema de valores na fronteira,

em particular as fungoes
Xi(x) = sin kz,

e todas as combinagoes lineares de um numero finito destas fungoes.

Tendo em atencdo que 0 = —1 — A2 = —1 — k? tem-se a equacdo para T escrita na forma
T = -1+ k)T

cuja solucao geral é Ty(t) = are” 1) com ) € R arbitrdrio. Atendendo ao que ficou
escrito acima podemos concluir que a solucao formal do problema apresentado é

u(t,z) = Z Qg sin(k::c)ef(HkQ)t.
k=1

b) Para que a solugao formal encontrada na alinea anterior satisfaga a condicao inicial dada ha que
escolher as constantes oy de modo a que

(m—z)r =u(0,z) = Z agsin(kz),
k=1

ou seja, os ay devem ser os coeficientes da série de Fourier de senos da funcao 2w —periddica
cuja restri¢ao a [0, 7] é igual a f(z) = (7 — x)z.

2 s
a = / (m — z)xsin(kz)dr =
T Jo
T ' 9 s 5 .
= 2 [ wsin(kzx)de — — | x*sin(kz)dzx
0 T Jo
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(primitivando por partes uma vez o primeiro integral e duas vezes o segundo)
™

1
= 2 <—xcosk‘x + sink:x)
k 0

k?

4 k
= — (14 (=1 ) -
k3w < +(=1)
% se k é par
0 se k é impar

™ 2 2 2 2
) - (—Z coskx + %Sink$+ Mcosk:x)

pelo que concluimos que

1
am41 =0 e o= —75—
n3m
e a solugao formal pretendida é
=1
w(t,z) = - sin(2nzx)e” (4Rt
(1) = 3 o sin(2ne)

2.
1. As vibragoes de uma dada placa P, circular, de raio 1, sao descritas pela equagao
das ondas
O 2 2 2
5z = ¢ Au, (z,y,t) € {(x,y) cxt Yyt < 1} < R

com condigoes de fronteira u(z,y,t) = ry em {(a:, y) a2 +y? = 1} xR e com condigées

iniciais u(z,y,0) = fo(z,y) e u(z,y,0) = fi(z,y) dadas. Na equagao acima ¢ > 0 é
82

a2
As solugoes estaciondrias (= independentes do tempo t) desta equagao fornecem

as posicoes de equilibrio da placa P.

2 ’ . -~
uma constante real e Au = + 273 € o laplaciano da funcao u.

a) Verifique que as posigoes de equilibrio da placa P satisfazem a equagao de

Laplace

*u  J*u 9 9

@—i—a—yg:O em {(z,y):2°+y° <1} (1)
com a condi¢ao na fronteira

u(z,y) —ay em {(z,y):a%+y? =1} (2)

2. Utilizando as coordenadas polares (r,0) dadas por z =rcosf e y = rsinf e definindo
v(r,0) = u(xz(r,0),y(r,0)) a equagao (1) é transformada em

oo tov 1o

or2  ror  r206?
e o problema (1)-(2) fica reduzido & determinagao de uma solucao de (3) que
satisfaga as condigoes

=0, (r,0)€]0,1]x]0,2x] (3)



(i) v é continua em |0, 1] x [0,27] e v(r,0) = v(r,27),
(i1) v(1,0) = cosOsind para 0 € [0, 27].

As alineas seguintes tém por objectivo a obtengao duma solugao deste problema
utilizando o método de Fourier (separacao de varidveis).

a) Escreva v(r,0) = R(r)©(6). Verifique que as equagoes para R e O sao, respecti-
vamente,
rR"+rR —oR=0 (4)

0" +00=0 (5)
onde ¢ é um parametro real independente de 7 e 6.

b) Usando (5) determine os valores possiveis de o. Escreva uma expressao para a
solugao geral de (5).
c¢) Verifique que para cada ¢ = n? € N a equacao (4) tem um par de solugoes

linearmente independentes, a saber, 1 elogrsen=0er" er " sencZ)\{0}.

d) Justifique que para que v(r, ) seja solugao do problema dado as tinicas solugoes
de (4) que podem ser usadas sao R,(r) =r" com n > 0.

e) Escreva a série de Fourier para v(r,0) e determine os coeficientes de modo que
v satisfaga a condigao na fronteira. Justifique que a solugcao formal assim
obtida é, de facto, uma solucao do problema dado.

3. Obtenha a solugao u(z,y) do problema original (1)-(2).

Resolugao:

l.a) Sendo u = wu(t,x,y) uma solugdo estaciondria da equagao tem-se que é independente de ¢
podendo escrever-se u = u(x,y) e obtendo-se imediatamente du/dt = §%u/0t* = 0 e portanto,
como ¢ # 0, a equagdo vem Au = 0 na regido {(x,y) cr? 4y < 1}. Como as condigoes de
fronteira ja nao dependiam de t permanecem independentes de ¢ e nao sao alteradas.

2.a) Sendo v(r,0) = R(r)O(0) tem-se v, = R'O, v, = R"© e vgg = RO" e portanto a equagao (3)
vem R"© + 1R'© + L, RO” = 0. Supondo que R e O sio diferentes de 0 em ]0,1[ e em ]0, 27,
respectivamente, pode-se dividir a equagao obtida por R(r)©(#) obtendo-se

2 pn / "
PR Gy = ), (r.0) 010,21
Como o membro esquerdo desta igualdade é fungao s6 de r, o membro direito s depende de

6 e a igualdade tem de ser valida em todos os pontos de um aberto de R?, conclui-se que terd
se existir uma constante real o independente de r e de 6 tal que

T'QR// + TR/ 6//

7 (r)y=0= o ), (r,80)€]0,1[x]0,2x],



e portanto obtém-se as equagoes (4) e (5) pretendidas:
R’ +rR' —oR =0,
0" 4+ 00 = 0.

b) A determinagao dos valores possiveis de o utilizando a equacdo para © envolve a identificacao
de alguma condigao adicional que terd de ser satisfeita pelas solugoes O(6). No presente caso
observe-se que a condicao (i) do enunciado implica que © tenha de satisfazer ©(0) = ©(27).
Vejamos entao quais os possiveis valores de o para os quais o problema de valores na fronteira

0"+00=0
{ ©(0) = 0(27)

tem solucdes nao identicamente nulas.

= Se 0 < 0 a equagio pode ser escrita como (D? — |o])© = 0, cuja solugao geral é ©(0) =

a1eV19? 4 qpe= V1919 Tendo esta solucao de ser 2w —periddica conclui-se que se tem de
ter a1 = ag = 0, o que fornece a solucao identicamente nula.

— Se 0 = 0 a equacao fica ©” = 0 cuja solucao geral é ©(0) = af + (. Atendendo as
condigoes de fronteira conclui-se que o = 0 e 3 pode ser um real arbitrario.

=== Finalmente, considere-se ¢ > 0 e para facilidade de notacao faca-se ¢ = A2. A solucio
geral da equagao é agora O(0) = oy cos A0 + agsin A0. A condi¢do na fronteira resulta
em

a1 = 0(0) = O(271) = ag cos 2T + agsin 27,

a qual é satisfeita para quaisquer a; e ag se e s6 se A = n € Z, concluindo-se que se
tem de ter ¢ = n? e vindo como solugdes de (5) com a condigao de fronteira periédica
as fungoes 0,(0) = a; cos nf + ag sinnf.

¢) Considere-se primeiro n = 0. Verifiquemos que R(r) = 1 e R(r) = logr sao solucoes de (4):

e Rr)=1=R =R'"=0=r’R"+rR' =0
e R(r)=logr=R =1, R”:—T%:TQR”%—TR’:TQ-(—%2)—1—7’%:—1—1—1:0.

Para ver que estas fungoes sao linearmente independentes basta verificar que o seu wronskiano
¢é diferente de zero:

1 1
dot [ 1 lolgr ]

o 1T |=--0=-#0

T T r

Considerando agora n # 0 tem-se o seguinte: para R(r) = r™ as suas derivadas sio R’ = nr"~!

e R" =n(n—1)e" 2 e tem-se facilmente que r2R” + 7R’ —n?R = 0. Resultados inteiramente
andlogos ocorrem no caso R(r) = r~™. Tendo deste modo concluindo que estas fungoes sao
solucoes da equagao (4) resta verificar que sdo linearmente independentes, para o que basta
verificar que o wronskiano ¢é diferente de zero:
rn o 2n
det = ——#0.
T

nrt  —ppnl



d) As solugoes R(r) =logr e R(r) = r~™ fariam com que v(r,0) = R(r)©() fosse descontinuo em
r = 0, uma vez que segundo algumas direccoes § = K a funcao tenderia em valor absoluto
para +oo quando 7 | 0, o que contradiz a imposi¢ao (i) do enunciado.

e) Pelo que ficou visto acima tem-se como solugao geral formal de (3)
o0
v(r,0) = Z r" (a cosnb + B, sinnd) .
n=0
A condigao na fronteira (ii) exige que
(0.9]
cosfsinf = v(1,60) = Z (v cosn + B, sinnf) .

n=0

Observando que para todo o 6 se tem sin 6 cos § = % sin 260 tem-se imediatamente da igualdade

anterior que
{ a, =0, Vn
/82:%7 ﬁnzov V?’L?’é2’

e portanto a solucao formal do problema é

v(r,0) = %7“2 sin 26.

Como esta fungdo é de classe C* e satisfaz as condicoes (i) e (i) do enunciado conclui-se que
¢é efectivamente a solugao do problema dado.

3. Usando x = rcosf e y = rsin 6 vem imediatamente que
Lo 2 . .
57’ sin 20 = r“sinf cos @ = (rsin@)(r cosh) = zy,

concluindo-se a solugao de (1)-(2) ¢ u(z,y) = zy, V(z,y) € {(z,y) e R?:2? +y* < 1}

3.

Em dinamica de fluidos uma simplificagao das equagoes de Navier-Stokes resulta nas
equacoes de Boussinesq, as quais, numa versao linear, se podem escrever como

2 2
Utt — O Ugpgy — ﬁ Ugatt =0 (6)
onde a e 3 sao parametros nao nulos.

a) Utilizando o método de separacao de varidveis, determine a solugao formal geral
da equagao (6) na regiao t > 0, 0 < z < 1, com condig¢oes de Dirichlet homogéneas
u(t,0) = u(t,1) =0, Vt € R].



b) Determine a solugao formal do problema da alinea anterior que satisfaz a condigao
inicial u(0,z) =0, u(0,2) =1 — |2z — 1| em [0, 1].

c) Podera utilizar o teste-M de Weierstrass para estudar a solugao formal obtida em
b) quanto a continuidade e a diferenciabilidade? Justifique detalhadamente.

Resolugao:

a) Faga-se u(t,z) = T(t)X (z). Entao uy = T"X, upy = TX", ugere = X'T" € a equagao (6) toma
a forma T"X — o*TX" — B*T"X" = 0, ou seja T"X — (a*T + B*T") X" = 0. Supondo que
X(x) #0ea®T(t) + B*T"(t) # 0 a equacdo anterior pode-se escrever na forma

T// X//
T = x @

e, para que esta igualdade seja satisfeita para todos os pontos do aberto {(¢,x) € R*x]0,1[}
onde a equacao é colocada, tem de existir uma constante ¢ € R, independente de ¢ e de =,
tal que
T// X//
() =0="(x
a2T+,32T”( ) X (z)

o que resulta nas duas equagoes diferenciais ordindrias seguintes:

X"—0X =0
(1 - 320)T" — a?0T = 0.

Quanto as condicoes de fronteira tem-se que u(t,z) = T(t)X(z) = 0em xz = 0e z = 1,
(Vt > 0), pelo que vem X(0) = X (1) = 0 e obtemos o seguinte problema de valores na
fronteira para X (z) :
X"—0X =0
{ X0)=X(1)=0

Estudaremos de seguida a possibilidade de obtencao de solugbes nao-triviais (que nao sao
identicamente nulas) deste problema:

=== Considere-se 0 = 0. A equacao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solugoes sao
X(x) = ax + b e atendendo as condigoes na fronteira 0 = X(0) =be 0= X(1)=a+b
conclui-se imediatamente que ¢ = b = 0 e portanto a tnica solugao do problema é a
solucdo trivial X (z) = 0.

= Seja agora o > 0. A solucdo geral da equacdo é X (z) = aeV7" 4+ be~ V7%, Atendendo as
condi¢oes na fronteira tem-se 0 = X(0) = a+b e 0 = X(1) = aeV? + be~V? cuja tnica
solucao é a = b = 0 fornecendo como tnica solucao da equacao a funcao identicamente
nula X (z) = 0.



=== Finalmente tome-se ¢ < 0. Por facilidade de notacio é conveniente escrever o = —\2
com A > 0. A solucdo geral real da equacao diferencial é agora X (x) = a cos Ax +bsin A\x.
Atendendo as condigoes na fronteira tem-se 0 = X (0) = acos0 + bsin0 = a e portanto
0= X(1) =0cos A+ bsin A = bsin A concluindo-se que, ou b = 0 e obtemos a solugdo
X(z) =0, ousin A =0, isto é, A = A\ = km, k € N, obtendo-se assim infinitas solugoes
do problema de valores na fronteira, em particular as fungoes Xy (z) = sin(knrz), Vk €
Ni, e todas as combinacoes lineares de um niumero finito destas fungoes

Atendendo a que 0 = — )\z = — k272 tem-se 1 — %20 = 1 + $%k%7% > 0 pelo que a equacgio
para T'(t) pode ser escrita na forma
2722
a‘k*m
T+ T =0
+ 1+ 32k272
—_———
=up (u>0)
cuja solucao geral é T (t) = ¢ cos ugt + dy sin pyt.

Atendendo a isto a solucao geral formal da equacao dada é

Foo | o2k2n2 | a2k2r2
u(t,z) = E [ck sin(kmz) cos ( % t) + dj sin(kmz) sin ( @ﬁ t)]

onde ¢ e dj, sao constantes reais.

b) Comecemos por observar que, para todo o = em [0, 1],

+oo
0=u(0,z) = Z [cg sin(kmax) - 1 + dj sin(knz) Z cx sin(kmz)
k=1

o que implica que ¢; = 0 para todo o k € Ny. Entao vem

= . a2k2m2
r) = ; d, sin(kmz) sin 7 ka2 t

e, pelo menos formalmente, tem-se

a2k2r? a2k2x2
Z dk 1 + /82k2 3 Sll’l(kﬂ'l') COS W t
a2k2m2
1 -2z — 1] = w(0,z) = de”l—i—ﬂzlﬂ 5 sin(k7z)

pelo que



o2k2m?
1+ B2k2m2
periédica de periodo 2, cuja restricao ao intervalo [0, 1] é igual a 1 — |22 — 1|. Calculemos
entao o valor destes coeficientes:

e portanto dj sao os coeficientes da série de Fourier de senos da funcao impar,

Considerando o prolongamento ifmpar, 2-periédico a R da condicédo inicial tem-se, com as
notacoes usuais, a, = 0, Vn, e

9 1
b, = 1/ (1 — |22 — 1|) sin(nmz)dr =
0

1/2 1
= 2/ 2z sin(nmx)dr + 2/ (2 — 2z) sin(nrz)dx =
0 1/2

1 1/2 1
= 4/ sin(nmx)dx + 4/ xsin(nrr)dr — 4/ xsin(nrr)dr =
1 0 1

/2 /2
4( mr> 4 mr+ 4 n7r+
= — —|cosnm—cos— ) — —cos— + —— sin —
nm 2 onm 2 n2m? 2
4 4 nmw 4 4 nmw
—I—n—cosnﬂ—%cos7—Wsmnw+msm7—
&8 . nmw
T ety T
8(_1)Z+1
_ m, Sen:%—l,
0, sen =2/

o2k2m?
C dgt| ——s+—= = by, conclui-se que, para todos os ¢ € Ny,
omo ay, 1+ 32k2n2 k que, p 1

o 8(— 1)t 14 B2(2¢ — 1)2x2
1T e =122\ (20— 1)22

bap = 0

e a solucao formal do problema é

R g~ 148220 1)272 a2(20 — 1)272 ,
u(t,z) = (2(6 - 1))27r2\/ Zf@; - 1)2;2 sin (\/1 - 5(2(26 _)1)27T2 t) sin (20 — 1)mz) .

(=1

c¢) Escrevendo
+o0
U(t, Q?) = Z U@(t, .%'),
=1

onde wuy(t, ) é dado pela expressdo no somatério no membro direito da ultima expressao da
alinea anterior, tem-se que uy(t, ) é de classe C* (s@o produtos de senos por constantes ... ).



Se a série for absolutamente e uniformemente convergente pode concluir-se que u(t, z), dado
pela soma da série, é uma fungao continua. Vejamos se o teste-M de Weierstrass é aplicavel
a este caso:

|Ug(t, $)| <

8 L+ @212 M
~ (20 —-1)%%2

a?(20—1)272  — (20— 1)? (7)

sucessao convergente

8 1+ 5%(20 —1)%m2
onde M = el Slép a?(20 — 1)272
a série correspondente é absolutamente convergente conclui-se, pelo teste-M de Weierstrass,
que a série »_,uy; é absolutamente e uniformemente convergente e, portanto, u(t,z) é uma
funcao continua.

. Como a sucessao do membro direito de (7) é tal que

Analogamente, vejamos as séries das derivadas termo-a-termo:
Z 8Ug Z aug Z 62’[1/@ Z 82@6[ 84'[1,(
ot ’ Oz ’ ; Oz ; o2’ ; 0z20t?”

As majoracdes que se conseguem obter para os dois primeiros casos sio

Oug| N

ot | = (20—1)2

Ouy Mmr

oz (20 -1) ®)

onde M foi definido acima e N = 8/72. Conclui-se, entdo, que o teste-M de Weierstrass per-

. . , . Uy , .
mite concluir que a séries E 2 ¢ absoluta e uniformemente convergente. O teorema sobre

a diferenciabilidade termo-a-termo de séries de fungoes pode agora ser aplicado para obter o
resultado sobre a diferenciabilidade de u(t, z) em relacao a t. J& no caso da diferenciabilidade
de u(t,x) em ordem a x o mesmo argumento nao pode ser usado visto que o teste-M de
Weierstrass nao é aplicdvel a melhor majoracao que conseguimos obter, (8). Consequente-
mente o teste nao é aplicavel para o estudo da diferenciabilidade de u(t,z) em ordem a z, ou

seja, dos termos ug, € Uz da equagao.
2

Quanto a atze observe-se que
2 2 _1)2-2 Y
0~ uy < 8 a?(20—1)%m < M (9)
Ot? (20 —1)%2m2 \| 14 (52(20 — 1)272 (20 —1)2

M= PR (7), o teste-M de Weierstrass ¢ aplicivel

com = — Su . 1lal cOmo com O teste- e elerstrass € aplicave
2P\ T 20— 122 ! P

0

/. 2 7 .
e a série ), Gt é uniformemente convergente.
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Concluindo: utilizando o teste-M de Weierstrass podemos obter resultados quanto a conti-
nuidade da solucao formal e quanto a sua diferenciabilidade em ordem a ¢ (a saber, u; e uy)
mas ndo em ordem a x (nomeadamente Uy, € Ugytt)-

4.

Iremos considerar um modelo muito simplificado de uma descarga radioactiva num
rio.

Considere-se um trecho de comprimento L > 0 de um rio e suponha-se que a velo-
cidade média das aguas é constante e igual a ¢ > 0. O rio é representado matematica-
mente pelo intervalo [0, L], sendo a foz localizada em = = L. Numa das margens, entre
as posigoes © = L/100 e x = L/50, esta implantada uma central nuclear. Considere-se
que uma descarga acidental da central lanca no rio um nucleétido radioactivo U com
constante de decaimento )\ > (0 e com constante de difusao na agua D > 0.

Sendo u(z,t) a concentragao de U no instante ¢ e posigao no rio z, a equagao que
modela a dispersao de U é a seguinte equagao de difusao-convexao-reacgao

up = Dugy — cuy — Au, (z,t) €]0, L[xRT (10)

com condicao de Dirichlet homogénea na fronteira.

l.a) Sejam « e  duas constantes reais e considere a fungao v(z,t) def e‘“”*ﬁtu(x, t). Mostre
que u(x,t) é solugao de (10) se e sé se v(x,t) for solugao da equagao

vy = Dvgy — (¢ + 2aD)vy + (B + Do’ 4 ca — M.

b) Determine o e 5 de modo a que a equagao para v seja v; = Dv,, e identifique a
condigao na fronteira correspondente.

¢) Determine a solugao geral formal do problema da alinea anterior.

2. No instante t = 0 a descarga da central provoca o aparecimento do nucleétido U
no rio com concentragao u(z,0) = uoX[r/100,./50] (), onde ug > 0 é uma constante e
xA(z) é a fungao caracteristica do conjunto A.

a) Determine a condigao inicial v(z,0) para o problema da alinea 1.b).

b) Determine a solugao formal do problema da alinea 1.b) correspondente a condigao
inicial que obteve na alinea anterior.

¢) Obtenha a solugao formal do problema para u(z,t) originalmente colocado.

Resolugao:

11



1.a) Sendo v(x,t) = e**Bly(x,t) tem-se u(x,t) = e~ **~Fly(x,t) e portanto

up = _ﬁe—am—,@tv + e—ax—ﬁtvt
Up = —qe” OBy 4 gmax—Ply,
Upy = ale—or—Pty, _ 2016_0‘””_5%9C + e‘am_ﬁtvm

concluindo-se que a equagao (10) é equivalente a

(—Bv+ vt)e_o‘x_ﬁt = De bt (a2v — 2000, + ’um) —
—ce B —qu 4 v,) —
—Ne~x =Py,
ax—[t

ou seja, dividindo ambos os membros por e~

—0Bv+ v = Da*v — 20Dvy + Dugy + acv — cvy — M.

Rearranjando os termos desta equacao tem-se
vy = Dvge — (¢ + 2aD)vy + (8 + Da? 4 ac — v,
como se pretendia.

b) H4 que escolher a e 5 de modo a que

c+2aD =0
B+Da?+ac—A=0
ou seja
_c
2D

o =
2

4D°

Atendendo a que a condigdo na fronteira para u é de Dirichlet homogénea, a condicao na

fronteira para v é do mesmo tipo:

i e {0,L} = v(i,t) = e Ply(i,t) = 0.

B=A+

¢) Tendo agora o problema

vt = Dugy, (z,t) €]0, L[xR*
{ v(0,t) =v(L,t) =0, t
iremos recorrer ao método de separacdo de varidveis. Fazendo v(x,t) = X (x)T'(t) vem vy =
XT' e vy = X"T pelo que a equacao diferencial vem X7T” = DX"T, ou seja, supondo que
v = XT nao se anula em |0, L[xR™,
1 T/ X//

5?(75) e (), (z,t) €]0, L[xR™"

12



e portanto tera de existir uma constante real o, independente de t e de x, tal que
1 T/ X//
5?(15) =0= 7(96)7

o que resulta no seguinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias

(z,t) €]0, L[xR™"

X"—0cX =0
T' — oDT = 0.

As condigbes na fronteira para v(z,t) fornecem o seguinte

0=v(0,t)=X(0)I'(t) = X(0)=0
0=v(L,t)=X(L)T(t) = X(L)=0
uma vez que T'(t) # 0 em RT. Obtemos assim o seguinte problema de valores na fronteira
para X :
X"—0cX =0
{ X(0) = X(L) =0

Estudaremos de seguida a possibilidade de obtencao de solugbes ndo-triviais (ndo identica~
mente nulas) deste problema:

=== Considere-se ¢ = 0. A equacao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solugoes sao
X (x) = ax +b e atendendo as condigoes na fronteira 0 = X(0) =be 0= X (L) =aL+b
conclui-se imediatamente que a = b = 0 e portanto a unica solugao do problema é a
solucdo trivial X (z) = 0.

= Seja agora o > 0. A solugao geral da equacao é X () = aeV?® 4 be=Vo% Atendendo As
condigdes na fronteira tem-se 0 = X (0) = a+be 0 = X (L) = aeV°L 4 be VL cuja tinica
solucao é a = b = 0 fornecendo como tnica solucao da equacao a funcao identicamente
nula X (z) = 0.

= Finalmente tome-se o < 0. A solugao geral real da equagao diferencial é agora X (z) =
a cos \/mx + bsin \/m:c. Atendendo as condigbes na fronteira tem-se 0 = X (0) =
acos0 + bsin0 = a e portanto 0 = X (L) = 0cos+/|o|L + bsin/|o[L = bsin+/|o|L
concluindo-se que, ou b = 0 e obtemos a solu¢do X (z) = 0, ou sin \/EL = 0, isto é,
\/m = \/W = ]%r, k € Nj, obtendo-se assim infinitas solucoes do problema de va-
lores na fronteira, em particular as fungdes X (x) = sin (’%x) , Vk € Ni, e todas as
combinacgoes lineares de um ntmero finito destas fungoes.

Atendendo a que 0 = 0, = — ki’f a equagcao para T'(t) pode-se escrever como
kE2m?D
/ —
T + 72 T=0,
para a qual uma base do espaco das soluctes é constituida pela fungao
k2m2Dt
Ty (t) = exp [— I ] .

13



Assim, a solucao formal geral do problema dado é
> krx 2 272
v(z,t) = I;bk sin (L) e kmLTIDE

2.a) A condigao inicial para v serd

upe™®, se x € [L/100, L/50]

v(z,0) = e*u(z,0) = uoe™X|1/100,L /50 (L) =

0, se z €[0,L]\ [L/100, L/50]

b) Atendendo & solucao geral formal obtida na alinea 1c) tem-se

o(@,0) = f: by sin <kzx>

k=1

(11)

pelo que os coeficientes by, terao de ser escolhidos de modo a que a série no membro direito de
(11) seja a série de Fourier de senos, de periodo 2L, da fungao v(z,0) dada na alinea anterior.
Atendendo a isto ha que prolongar v(z,0) a R como uma funcdo impar de periodo 2L. Assim

tem-se

2 [F k
by = L/o v(x,0) sin <2x> dx

9 /L/50 e . (k’Tr.’,U) p
= = upe® sin [ — | dx
L Jr/100 L

(integrando por partes duas vezes)

e T RRETI)

k2m2 4 L2a2 km

e a solucao formal pretendida é

T 50 R0

. kmx\ _j2.2;-2
-sm< ekTrL Dt'

km

2kt [eaL/m (aL sin km kw) — @E/100 (aL sin % — CoS fg[))]

= 2k L .k k L
- Z k2 o {eO‘L/E’O (a sin - _ ¢o 7T> — e¥L/100 <a sin

KT s BT
100 100

¢) A solugao formal do problema original serd simplesmente o produto da solucao v(z,t) indicada

acima por

c c?
exp —%$+ )\-1—@ tl.
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Considere o seguinte problema para a equagao das ondas unidimensional

Uttt = Ugy (t, x) e Rt xRt
u(t,0) =0 t>0 (12)
u(0,2) =0, u(0,z) = f(x) >0

onde f(r) é uma funcio de classe C' definida em R*.

a) Utilizando a mudanca de varidveis (¢,z) — (£,n) definida por { =z +t, n=x—1, e

sendo v(&,n) = v(&(t,x),n(t, z)) def u(t,x), prove que a equacgao das ondas uy = uy, é

transformada em v, = 0.

b) Prove que a solugao geral da equagao transformada tem a forma

v(&,m) = F(&)+G(n)

onde F' e (G sao fungoes arbitrarias.

c¢) Utilize as condigoes iniciais e de fronteira do problema (12) para obter as expressoes
de F' e G em termos dos dados do problema.

d) Determine a solucao de (12).

Resolucao:

a) Atendendo & mudanca de varidveis dada e a relagao entre v e u tem-se, pelo teorema de derivacao
das funcoes compostas

up = ve&p + v = v — vy
uy = (ve —vp), = (vg —vp) & + (ve — U")n 0y =
= Vge — 20y + Uy
Uy = Ve&p + Uy = Ve + Uy
U = (V¢ +vy), = (vetvy) &+ (ve+uy), Me =

= Vg + 2vgy + Uy
pelo que a equagao uy = Uy, escreve-se agora
Vge — 20gn + Uy = Veg + 20gn + vy,

ou seja,
Ven = 0.
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b) Considere-se a equagao vg, = 0, i.e.,

o () _,
o6 \on)
v

Sendo esta equacao vélida para todos os pontos de RT x RT conclui-se que & nao pode

depender de £ e portanto
ov
=G
5 = GO

para alguma funcao G. Integrando esta ultima equacao tem-se

v@mz/éwm+F@

onde F(¢) é uma funcao sé6 de &, e portanto é constante para a integracao em 7. Designando
[ G(n)dn por G(n) conclui-se, entao, que a solucao geral da equacao é v(&,n) = F(§) + G(n).

c¢) Utilizando as condigoes de fronteira de (12) tem-se

0=u(0,z) =v(z,z) = F(z)+ G(x), >0
f(@) = u(0,2) = vg(w,2) — vy(z,2) = F'(z) = G'(z), =>0.

Da primeira condicao tem-se
F(r)=-G(z) = F'(r)=-G(7)

e portanto, substituindo na segunda condigao, vem —2G’(z) = f(z), > 0. Integrando ambos
os membros desta igualdade entre 0 e um valor de x arbitrério positivo obtém-se

1 T
:/ f(s)ds — K, z>0,
2Jo

1 xr
:/ f(s)ds+ K, z>0.
2 Jo

onde K G(0), e

Observe-se que 7 = = — t pode ser negativo para (t,) € R™ x RT pelo que ha que conhecer
a expressao de G(n) para n < 0 (a expressao de G dada acima é apenas valida para valores
positivos do seu argumento). Utilizando a condic@o inicial em (12) tem-se

0=u(t,0) =v(t,—t) = F(t) + G(-t), t>0,

pelo que se conclui que G(t) = —F(—t) para t < 0. Tem-se, portanto,

-1
G(n):—;/o f(s)ds— K, n<D0.
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As expressoes pretendidas sdo, entao, as seguintes:
3
FQ) = 3 fods 4K g>0

O
G(n) = —;/0 f(s)ds— K, ¥nelR

d) Como a solugao do problema é u(t,z) = v(&,n) = F(§) + G(n) = F(z +t) + G(z — t) com as
expressoes de F' e G determinadas na alinea anterior conclui-se imediatamente que

1 x+t

u(t,x) = 3 - f(s)ds.
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