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ANALISE MATEMATICA IV — LEEC
TESTE 2 — VERSAO A - 16/MAIO/2003 — RESOLUCAO

Instrucoes

Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.
Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

Cada uma das oito alineas vale 2.5 pontos.

Apresente e justifique todos os calculos.

N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras.

e A revisao de provas é na 4? feira, 21 de Maio, 11h-12h, na sala de duvidas.

e Boa sorte!

Formulas de EDQO'’s

Férmulas de variacdo das constantes:
y(t) = el a0 (c + / e~ Jaldip(p) dt) ,  c€R
t
y(t) = eMec +/ eA=9p(s) ds ceR"
Aniquiladores:
(D — a)"*! (te*) =0
(D - a)® + bQ]kH (t*e* cosbt) = 0

Para a correccao

| pergunta | classificagdo ||

1
2(a)
2(b)
3(a)
3(b)
4(a)
Ne: 4(b)
5
total
Sala:

Nome:
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(1) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:
y — e3(t—y)
y(0)=0.

Resolucao: A equagdo diferencial é separdvel:

y= e3t=y) ey = e3t
[e¥dy= [eddt+c, ceR

63y:%63t+6, ceR

Pt 11

eW=e4+k, keR

J

yz%ln(e?’t—i—k) , keR.

Para que y(0) = 0, tem que ser 0 = %hn (1+ k) pelo que k = 0.

Logo, a solucdo é y(t) = $Ine’, ou seja, y(t) = t, Vt € R.

0
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(2) (a) Para a equagio diferencial
yP+ Ay + (ty +2t)5 =0

ache um factor de integracdo da forma p = u(t).

Resolugdo: Se p(t) é um factor de integracdo, entdo a equacdo
(y* +dy)u + (ty + 26)ug = 0

é exacta, pelo que a% ((y? +4y)p) = 2 ((ty + 2t)n), ou seja,

Q2y+d)p = (y+2)p+({ty+2)p = (y+2t)p=(y+2)u,

o que para y #+ —2 fica

= I=
&+ | =

Primitivando obtém-se In|u| = In|t| + ¢, ¢ € R. Entdo, por
exemplo, p(t) =t parat # 0 é um factor de integracio. 0

(b) Resolva a equagdo diferencial da alinea anterior.
(N&o é necessario indicar os intervalos de definigdo.)

Resolugao: Muitiplicando a equagdo por ji(t) =t obtém-se a
equacao exacta
ty? + 4ty + (Py + 2ty =0,
—— ———
M N
cuja solugdo é F(t,y) = ¢, c € R, onde F satisfaz

oF — M L JFy) = [P + 4ty d+e(y)
oL — N F(t,y) = [(t*y +2*) dy + ca(t)

1
— F(t,y) = §t2y2+2t2y+k, keR.

Assim, as solugdes y(t) da equagdo dada satisfazem para t # 0:

22 L4y b e=0 — y(t):—2i,/4—t32.

O
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(3) Considere a matriz

(a) Escreva a matriz et

Resolucdo: Como A € um bloco de Jordan 2 x 2 para o valor

A =17, fica
At e7t te7t
© = 0 e |-

(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

nlaln] e la] e [0 )= 0]

Resolucao: Pela férmula de variacdo das constantes,

(5] = B meen] 2] e
= Jy [ (t_e;t)en } ds = { %:: ] ,VteR.

0
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(4) (a) Determine a solucdo geral da equacdo y® = y.

Resolucao: O polinémio caracteristico da equacdo y(?’) —y=0

é
pPA)=X—-1=A=-1)A2+A1+1)

cujas raizes sao 1, _1‘Ei*/§ e _1_2“/3. Logo, a solugdo geral da

equagdo é

t t

3
clet—i—@e*% sin \/T—t, VieR, c1,c0,c3 €R.

O

3 _1
cos 7t—|—636 2

(b) Seja y(t) uma solucio da equacio y® = y com a propriedade lim,_. . y(t) = 0.
Determine constantes reais a, b e c¢ tais que

yP tag+by+c=0.

Resolucao: De acordo com a alinea anterior, uma solucdo com
esse limite é da forma y(t) = coe~ 3t cos @t + cze” 2t sin @t e
solucdo da equacdo (D? + D + 1)y = 0. Toma-se pois a = 1,
b=1ec=0. ]



ANALISE MATEMATICA IV - LEEC — TESTE 2 — 16/MAIQ /2003

(5) Resolva o seguinte problema de valor inicial:

y? = (y)’siny
y(0)=0, g0)=1.

Resolugdo: Sendo y = v(y), tem-se

(2) d dv . dv

= E(U(y)) = d_yy = d_yv .

Y
A equacio diferencial dada fica
dv 3 .
d—yv =v’siny .
Para v # 0 (neste problema de valor inicial §(0) =1 # 0), esta
equacdo separdvel € equivalente a

dv

dy . 1 1
— =Sy <= —— = —Cosy+C < v=
v2 v

cosy+c
Quando y = 0 tem-se v =y = 1, pelo que ¢ = 0. De v = —L

cosy’
deduz-se, para cosy # 0, que
. 1 .
Y= < ycosy =1 < cosydy = [ dt+c
cosy

< siny =t+c <= y=arcsin(t +¢) .
Como y(0) = 0, conclui-se que ¢ =0 e que a solugdo €
y(t) = arcsint , Vte]—1,1].



