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Feuille N°4 - Exercices Supplémentaires

1 Intégrales & paramétre

Exercice 1.1
Soient (a,b) € R* tel que a < b, f:[a,b] — R continue, K : [a,b]> = R continue, M = sup, 4 c(a.52 [K(2,1)| et
A € R tel que [A|M (b —a) < 1. L’équation intégrale de Fredholm, d’inconnue ¢ : [a,b] — R intégrable, est :

(E) Vzeab], w@)IA/zﬂ%ﬂwwdﬁ+ﬂw-

1. On pose pg = f et pour n € N, on définit ¢, 1 : [a,b] — R par

b
%Hm=/Kwa%ww.

(a) Montrer que, pour tout n € N, ¢,, est continue sur [a, b].

(b) Montrer que la série d’applications Z A", converge uniformément sur [a,b] et que sa somme 1) est
n>0
continue sur [a, b].

(c) Veérifier que 9 est solution de (E).
2. (a) Montrer que toute solution ¢ de (F) est continue.

(b) En déduire que % est I"unique solution de (E).

Exercice 1.2 .
t
Pour z > 1, on pose F(z) = / In (1 + ﬂ) dt.
0 z

1. Montrer que F est bien définie et continue sur [1, +0o].
2. Montrer que F est C! sur ]1, +oo].

3. Pour tout z > 1, calculer la dérivée F'(z).
+oo

4. Montrer que F(z) = —/ F'(t) dt pour tout z > 1.
T

T+ Va2 — 1)
— )

™
5. En déduire que pour tout z > 1, / In(z + cost) dt = 7w ln (
0



Exercice 1.3

1. Soit f : [0, 5] — R’ une application continue. Pour ¢ € R} , on pose :

://[)sin(m2+y2)dxdy et () =//Dcos(:c2+y2)d$dy

ot Dy = {(z,y) € R? |3 (r,0) € [0,¢f(8)] x [0, 5] tels que z =rcosf et y = rsinb}.
(a) Montrer que ¢ et 1 sont continues.
1 [T 1 [T
(b) Déterminer les limites, quand T tend vers +oo, de T / o(t) dt et de T / P(t) dt
0 0

¢ ¢
2. (a) Pourt € R}, onnote C(t) = / cos(z?) dzx et S(t) = / sin(z?®) dz. Déterminer f pour que D; = [0, 1]?,

0 0
et montrer qu’alors ¢(t) = 2C(t)S(t) et 1 (t) = C(t)* — S(t)* pout tout ¢ € RY .
(b) Montrer que si g : Ry — R est une application intégrable telle que t_lgrn g(t) = £ € R, alors
oo

1 T
TEI-{—IOO T /0‘ g(t) dt = L.

(¢) En déduire les valeurs des intégrales de Fresnel

+o0 +oo
/ cos(z?) et / sin(z?) dz .
0 0

Exercice 1.4
siz <
Soit K : [0,1]*> — R l’application définie par K (z,y) y 1 TSy
y( 1 —z) siz>y

1. (a) Montrer que K est continue.

2
(b) Montrer que Y(z,y) € [0,1]?, =5 Z n(7nz) sin 7rny)

2. A chaque apphcatmn continue f : [0,1] — R, on associe 'application g : [0,1] — R définie pour z € [0, 1]
par g(z / K (z,y) f(y) dy. Montrer que g est de classe C? sur [0,1] et que g"" = —f, g(0) = g(1) = 0.

1 1 +oo o
1
3. (a) Pour n € N, on note vy, = \/5/ f(z) sin(rnz) dz. Montrer que /g(:v)2 dz = — iy
0 0

é n4
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< =
[ s@rar< = [faras

n=1
1 , 1 1
[, Kew i@ sdedy= [ @ o< [ s

4. Montrer que l’application T : f — g est un endomorphisme du R-espace vectoriel C°([0,1], R). Déterminer
les valeurs propres et vecteurs propres de 7.

(b) En déduire que :

et



2 Intégrales multiples

Exercice 2.1
Soit f une fonction & valeurs réelles positives et continue sur un intervalle [01,02] de R tel que 62 — 6, < 2«
et soit A I’ensemble des points de R? défini par :

A ={(rcosf,rsinf) |6, <0<0:,0<r< f(O)}.

Montrer que aire de A est égale & 3 :12 f(6) 2 do.

Applications :
1. Calculer l'aire intérieure & la boucle de strophoide 2. Calculer Paire intérieure & la lemniscate d’équa-
d’équation z(z2 + y?) —a(z? —y?%) = 0 (z >0) tion (z2 + 9%)? = a%(2?2 —y?) (z > 0)

(a > 0).

Exercice 2.2
Calculer 1’aire du domaine D = {(z,y) € R? : 2 < y < 2z, 1 < z + 4y < 4} en utilisant le changement de
variables ¢(z,y) = (£, z + 4y).

Exercice 2.3

(a) Exprimer I'intégrale

Vi—zZ 2— z2—y
/ / / flz,y,2)dzdy dz
$2+y

comme une intégrale en coordonnées sphériques.

/4/6059/ g(r,0,2)dzdr do
o Jo 0

comme une intégrale en coordonnées cartésiennes.

(b) Exprimer l'intégrale

Exercice 2.4
Calculer les intégrales suivants en utilisant un changement de variables convenable.

1 pv2—3z2
(a) / v+ y? dydz.

// (w y)® dz dy

ou A= {(my)eRZ::v>0,0<:r—y<1, 1< zy <2}



