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GEOMETRIA DIFERENCIAL — EXAME - JANEIRO DE 2000

e Data, hora e local de entrega: 22 feira, 17/Jan. até as 14h, no meu gabinete
(A.C.), cada hora ou fracgdo de atraso subtrai um valor.

e A cotacdo de cada alinea é 1 valor, de modo que a pontuacdo dos grupos é:
(1) 2 val. (2) 3 val. (3) 5 val. (4) 5 val. (5) 3 val. (6) 2 val.

e As justificacBes sdo indispensdveis, mas podem e devem ser sucintas.

e As respostas s3o individuais, podendo apenas consultar apontamentos pessoais,
livros ou artigos.

e Boa sorte!

(1) Hessiana
Seja M uma variedade de dimensdo n e f € C°°(M) uma fungdo com um ponto critico
empeée M.

a) Dados vectores X,Y € T, M, sejam XeY campos vectoriais numa vizinhanca de p
que estendem X e Y. Mostre que a aplicacao

H: T,MxT,M — R
(X,Y) = (L)) @)

estd bem definida (ou seja, é independente da escolha das extenses de X e Y), é
bilinear e é simétrica. A aplicacdo H chama-se a hessiana de f em p.

b) Seja (U,x1,...,zy,) uma carta de coordenadas para M centradas em p. Mostre que
na base de 7,,M induzida por estas coordenadas a matriz que representa H € a matriz
das derivadas parciais de segunda ordem

(Zh0)

(2) Teorema de Frobenius
Seja M uma variedade de dimens3o n.

a) Mostre que, se w é uma forma-1 em M e X,Y s3o campos vectoriais em M, entdo
dw(X,Y) =L (Y)w—Lo(X)w—w([X,Y]) .

b) Dada uma distribui¢do D de rank k em M, seja D° o conjunto de todas as formas w
com a propriedade

w(Xh...,Xg):O, vVXi,...,Xp €D,

quando w é de grau . Mostre que D° é um ideal de Q(M), i.e., mostre que, para
quaisquer w e w’' em D° e para qualquer forma « € Q(M), se tem

w+w €D’ e wAaeD.
Mostre ainda que localmente D° é gerado por formas-1 independentes w1, ..., w,_k.

c) Mostre que a distribuigdo D ¢é integravel se e s6 se D° é fechado para a derivada
exterior, ou seja, dw € D°, Vw € D°.
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(3) Cohomologia de de Rham e teorema de Stokes
Sejam M e N duas variedades compactas conexas orientadas e de dimensdo n. Para tais
variedades a aplicagdo linear dada por integragdo, I,, : H"(M) — R, é um isomorfismo.
Seja f : M — N uma aplicagdo suave, induzindo por pullback uma aplica¢do linear
f*: H"(N) — H™(M). Considere o diagrama comutativo

fti

H"(N) H" (M)

M

mult. por ¢

onde ¢ € R, chamado o grau de f, é o factor de multiplicacdo que caracteriza a aplicagdo
linear induzida na linha de baixo. Mais explicitamente, grau(f) é o tnico nimero real que
verifica

| re=tgau) [ o e,

a) Mostre que, se f é um difeomorfismo que preserva a orientagdo, entdo grau(f) = +1.
De modo andlogo, qualquer difeomorfismo que inverte a orientagdo tem grau(f) = —1.
Mostre que, se f ndo é sobrejectiva, entdo grau(f) = 0. Consequentemente, se
grau(f) # 0, entdo a equagdo f(p) = g tem solugdes para todo o g € M.

b) Mostre que, se ¢ é um valor regular de f, ent3o a imagem inversa f~!(q) é um conjunto
finito. Seja ¢ um valor regular de f com imagem inversa f~'(q) = {p1,...,pr}. (A
existéncia de valores regulares é garantida pelo teorema de Sard.) Mostre que cada
dfp, - Tp,M — T,N é um isomorfismo.

c) Define-se

+1 se dfy, preserva a orientacdo
0; = . . ~
-1 se dfy, inverte a orientacdo
onde p1,...,pr sdo as pré-imagens de um valor regular g. Mostre que

k
grau(f) = Zai .
i=1

Conclua que o grau de f é sempre um inteiro e que o nimero de solu¢des da equagio
f(p) = q, contado apropriadamente com sinais, ndo depende da escolha de ¢, e s6
depende da classe de homotopia de f.

d) Seja W uma variedade orientada de dimensdo n+1 com um dominio regular compacto
D C W tal que M é a fronteira de D, ou seja, tal que i(M) = 0D ondei : M — W é
uma inclusdo. Mostre que, se se puder estender f a uma aplicagdo suave F': D — N
(i.e., Foi= f), entdo grau(f) = 0.

e) Demonstre o teorema do ponto fixo de Brouwer:
Seja B™ a bola fechada de raio 1 em R™ e seja ¢ : B™ — B™ uma aplicagdo suave.
Mostre, utilizando as alineas anteriores, que ¢ tem um ponto fixo (pelo menos).

Sugestao: Mostre que, se ¢ ndo tivesse pontos fixos, poder-se-ia definir uma aplicagdo
suave F': B" — S~ que estende a aplicacio identidade f : S"~1 — gn—1,
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(4) Fibrados Complexos
Seja : C"*1\{0} — CP" a projeccio para o espaco projectivo complexo CP" que a cada
vector (2o, ..., 2y) faz corresponder a linha complexa [z, ..., z,] por ele gerada.
O fibrado de hiperplanos de CP™ é o fibrado de linhas complexas sobre CP™

H = {(p,h) | p € CP", h é funcio C-linear na linha p C C"+1}

com projec¢do (p, h) — p.

a) Sejam a%j, j=0,1,...,n, os campos vectoriais definidos pelas coordenadas de C"*!.

Mostre que, para cada funcdo C-linear h : C*' — C, os campos vectoriais X em
C"*! definidos por X, = h(z)% descem para CP", i.e. mostre que dr (X,) =

dr,.(X,.) para quaisquer z € C"*1 e A\ € C. Denota-se por 7,X o campo assim
induzido em CP".

Sugestdo: Em Uy tem-se coordenadas Z; = 2L

2 .
%,...,Zn =2 Verifique que

. zodzj — zjdzo
nrdZ; = —
20

e use estas expressGes para mostrar que as imagens por m dos campos vectoriais % sdo
i
0 1 0 0 "z 0
d7rz<— =— - —,7j=1...,n, e dm,|— :72—;-—.
0z; z0 0Z; 0zo =1 %0 0Z;

b) Mostre que o espaco tangente a CP" em [zp,...,2,] com zg # 0 é gerado pelos

vectores dm, (%), j=0,...,n,onde z = (z0,...,2n).
J

i 5 ; , 0 —
Mostre que a tnica relagdo entre estes vectores é ) z;dm, (@) =0.

c) Define-se um morfismo de fibrados

gD —go . oH -2 TCP
————
n+1
pela férmula ¢(ho, ..., hy) = dr. (> hj(z)a%j), onde (ho,...,hy) estd na fibra de
H® 1) sobre p = [2]; cada h; é uma fungdo C-linear na linha p € C™! que se
estende a C"*! = p @ p' como sendo zero no complemento hermitico p. Mostre
que ¢ é sobrejectiva.

d) Mostre que o niicleo de ¢ é o subfibrado trivial de linhas complexas gerado pela secgdo
(20,--.,4%n); aqui z; representa a sec¢do de H dada pela j-ésima fungdo coordenada.

e) Mostre que H®(M+1) ~ TCP" @ C, onde C representa o fibrado trivial de linhas
complexas sobre CIP".
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(5) Geodésicas e subvariedades
Seja (M, g) uma variedade riemanniana e seja X uma subvariedade compacta de M com
inclusdo i : X < M. O espaco normal a X em x € X é o espaco quociente

N, X =T, M/T, X ,
e o fibrado normal a X em M ¢é o fibrado vectorial N X cuja fibra sobre z € X é N, X.
Seja i*T'M a restricdo a X do fibrado tangente de M. O fibrado normal a X pode ser

identificado via g com o subfibrado de i*T'M formado pelos complementos ortogonais aos
espacos tangentes a X; concretamente

N X ~{v e TuM | gz(v,w) =0 ,Yw e T, X} .

Demonstre o teorema da vizinhanga tubular na seguinte forma:

a) Dado e > 0 sejaU: o conjunto dos pontos de M que estdo a uma distancia riemanniana
de X menor do que €. Mostre que, para ¢ suficientemente pequeno, cada p € U, tem
um Unico ponto mais préximo m(p) € X.

b) Seja m : U. — X a aplicagdo definida na alinea anterior para ¢ suficientemente
pequeno. Mostre que, para p € U, a geodésica 7 : [0,1] — M de x := 7(p) até p
nao sai de U-..

c) Seja NX. = {(z,v) € NX : ||v|| < €}. Seja exp : NX. — M a aplicagdo
exponencial dada pelas geodésicas e seja v : NX. — X, v(x,v) = z. Mostre que,
para ¢ suficientemente pequeno, exp leva N X, difeomorficamente para U, e mostre
que o seguinte diagrama comuta

NX. exp

> us

(6) Superficies de Riemann
a) Calcule o integral sobre CP! da classe de Chern ¢;(T*CP!).
b) Esboce na superficie de Riemann de género 2 um campo vectorial com uma sé singu-

laridade. Prove que n3o pode haver um difeomorfismo entre o toro T2 e a superficie
de Riemann de género 2.



