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Grassmannianas Reais

(1) Para 0 < k < n, seja L o conjunto de todas as aplicacdes lineares injectivas de R” para
R™. Mostre que L é uma variedade de dimensdo kn.

Sugestdo: L é um subconjunto aberto de um espaco vectorial de dimensdo kn.

(2) Considere o conjunto E de todos os pares (l1,l2) € L x L com Imagem [; = Imagem [5.
Mostre que F é uma relacdo de equivaléncia. O que s3o as classes de equivaléncia?

Seja Gi(R™) o conjunto das classes de equivaléncia. O objectivo dos problemas seguintes
é mostrar que G (R"™) é uma variedade de dimensdo k(n — k); Gi(R™) chama-se a grass-
manniana real de subespacos k-dimensionais de R".

(3) Seja M o conjunto das matrizes reais n X k de caracteristica k. ldentifique M com L.
Mostre que as seguintes duas condicoes em mq, mo € M s3o equivalentes:
(a) my é E-equivalente a ma,
(b) existe uma matriz k X k invertivel b tal que m; = mab.

(4) Seja I = (i1,12,...,1;) um k-vector de inteiros com 1 < i; < is < ... < i < n. Dada
uma matriz m € M, designa-se por m; o menor k X k de m cujas linhas s3o a i1-ésima,
ig-ésima, ..., ix-ésima linhas de m. Seja M; = {m € M | my é invertivel }. Prove que:

(a) My é um subconjunto aberto de M,
(b) M =UMy, e
(c) se m € My, entdo qualquer matriz que é FE-equivalente a m estd em M.

(5) Prove que, se m € M;, entdo existe uma tnica matriz m* € M; que é E-equivalente a

m e que tem a propriedade de m?& ser a matriz identidade.

(6) Dada m € M, seja [m] a sua classe de equivaléncia em G (R"™). Defina
U = {[m] € Gx(R™) | m € M},
e defina uma aplicac3o bijectiva o; : Uy — R¥(*=F) do seguinte modo. Seja
Vi = {m € M | my é a matriz identidade k x k} .
Usando o exercicio 5, mostre que a aplicagao
Vi— U, mr— [m] (%)
é bijectiva. Mostre que existe uma identificagdo (muito natural)
Yy ~ RF(—F) (%)
e componha (%x) com a inversa de (x).
(7) Seja A a colecgdo de cartas (UI,Rk(”_k), ¢r). Verifique que A é um atlas calculando as

funcoes de transicdo associadas a cada par de cartas nesta coleccio e verificando que s3o
suaves.
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