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(n3o é para entregar)

Fibrados de Linhas sobre a Esfera de Riemann

A esfera de Riemann, CP! ~ S2, ¢ o conjunto das linhas (complexas) em C? através da origem.
O fibrado de hiperplanos de CP' ¢ o fibrado de linhas complexas sobre CP*

H= {(p, h) | p € CP!, h é fungdo C-linear na linha p C (C2} com projec¢do (p, h) — p.

O fibrado tautolégico de CP! é o fibrado de linhas complexas sobre CP!

H* = {(p,v) | p € CP! v é um vector na linha p C (C2} com projec¢do (p,v) — p.

(1) Normalizagao das classes de Chern

(a) Sejam (z0,21) € C*\ {0} coordenadas homogéneas em CP'. As fungdes Z = 2L
e W = 2 definem coordenadas locais em Uy = {[20, 21] € CP!'| 2 #0} el =
{[20,21] € CP! | 21 # 0}, respectivamente. Considere as formas-1 locais

1 ZdZ - ZdZ 1 WdW — WdwW
=3 irze ¢ YT e

em Uy e Uy. Mostre que w e 8 juntas definem uma conexdo em H, mais concretamente,
verifique que 6 = wo_lldwm + w onde Y1 (Z) = % ¢ a func3o de transicio.

(b) Calcule as formas de curvatura 2 = dw+wAw e © = df+6 A0 associadas a conexdo
da alinea anterior. Verifique que em Uy

i rdrA\dt
o m(1+72)2"

onde r,t s3o coordenadas polares tais que Z = re't.

(c) Calcule o integral da classe de Chern c¢1(H) € H?(CP!) sobre CP*, ou seja, calcule o

integral sobre CP' da forma caracteristica ¢; definida por ctlu, = ﬁQ eciluy, = i@.
Sugestdo: Uy é CP! menos um tnico ponto.

e A forma-2 em CP' definida por %Q em Uy e %@ em U; é uma forma simpléctica,
chamada a forma de Fubini-Study.

(2) Familia de fibrados de linhas

(a) Se u = c1(H) for a primeira classe de Chern de H, qual é a classe de Chern de TCP'?
Qual é o integral sobre CP' de ¢; (CP!) := ¢;(TCP!)?
Este calculo confirma o teorema de Gauss-Bonnet para a esfera.

Sugestdo: Exercicio (1.c) acima e exercicio (3.c) da ficha 13.

(b) Mostre que H*® H ~ C onde C representa o fibrado trivial de linhas complexas sobre

CP! e o produto tensorial é sobre os complexos.
Sugestdo: H* ® H tem uma sec¢3o global s que nunca se anula: se h: p — C é linear e
n3o identicamente nula, escolha-se v € p tal que h(v) = 1 e tome-se s(p) = h ® v.

(c) Para n € Z, definam-se os seguintes fibrados de linhas sobre CP!:

n
HR®H®...9 H, n>0
On):=¢ C, n=0
H®..H", n<0.
—_——

In|
Se u = ¢1(H) for a primeira classe de Chern de H, qual é a classe de Chern de O(n)?
Qual é o integral sobre CP! de ¢;(O(n))?
Conclua que, se u # 0, os fibrados O(n) e O(m) n3o sdo isomdrficos para n # m.

e Os O(n)'s formam a lista completa de fibrados de linhas sobre CP!, a menos de
isomorfismo.
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