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(n3o é para entregar)

Variedades Simplécticas

Seja M uma variedade de dimens3o 2n. Uma forma simpléctica em M é uma forma-2 w fechada
e tal que a sua n-ésima poténcia exterior w™ = w A ... Aw é uma forma de volume.
—
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Uma variedade simpléctica é um par (M,w) onde M é uma variedade (de dimens3o par) e w é
uma forma simpléctica em M.

(1) Seja X uma qualquer variedade de dimens3o n e seja M = T X o seu fibrado cotangente.
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Uma carta (U, x1,...,2,) para X induz uma carta (T"U, z1, ..., 20, &1, ..., &) para
M, onde & € T}U é escrito £ = > &;(dx;),. Defina a forma-1 a em T*U por

=1

Mostre que esta definicdo é independente da escolha das coordenadas, i.e. mostre que,
se (U,x1,...,xy) e (U,x},...,x]) sdo duas cartas para X com formas-1 correspon-
dentes a = Y & dr; e o/ = )& dal, entdo em T*(U NU') as formas a e o’ sdo
iguais. Conclua que estas formas locais podem ser coladas para definir uma forma
global oo em M.

Mostre que a forma-2 w = —da é uma forma simpléctica em M ; esta forma chama-se
a forma simpléctica candnica no fibrado cotangente 7% X. Logo, qualquer fibrado
cotangente é canonicamente uma variedade simpléctica.

Sejam: M — X, (z,€) — x, a projecgdo do fibrado cotangente para a base. Mostre
que, num ponto p = (x,§) de M, a forma-1 « tem a seguinte descricdo invariante,
ou seja, independente de coordenadas,

ap = (dmy)*{ =Eodm, €T, M.
A forma « chama-se a forma-1 tautolégica no fibrado cotangente T*X.

(M,w) uma variedade simpléctica.

Mostre que, se M é compacta, entdo [w¥] # 0 em Hngham(M), para qualquer
k=1,...,n.

Sugestao: Teorema de Stokes.

Um campo vectorial v em M diz-se hamiltoniano se a forma :(v)w é exacta; uma
fungdo h € C*>°(M) tal que (v)w = dh chama-se entdo uma fun¢cdo hamiltoniana
para v.

Mostre que qualquer fungdo h € C°°(M) é uma fungdo hamiltoniana para algum w.

Sugestdo: Mostre que as aplicagdes wy, : TpM — Ty M, vp +— 1(vp)wp, sdo bijectivas.
Um campo vectorial v em M diz-se simpléctico se a forma :(v)w é fechada.
Suponha que v é um campo vectorial completo em M e seja {exptv | t € R} o grupo

(a um pardmetro) de difeomorfismos de M gerado por v. Mostre que v é um campo
vectorial simpléctico se e s6 se o fluxo de v preserva w, i.e.

(exptv)'w=w , VteR.
Sugestdo: Férmula méagica de Cartan.

Dé um exemplo de uma variedade simpléctica compacta de dimens3o 2 com um campo
vectorial simpléctico que n3o é hamiltoniano.
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