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(1) As diagonais de um paralelogramo intersectam-se no seu ponto médio, ou seja, se
— N
AA'BB’ é um paralelogramo e o ponto C satisfaz AB’ = 2AC', entdo C' também
. —— ——
satisfaz A’'B = 2A'C'.

. 3 . % % %
Resolucdo: A relacdo triangular, a definicdo de paralelogramo (AA’ = BB’ e AB =
A'B") e a hipétese quanto ao ponto C' (AB' = 2AC') justificam os seguintes cdlculos:

AB = AA+AB = A'A+ AB' +B'B
— —

—_— — — —
AA 4 2AC + A = 2A'A + AC) = 24'C .

(2) Sejam A um espago afim sobre V e B um subespaco afim de A.
(a) Existe um subespaco vectorial W de V tal que para qualquer ponto B € B
tem-se ap(B) = W.
(b) O subespago afim B é um espago afim sobre W.

Resolucao:
(a) Por definicdo de subespaco afim, existe um ponto B € B tal que a imagem de B por
ap,
—
Wp =ap(B)={BC | C € B},
é um subespago vectorial de V. Seja B’ um outro ponto qualquer de B, com imagem
de B por ap: o conjunto

—
Wpgr = aB/(B) = {B/D ‘ De B} .

H&a que mostrar que Wp = Wpg, ou seja, que um vector estd em Wp: se e sO se estd
em Wpg. Usando a relagcdo triangular e o facto de Wp ser um subespago vectorial,
obtém-se

—
< v=DB'D, paraalgum D € B

—_— —
<= v=DB'B+ BD , para algum D € B

e —_

<= v=-BB +BD, paraalgum D € B

—
<— v=BC, paraalgumC eB <— v eEWp.

v € Wpg

(b) Tome-se a aplicacdo (3 : B x B — W definida pela restricido de o« : A x A — V a
B x B C Ax A. Hd que verificar as duas condicbes da definicdo de espaco afim.

e Qualquer que seja o ponto B € B, a aplicagdo fp : B — W, C +— BC
€ injectiva pois fp = ap|g e ap € injectiva, e Bp € sobrejectiva porque

W = ap(B) € a imagem de fp = ap|y.
e A relacdo triangular é satisfeita para «, logo € satisfeita para a sua restricdo

p= O"BXB‘

0
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(3) Sejam V e W dois espacos vectoriais, e seja f : V — W uma aplicagdo linear. Para

todo o vector w na imagem de f, a sua imagem inversa, f~!(w), é um subespaco
afim de V (onde se considera em V a sua estrutura natural de espago afim) com
direccao dada pelo niicleo de f.

Resolugdo: Seja B= f~Y(w)={veV| f(v) =w}. O nicleo, ker f, da aplicacio
linear f € um subespaco vectorial de V. H3 que verificar, para um vg € B (i.e., f(vo) =w)
se tem a igualdade oy, (B) = ker f:

ayvy(B) = {ay,(u) €V]ueB}
= v eV fu)=w)
= {u—voeV|flu-vo)=0}
= {veV|f(v)=0} = kerf.

Por dois pontos (distintos) de um espaco afim passa uma e uma sé recta.

Resolucdo: Existéncia. Sejam A e B dois pontos distintos de um espaco afim A. O
conjunto

R={CeA|AC = \AB , A€ R}
contém A e B (correspondem a tomar A\ = 0 e A\ = 1, respectivamente) e é uma recta
pois aa(R) = {)\A—ﬁ | A€ R} é um subespago vectorial de dimenséo 1.

Unicidade. Se R’ é uma recta que passa em A e em B, pontos distintos, entdo a sua
direccdo contém ax(B) = AB , pelo que tem que ser igual ao subespago unidimensional
gerado por este vector, <1—4—§ ). Aplicando a} a <1—4—§ ), obtém-se que R' = {C € A |
AC = \AB , A € R} = R. (Equivalentemente, basta observar que dado um ponto A

—
e uma direccdo {\AB | A\ € R}, existe um tnico subespaco afim contendo esse ponto e
com essa direcgdo.) U

(a) Um subconjunto D de um espago afim A é um subespaco afim se e sé se para
todos os pontos B, C' € D se tem a inclusdo (B,C) C D.
(b) Quando é que a unido de dois subespacos afins é um subespago afim?

Resolucao: .
(a) Se D é um subespaco afim, entdo para todos os pontos B,C € D o vector BC estd
na sua direccio, pelo que todos os seus miiltiplos ABC , com XA € R, também, pelo
que o subespaco (B,C) ={D € A| BD = ABC , A\ € R} estd contido em D.
Reciprocamente, se D C A é um subconjunto satisfazendo (B,C) C D, VB,C € D,
ent3o deve-se verificar que, para B € B C D um ponto fixo, a imagem

W = ap(D) = {BC | C € D}

€ um subespaco vectorial:
—
e Fecho para o produto por escalares. Sejam BC € W e A € R. Como

(B,C)={DeA|BD =ABC , \eR}C D,

— —
conclui-se que A\ABC = BD € W.

e Fecho para a adicdo de vectores. Sejam BCy,BCs € W, ie., C1,Cy € W.
Entdo (Cy,C3) C D, pelo que pertence a D o ponto C' desta recta definido
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— 1= = .
por C1C = 5C1Cy. Entdo (B,C) C D, pelo que pertence a D o ponto D
desta recta definido por BD = 9BC . Ora,

BC; + BCy, = BC; +BC; +C1Cy = 2BCy +2C.C
— —
2BC = BD € W.

. —_ —_— .
(Desenhando o paralelogramo determinado pelos vectores BCy e BCy a partir
de B, fica clara a escolha de pontos C' e D: o centro e o vértice oposto a B.)

(b) A unido de dois subespacos vectoriais é um subespaco vectorial se e sé se um deles
esta contido no outro. Vai-se mostrar que a unido de dois subespacos afins é um
subespaco afim se e s6 se um deles estad contido no outro. Num sentido € claro: se B
e C sdo subespacos afins com B C C, entdo a sua unido € C, que € subespaco afim.
Reciprocamente, sejam B e C dois subespacos afins de A com direccées U e VWV, tais
que a sua unido D = BUC é um subespaco afim. Escolham-se pontos B € B e
C € C. A recta (B,C) (contida em D pela alinea (a)) tem que estar contida em
B ou em C, porque pelo menos um destes subespacos contém dois pontos da recta,
e logo toda a recta (alinea (a)). Sem perda de generalidade, é B € C. Como D é
subespaco afim, ag(D) é um subespaco vectorial. Mas

aB(D) = aB(BUC) = aB(B) ) aB(C) =UUW,

o que € subespago vectorial se e s6 seld C W ouW CU. No casold C W, verifica-se
que entdo B C C, e no outro caso, verifica-se que C C B.

O
(7) Num plano, duas rectas que n3o se intersectam sdo forcosamente paralelas.

Resolucao: Mostra-se que duas rectas ndo paralelas num plano, tém que se intersectar.
Sejam R e R’ duas rectas com direccées U e U’ e seja V a direccdo do plano. Se R
e R’ ndo sio paralelas (i.e., U # U'), entdo U +U" =V, pois dois vectores nio nulos
que ndo sejam proporcionais um ao outro formam necessariamente uma base do plano.
Escolhﬁse pontos A € R e A’ € R'. O vector AN €V = U+ U" pode ser escrito
como AA" = u—u comu €U eu € U'. Entiou é da forma u = AB para algum
—_— — —_ —
B e R, peloqueu’ = —AA" +u=A'A + AB = A'B € U’, o que mostra que o ponto
B também estd na recta R'. Conclui-se que B € RNR/. [

(9) Se V e W sdo dois espacos vectoriais munidos das suas estruturas afins naturais, uma
aplicagao ¢ : V — W é afim se e sé se existe um vector b € WV e uma aplicacado
linear f:V — W tal que p(u) = f(u) + b, YVu € V.

Resolugdo: Se a aplicagcdo ¢ : V — W € da forma p(u) = f(u)+b, onde f : V — W é
linear e b € W € um vector fixo, entdo a aplicacdo ¢ € afim com aplicacdo linear associada
QY = f, uma vez que

- _
e(v)p(u) = p(u) —¢(v) = (f(u) +b) = (f(v) + b)) = f(u—v) = f(vu) ,¥v,u.
Reciprocamente, se ¢ : V — W é uma aplicacdo afim, entdo existe uma aplicacdo linear
f:V—W tal que

o(v)plu) = f(TL) .

u—v

p(u)—p(v)
Tomando v = 0, o vector zero, e chamando b = (0) & sua imagem, obtém-se que
p(u) —b = f(u), Yue V. OJ
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Seja ¢ : A — C uma aplicagdo afim, e B C A um subespaco afim com a direc¢do W
passando por um ponto B € 5. A imagem ¢(B) é o subespaco afim com a direc¢do
7 (W) passando pelo ponto (B) € C.

Resolugdo: Por definicio de direccdo de um subespaco afim, tem-se W = apg(B). A
imagem de um subespago vectorial por uma aplicacdo linear é um subespaco vectorial,
portanto ?(W) € um subespaco vectorial. Pela comutatividade do diagrama

A 25y
ol It
c By

tem-se a coincidéncia das imagens ¢ (ag(B)) = v,(p)(¢(B)), pelo que a imagem de o(B)
por Yy () € 0 subespago vectorial (W), mostrando que o conjunto ¢(B) €é o subespaco
afim com a direccio ¢ (W) passando pelo ponto ¢(B). O

A imagem inversa de um subespaco afim por uma aplicagdo afim é um subespaco
afim.

Resolucdo: Seja ¢ : A — C uma aplicacdo afim, e D C C um subespaco afim passando
por um ponto D € C e com a direccdo W (i.e., W = vp(D)). Assume-se que a imagem
inversa ¢~ 1(D) ndo € vazia, ou seja, que D contém pelo menos um ponto da imagem de
. Sem perda de generalidade, esse ponto é D, que pode entdo ser escrito D = ¢(E)
para algum E € A. Vai-se mostrar que a imagem inversa ¢~ '(D) = {A € A| ¢(A) € D}
é o subespaco afim com a direccdo P 1 (W) passando pelo ponto E. A imagem inversa
de um subespaco vectorial por uma aplicacdo linear é um subespaco vectorial, portanto

» ~L(W) é um subespaco vectorial. Pela comutatividade do diagrama

A 2y

ol |¢

c 2 u
—1

(D)) = @~1(W), pelo que a imagem de
0~ YD) por ag é o subespaco vectorial ¢ (W), mostrando que o conjunto p~1(D) é o
subespago afim com a direccdo ¢ ~1(W) passando pelo ponto E. O

tem-se a coincidéncia dos conjuntos ag(p

Uma aplicagdo afim é determinada pela imagem de um referencial afim.

Resolugdo: Seja (Ao, A1, ..., A,) um referencial afim de A e seja ¢ : A — B uma
aplicacdo afim. Pela comutatividade do diagrama
A
¢l |'$
B Py

a aplicacdo ¢ fica determinada pela imagem ¢(Aq) e pela aplicacio linear associada @ .
Ora, uma aplicacio linear fica determinada pelos seus valores numa base. Logo, ¢ €
determinada pelos seus valores na base (AyAi, ..., AoA,) deV, que sdo os vectores

©(Ao)p(Ar), ..., p(Ao)p(An) -
Conclui-se que o conhecimento de v(Ao), ¢(A1),...,v(Ay,) determina a aplicacio p. [




