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(1) Calcule a isometria ¢ : R? — R? que leva os pontos

o] o] 1]

respectivamente para os pontos

][] [ ]

Como € que se descreve a transformacdo do plano representada por ?

0 1
respectivamente para os pontos p, q e r € dada em coordenadas cartesianas por p(v) =
Av+b onde b =p e A é a matriz real 2 x 2 com colunas q — p er — p. Neste caso fica

Resolucao: A isometria ¢ que leva os pontos do referencial afim { 8 ] { 1 ] e [ 0 ]
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| 2 2
vVi=| K5 vt [ _V3 } ’
2 2 2
que se descreve como uma rotagdo de dngulo 5 no sentido positivo e centrada na origem
3 1
I | T V3 . 5 _ 2
(porque cos § = 5 esin§ = 5°) seguida de uma translacio pelo vector b = { Ve }
2

t

(2) Seja A um espago euclidiano. Mostre que G é o baricentro do sistema de massas
pontuais ((A,\), (B,1— X)) se e sé se

AMAP + (1= N|MB|? = |[MG> + \|GA* + (1 - \)|GB|*, VM€ A.
— —_— = —— —_— —
Resolucdo: Pela relacdo triangular, MA = MG +GA e MB = MG +GB . Tomando

o produto interno destas expressées com elas préprias e somando com pesos A e 1 — A
obtém-se

)\<|MA|2 = |MG;2+|GA12+2MG-CTX> VM e A

(1- ) <|MB|2 — |MGP +|GBP +2MG Eﬁ) VM e A

AMAP? + (1 - \)|MBJ?

IMG|* + A\|[GA]? + (1 — \)|GB|?
— —— —
YoM - ()\GA +( —)\)GB) VM e A.

Portanto, a expressdo no enunciado € valida se e so se
— — o
MG - ()\GA +(1—)\)GB> —0,YMeA

— —
— MNGA+(1-MNGB =0
<= (G € o baricentro do sistema ((A, ), (B,1—\)) .
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(3) Mostre que, se uma aplica¢do qualquer f : V — V de um espago vectorial euclidiano

preserva o produto interno, i.e.,
flu)- f(v)=u-v, VuveV,
entdo f é uma aplicacdo linear (e logo é uma isometria linear).

Resolucdo: A aplicagdo f € linear se e s6 se f(Au+v) —Af(u) — f(v) =0, YVu,v €V,
VA € R, o que acontece se e sé se || f(Au+v) —Af(u) — f(v)]|> =0, Vu,v € V, VA € R.
Expandindo e usando o facto de f preservar o produto interno, obtém-se

If A+ v) = Af(u) = f(v)]]?
= (FOwtv) = Af(w) — F(v)) - (fOu+v) = Af(w) — f(v))
(O )P+ @) + )P
CONFu ) - () — 20 (u) - f(v) — 2/ (a+ v) - f(¥)
= |Au+ )2+ 22[u|? +|[v]? -2 Qu+V) -u—2 u-v—-2Au+v) v
= |[|[Au+v)=du-v|? =0, Vu,veV , 6 VAeR.

0

Sejam U e W subespacos vectoriais de V tais que U & W = V. A reflexdo (ou
simetria) relativamente a U e ao longo de W é a aplicacdo linear s : V — V dada
pors(u+w)=u—w,parraucldewecW.

Seja A um espac¢o afim sobre V), seja B um subespacgo afim com direccdo U e seja
W outro subespaco vectorial tal que U/ & W = V. Escolhendo um ponto B € B,
define-se a reflexao (ou simetria) relativamente a B e ao longo de VW como sendo
a aplicagdo o : A — A que satisfaz

Bo(A) =s(BA), VAe A.

Mostre que o é uma aplicacdo afim, que o n3o depende da escolha do ponto B € B
e que é uma involugdo, i.e., o(c(A)) = A, VA € A.

Resolucdo: A aplicacdo o : A — A assim definida fixa o ponto B pois

Bo(B) =s(BB)=s(0)=0 = o(B)=B.

A aplicacdo o € afim com aplicacdo linear associada & = s porque

e =

o(B)o(A) = s(BA), VAecA.

P —_— —
E propriedade de qualquer aplicacdo afim ¢ que a igualdade o(B)p(A) = @ (BA) vale
para todos os pontos A e B. No caso de o, também vale para qualquer B € A, mas para
poder substituir c(B) por B hd que tomar B em B. Finalmente, como s é uma involucdo
(s(s(u+w)) =s(u—w)=u+w, Yueld,w € W) tem-se, para qualquer A € A,

Bo(o(A)) = s(B(o(A))) = s(s(BA)) =BA = o(o(A) =A.
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(5) Seja A um espago euclidiano. Uma reflexdo o : A — A relativamente a B e ao
longo de W diz-se ortogonal se W = U, onde U é a direccido do subespaco afim
B. Mostre que a reflexdo o é uma isometria se e sé se for uma reflexao ortogonal.

Resolucao: A reflexdo o € uma isometria se e sé se a reflexdo linear associada s € uma
isometria linear, o que acontece se e so se

[s(u+w)|[=|lu+w|], VYuel,VweW

— |Jlu—wl?=u+w|?, YaelU ,Vwew

= |u|P+|w|]?=2u-v=|[u|]®?+|w|?+2u-v, YVvael , YweWwW
— u-v=0, Yael , Ywe W

= Ut=WwW,

ou seja, se e sé se W é o complemento ortogonal da direcgdo de B. O



