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(1) Mostre que num espaço vectorial euclidiano orientado V de dimensão 2, uma base
ortonormal u1,u2 é positiva se e só se o ângulo orientado ](u1,u2) é π

2
.

Sugestão: Relativamente a uma base ortonormal positiva u1,v

escreve-se u1 =

[

1
0

]

e u2 =

[

cos θ

sin θ

]

onde θ = ](u1,u2).

(2) Seja P um espaço euclidiano de dimensão 2 com direcção V. Seja ϕ : P → P uma
isometria com isometria linear associada −→ϕ : V → V. Descreva ϕ quando:
(a) −→ϕ é a identidade;
(b) −→ϕ é uma reflexão;
(c) −→ϕ é uma rotação.

Um subconjunto C ⊆ P diz-se invariante por ϕ se ϕ(C) = C; em particular, um
conjunto formado por um só ponto fixo é invariante. Quais são os subespaços afins
invariantes em cada dos um casos?

Sugestão: Ver o livro pela Michèle Audin.

(3) Seja P um plano euclidiano com direcção V. Sejam R e R′ duas rectas distintas e
não paralelas em P, com direcções U e U ′, respectivamente, e intersectando-se no
ponto A. Sejam u ∈ U e u

′ ∈ U ′ dois vectores de norma 1.
(a) Mostre que as rectas Q e Q′ que passam em A com direcções 〈u+u

′〉 e 〈u−u
′〉

são ortogonais e a sua união é o conjunto dos pontos equidistantes de R e R′.

Sugestão: Uma reflexão ortogonal relativamente a Q (resp., Q′)
preserva distâncias e leva R para R′.

(b) Verifique que as rectas Q e Q′ bisectam os ângulos formados por R e R′, no
sentido em que o ângulo entre Q e R é igual ao ângulo entre Q e R′.

(4) Seja e1, e2, e3 uma base ortonormal positiva de um espaço vectorial euclidiano ori-
entado V de dimensão 3.
(a) Mostre que, para quaisquer vectores u,v,w ∈ V, tem-se

(u × v) · w = det





| | |
u v w

| | |



 ,

onde no lado direito as colunas da matriz são dadas pelos vectores u, v e w

escritos na base e1, e2, e3.
(b) Mostre que o valor absoluto deste número real é o volume do paraleleṕıpedo

com arestas dadas pelos vectores u, v e w.


