Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccdo de Algebra e Anilise Ultima actualizagdo: 17/4/2002

(1)

GEOMETRIA | — LMAC
(PROPOSTA DE) RESOLUCAO DA FICHA 3

disponivel em http://www.math.ist.utl.pt/~acannas/GI
Mostre que num espaco vectorial euclidiano orientado V de dimensao 2, uma base
ortonormal uy, u, é positiva se e sé se o angulo orientado £(uy, uy) é 5

Resolugdo: Ser6 = £(uy,us) significa que a rotacdo de dngulo 6 no sentido positivo leva
uy para us. Essa rotacdo representa-se relativamente a qualquer base o.n. positiva pela

. | cosf@ —sind . . . ..
matriz | . . H3a um e um sé vector v tal que uy,v é uma base o.n. positiva.
sinf  cosd
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de mudanga da base uy,v para a base uj,uy é B = 0 sing |’ cwo determinante
det B =sinf € 1 se e s6 se ! = 5 (mddulo 2). [

Seja P um espaco euclidiano de dimensdo 2 com direc¢do V. Seja ¢ : P — P uma
isometria com isometria linear associada ¢ : V — V. Descreva ¢ quando:

E) ¢ a identidade;
(b) & é uma reflexdo;
(c) ¥ é uma rotacio.
Um subconjunto C C P diz-se invariante por ¢ se ¢(C) = C; em particular, um
conjunto formado por um sé ponto fixo é invariante. Quais s3o os subespacos afins
invariantes em cada um dos casos?

Resolucdo: Quando ¢ é a identidade, ¢ é uma translacio.

Quando @ é uma reflexdo ortogonal:

—ou ¢ tem algum ponto fixo, e entdo p € uma reflexio ortogonal relativamente ao hiper-
plano que passa nesse(s) ponto(s) fixo(s) e com direccdo dada pela base da reflexdo @,
— ou p ndo tem qualquer ponto fixo, e entdo ¢ € uma reflexao deslizante (“glide reflec-
tion” em inglés), ou seja, é a composicido de uma reflexdo com uma translagdo ao longo
de um vector pertencente 3 base da reflexio g .

Quando ¢ é uma rotacdo, ¢ é uma rotacdo (afim).

As justificaces encontram-se na pagina 69 do livro (em inglés) pela Michéle Audin.

Um translagdo (ndo trivial) ndo tem qualquer ponto fixo. Qualquer recta com direccdo
dada pelo vector da translacdo é um conjunto invariante. Qualquer subespacgo invariante
por uma translacdo é uma unido de rectas dessas.

Uma reflexdo ortogonal tem uma direccdo de pontos fixos (os pontos que constituem a
recta relativamente a qual se faz a reflexdo, e que se chama a base ou espelho da reflex3o).
Qualquer recta ortogonal a base da reflexdo também € invariante. Para além da recta de
pontos fixos e da familia de rectas ortogonais a essa, ndo hd mais rectas invariantes.

Uma reflexdo deslizante ndo tem qualquer ponto fixo. A dnica recta invariante é a base
da reflexdo.

Uma rotagdo (ndo trivial) tem um dnico ponto fixo (o seu centro). Nio hd qualquer
recta invariante, a ndo ser que a rotaco seja por angulo m (reflexdo central) onde qualquer
recta que passe no seu centro é invariante. 0
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(3) Seja P um plano euclidiano com direc¢do V. Sejam R e R’ duas rectas distintas e
ndo paralelas em P, com direccGes U e U’, respectivamente, e intersectando-se no
ponto A. Sejam u € U e u’ € U’ dois vectores de norma 1.

(a) Mostre que as rectas Q e Q' que passam em A com direc¢des (u+u’) e (u—u’)
s3o ortogonais e a sua unido é o conjunto dos pontos equidistantes de R e R’.

Sugestdo: Uma reflexdo ortogonal relativamente a Q (resp., Q')
preserva distincias e leva R para R'.

(b) Verifique que as rectas Q e Q' bisectam os angulos formados por R e R’, no
sentido em que o angulo entre @ e R é igual ao angulo entre Q e R'.

Resolucao:
(a) As direccées de Q e Q' sjo de facto ortogonais:

(u+u) - (u—u)=|u-||[P-u-uv+uv -u=1-1-u-uv+u-u=0.

Considere-se a reflexdo ortogonal o relativamente a Q, com & = s. Como A € Q,
tem-se 0(A) = A. Comou = 3(u+u)+ i(u—u), temse s(u) = F(u+u’) —

1(u—u') = v/, mostrando que o leva R para R'. Além disso, o é uma isometria.

Se Be Q eC eR, entio |BC|=|Bao(C)| onde o(C) € R'. Logo,

dist(B,R) = inf{|BC|:C € R}
= inf{|Bo(C)|: C € R}
— mf{|BC'|:C' e R}
— dist(B,R) .

Analogamente para um ponto B’ € Q'. Conclui-se que Q U Q' estd contido no
conjunto dos pontos equidistantes de R e R’'.

Reciprocamente, suponha-se que B € equidistante de R e R'. Seja H = A+ \u a
projeccdo ortogonal de B em R e H' = A+ pu’ a projeccdo ortogonal de B em R'.
Como |BH| = dist(B,R) = dist(B,R’) = |BH'|, tem-se \ = +p.

Se A = u, entdo a projeccdo ortogonal de o(B) em R’ éo(H) = A+ d' =H' ea
projeccdo ortogonal de o(B) em R é o(H') = A+ pu = H. Se B e o(B) fossem
diferentes, entdo estes pontos teriam alguma destas projeccbes ortogonais diferentes
(i.e., as suas coordenadas cartesianas no referencial afim Ay = A, A1 = A+ u,
Ay = A+’ seriam diferentes). Sendo B = o(B), conclui-se que B € Q.

Se A\ = —pu, considera-se a reflexdo ortogonal o’ relativamente a Q' e usa-se um
argumento andlogo ao anterior para obter que B = ¢'(B), e logo B € Q.

(b) Reflexdes ortogonais preservam dngulos geométricos. Como a reflexio ortogonal o
relativamente a Q preserva Q e troca as rectas R e R, conclui-se que o dngulo entre
Q e R € igual ao dngulo entre Q e R', portanto cada um destes 4ngulos é metade
do dngulo entre R e R'.

0

(4) Seja ej, ey, €3 uma base ortonormal positiva de um espago vectorial euclidiano ori-
entado V de dimensao 3.
(a) Mostre que, para quaisquer vectores u,v,w € V, tem-se

I
(uxv)-w=det | u v w | |
I

onde no lado direito as colunas da matriz sao dadas pelos vectores u, v e w
escritos na base ey, ey, e3.
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(b) Mostre que o valor absoluto deste niimero real é o volume do paralelepipedo
com arestas dadas pelos vectores u, v e w.

Resolucao:
(a) Relativamente a uma base ortonormal positiva e1,eq,e3, escreve-se u = Y a;e;,
v => be; ew = > c;e;. Por bilinearidade tem-se

u X v = (agbs — azbz)ey + (azby — a1bz)es + (a1bs — azby)es

pelo que
(u X V) W = (agbg — a3b2)61 + (a3b1 — albg)CQ + (a1b2 — agbl)c;»,
al b1 C1
= det | aa by ¢
as bg C3

(b) O valor absoluto desse nimero real é
|[(uxv) -w||=|luxv|-||w||-|cosf|, ondeh=4L(uxv,w).

Ora, o volume de um paralelepipedo é igual ao produto da drea de um dos lados
(chamado base) pela altura correspondente a esse lado. Tome-se para base o parale-
logramo com lados dados por u e v. Sabe-se jd que a drea desse paralelogramo é
|lu x v||. A altura correspondente € ||w|| - |cos 0|, pois, como u x v é um vector
ortogonal au e av, ||w|| | cosf| é a norma da projeccdo ortogonal de w no espaco
ortogonal a base.
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