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Em primeira aproximacao e para muitas superficies, os raios de luz, as ondas sonoras, as
ondas de radio, o calor radiado, etc. satisfazem a seguinte lei de reflex3do:
o angulo que um raio incidente faz com o plano tangente a superficie € igual ao angulo que
o respectivo raio reflectido faz com esse plano tangente.

(1) Mostre que: a luz proveniente de um foco de um espelho eliptico € reflectida na
elipse com direccdo ao segundo foco.

Resolucao: A equacio cartesiana da elipse em posicdo standard é 2—; + %—j = 1. Seja
P = (acost,bsint) um ponto da elipse no primeiro quadrante. Para pontos dos outros
quadrantes o tratamento é semelhante por simetria relativamente a reflexées ortogonais
ao longo dos eixos coordenados. Os quatros pontos da elipse sobre os eixos coordenados
tém tratamentos especiais bastante simples (porque as rectas tangentes sio horizontais ou
verticais) e ndo sdo cobertos nesta resolucdo abreviada.

A tangente a elipse no ponto P tem equagio cartesiana

xcost —ysint
a b

pelo que a sua interseccdo com o eixo dos xx (de equagcdo y = 0) é o ponto T' = (=,0).
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As coordenadas do ponto T' permitem calcular

|TF| _ g7 — ae _ 1—ecost
TF'| 25 +ae 1+ecost
Sendo as directrizes D e D' correspondentes a F' e F' definidas por x = ¢ e x = -4,

calcula-se explicitamente as distancias

|PF|=e|lPD|=c¢ <2 —acost) =a—aecost
e
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|PF'| = ¢|PD'| =€<g+acost) =a-+aecost ,
€

|PF| |TF|

PF _
[P _ 1-ecost o copsequentemente que PE] = ITF-

donde segue que 1P| = TTecost
A lei dos senos aplicada aos tridngulos PFT e PF'T diz que

|PF| B |TF| B |TP|
sin{PTF sin{TPF sin£TFP

e que

\PF'|  |TF'| |TP|
sin {PTF' sin{TPF' sinLTF'P’

Usando a igualdade acima para as razdes dos lados, obtém-se que

sin{PTF |PF| |PF'| sin{PTF’

sin{TPF |TF| |TF'| sin{TPF'’

Como £PTF = APTF’, a relacio anterior implica que sin {TPF = sin {TPF’,
donde os dngulos u = ATPF e ATPF’ ou sdo iguais ou sdo complementares. Estes
dngulos sé podem ser iguais no caso da circunferéncia onde F = F', quando o raio PF
€ ortogonal a tangente em P, pelo que os dois dngulos em causa sdo rectos. Sendo os
dngulos diferentes, entdo u + LT PF’' = w. Por outro lado, LTPF' + v = 7, onde v’
é o 4ngulo indicado na figura acima. Conclui-se que u = u’ como se queria demonstrar.
A igualdade destes dngulos mostra que, para a lei geral de reflexdo ser satisfeita, um raio
proveniente de um foco € reflectido na elipse com direccdo ao segundo foco.

Situagdes sandlogas ocorrem para raios fora da elipse dirigidos a um foco: sdo reflectidos
na elipse aparentando provir do outro foco. [

Mostre que: os raios de luz paralelos ao eixo de um espelho parabélico sio reflec-
tidos na parabola com direccdo ao foco; reciprocamente, os raios de luz provenientes
do foco séo reflectidos na parabola tornando-se num feixe de raios paralelos ao eixo.

Resolucdo: A equacio da pardbola em posicdo standard é y? = 4ax. Seja P = (at?,2at)
um ponto da pardbola. A tangente a parabola no ponto P tem equagdo cartesiana

2aty = 2a(x + at?)
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pelo que a sua interseccio com o eixo dos xx (de equacdoy = 0) é o ponto T = (—at?,0).

P=(att,2at)

Usando as coordenadas, calcula-se explicitamente as distancias

ITF| = a+ at? e |PF| = \/(at®> — a)? + (2at)?2 = \/(at? + a)?

, obtém-se

e conclui-se que so iguais. Sendo o triangulo PTF isésceles com |T'F| = |PF
a igualdade dos dngulos { FTP e {FPT.

Se u for o dngulo de incidéncia de um raio de luz paralelo ao eixo, entdo u = AFTP
por se tratar de dngulos entre rectas paralelas. Para que u seja o dngulo de reflexdo (de
acordo com a lei geral de reflexdo), o raio reflectido tem que se dirigir para F' seguindo a
aresta PF do tridngulo PTF'.

Se w = AFPT for o angulo de incidéncia de um raio proveniente do foco, entdo
u = LPTF porque o tridngulo € isésceles, de maneira que o raio reflectido é horizontal
para o dngulo de reflexdo também ser u (assim obedecendo a lei geral de reflexdo).

Situagbes semelhantes (simétricas) ocorrem se os raios estiverem fora da concavidade
da pardbola. [

(3) Mostre que: a luz proveniente de um foco de um espelho hiperbélico € reflectida
na hipérbole de maneira a parecer que foi emitida do segundo foco, além disso, luz
dirigida a um foco € reflectida no espelho hiperbdlico com direc¢do ao segundo foco.
Resolucao: A equacio cartesiana da hipérbole em posicdo standard é z—i — %—; = 1. Seja
P = (asect,btant) um ponto da hipérbole no primeiro quadrante. Para pontos dos outros
quadrantes o tratamento é semelhante por simetria relativamente a reflexées ortogonais
ao longo dos eixos coordenados. Os dois pontos da hipérbole sobre o eixo dos xx tém
tratamento especial bastante simples (nesse caso, a tangente € vertical e P = T') e ndo
sdo cobertos nesta resolucdo abreviada.

A tangente a hipérbole no ponto P tem equagio cartesiana

rsect ytant

a b
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pelo que a sua interseccdo com o eixo dos xx (de equacdoy = 0) é o ponto T = (acost,0).

T=(acost, 0) F=(ae,0)

As coordenadas do ponto T e dos focos permitem calcular explicitamente:
ITF| ae—acost e—cost
ITF'|  acost+ae e+ cost

Sendo as directrizes D e D' correspondentes a F' e F' definidas por x = ¢ e x = -2,
calcula-se explicitamente as distancias
a
|PF| =e|PD|=¢ <asect — —) =easect —a
e
€ a
|PF'| = e|PD'| = ¢ (asect+ —) =easect+a,
e
|PF| _ esect—1 _ e—cost |PF| _ |TF|
donde segue que IPF| = esectil = ctcost € CONsequentemente que [pp = -

A lei dos senos aplicada aos tridngulos PF'T e PF'T diz que
|\PF|  |TF| |TP|
sin{PTF  sin{TPF sin{TFP

e que
|PF'| |TF'| |TP)|
sin {PTF' sin £TPF' sinTF'P’
Usando a igualdade acima para as razdes dos lados, obtém-se que
sin{PTF |PF| |PF'| sindPTF’
sinTPF |TF| |TF'| sindTPF'°
Como £ PTF e A PTF' sdo dngulos complementares, os seus senos sdo iguais, pelo que
a relacdo anterior implica que sin {TPF = sin LT PF’. Nio podendo ser complementares,
os dngulos ATPF e LTPF’ tém que ser iguais. Ambos s3o entdo iguais ao 4ngulo u entre
a tangente em P e a recta PF’, indicado na figura. Daqui e da lei geral de reflexdo seguem
as propriedades enunciadas para os espelhos hiperbdlicos. ]




