22 SECULOS A MEDIR AREA

MIGUEL ABREU E ANA CANNAS DA SILVA

1. O TEOREMA FAVORITO DE ARQUIMEDES

Das geniais descobertas e invengoes de Arquimedes (287-212 AC), conta-se que a sua favorita
terd sido a de que a superficie de uma esfera entre dois planos paralelos que a intersectam
depende apenas da distancia entre esses planos e nao da altura onde intersectam a esfera [A].
Mais ainda, como se ilustra na Figura 1, o teorema de Arquimedes afirma que a area da superficie
esférica é igual a de um cilindro com o raio da esfera e altura a distancia entre esses planos.
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F1GURA 1. Faixas esféricas e cilindricas com a mesma &rea.

Para a medicao de drea sobre uma esfera de raio R, utilizamos os angulos 6 da longitude
medida a partir de um meridiano escolhido (0 < 6 < 27) e ¢ da latitude medida a partir do
equador (=5 < ¢ < 7). Um mintsculo “rectangulo” esférico com canto em longitude 6 e latitude
, como na Figura 2, tem altura um arco de circunferéncia de comprimento R - Ay onde Ay é
a diferenca de latitude entre os seus lados horizontais e tem largura da base Rcosp - Af onde
A0 é a diferenca de longitude entre os seus lados verticais e Rcosp é o raio da circunferéncia
na latitude da sua base. A area desse “rectangulo” serd aproximadamente o produto dessas
duas medidas. A drea de uma faixa esférica entre dois planos horizontais (com Af = 27 para
abranger todas as longitudes), como as da Figura 1, é estimada por

areacsf ~ 2rR%cos - Ay .

Figura 2. “Rectangulo” esférico determinado por pequenas variagoes de lati-
tude e longitude.
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Consideremos agora um cilindro de raio R. Visto como um rectangulo enrolado, a drea de
um segmento do cilindro com altura Ah serd 27 R - Ah, onde 2R é o comprimento da base do
rectangulo. Para comparar com a drea sobre a esfera, calculemos a distancia Ah entre os planos
horizontais contendo os paralelos dados por latitudes ¢ e ¢ + Ap. A trigonometria mostra que

Ah = Rsin(p + Ap) — Rsinp = Rsinpcos Ap + Rcos psin Ap — Rsing .

Usando uma aproximacao de Taylor quando Ay é quase nulo, tem-se cos Ay ~ 1 e sin Ap ~ Ay
a menos de erros da ordem de (Ap)?, pelo que Ah ~ Rcos ¢ - Ap e obtém-se

dreag; ~ 2m R? cos w-Ap .

Apesar das aproximacoes, estas estimativas conduzem a um resultado rigoroso por integracao,
o que conclui a demonstracao do resultado de Arquimedes.

Fica bem mais simples expressar a drea da banda esférica em termos da distdncia Ah entre

os planos horizontais:
dreacss = areac; = 2mR - Ah !

Uma vez que 27 R é uma constante, constatamos que a drea cresce linearmente com a distancia
vertical Ah. Para calculo destas dreas facamos pois uso do angulo € e da altura h como coor-
denadas para descrever regioes esféricas. Chamam-se coordenadas de ac¢ao-angulo [AA]. Aqui
o dngulo 0 é o da (accao de) rotagao da esfera em torno do eixo vertical. Ao rodar, cada ponto
descreve uma circunferéncia especificada por uma altura h, que é a coordenada de accdo.

2. COORDENADAS DE ACGAO-ANGULO

Outro calculo a que se podem aplicar ideias semelhantes as da seccao anterior é o da area
de um circulo, também estudada por Arquimedes [AC].1 Um circulo de raio R tem area mR2,
donde se vé que a area cresce linearmente com R?. Consequentemente, a drea de uma coroa
circular, como a da Figura 3, sera 2mrAh, onde Ah é metade da diferenca dos quadrados dos
raios das circunferéncias. Convencionamos escolher como coordenadas de accao-angulo %1"2 e,
onde 6 é o angulo a partir de um semi-eixo e r a distancia ao centro (0 <0 < 27, 0 <r < R).

Cada coordenada de angulo, 6, funciona sempre da mesma forma, correspondendo ao angulo
total de uma circunferéncia. Assim, o estudo destes espacos pode-se concentrar nas coordenadas
de accao. No caso do circulo, a coordenada %7“2 determina uma circunferéncia de raio r, chamada
orbita para a rotagao. Nestes termos, um segmento de recta representa um circulo — diz-se que
o segmento é o espaco das orbitas do circulo, pois cada ponto do segmento corresponde a uma
6rbita/circunferéncia no circulo. Analogamente, uma semi-recta é o espago das orbitas do plano.
Para reconstruir o plano a partir da semi-recta, substitua-se cada ponto de coordenada %7“2 da
semi-recta por uma circunferéncia de raio r e centro na origem. Enquanto que para um circulo
ou para o plano este ponto de vista pouco parece adiantar, torna-se um truque valioso para
entender espacos de dimensao 4 ou maior pois economiza metade do nimero de dimensoes a

1Arquimedes considerou uma sucessao de poligonos regulares inscritos na circunferéncia de raio R como apro-
ximagoes do circulo. Partindo o poligono de 2N lados em fatias triangulares, e arrumando essas fatias alterna-
damente de maneira a formar um paralelogramo, vé-se que o poligono tem area p - r, onde p é o semi-perimetro
do poligono e r é a altura do correspondente paralelogramo. A medida que N aumenta, o semi-perimetro vai-se
aproximando da metade do comprimento da circunferéncia, 7R, e a altura r aproxima-se do raio do circulo, R.
Analogamente para poligonos que circunscrevem a circunferéncia. Como a area do circulo estd entre as dreas dos
poligonos inscritos e circunscritos, assim se vé, no limite, que a érea do circulo é wR2.
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FiGURrRA 3. Area de uma coroa circular em coordenadas de acgao-angulo.

representar. Em qualquer dimensao, o volume de uma caixa de lados perpendiculares é o produto
dos comprimentos dos lados. O volume de qualquer objecto razoavel poderd ser estimado, tao
precisamente quanto se queira, aproximando-o por intimeras pequenas caixas. Esta é a ideia
base da integracao. Consideremos agora a bola de raio R no espaco de dimensao 4. Trata-se do
conjunto de pontos com quatro coordenadas reais (z1, T2, T3, x4) que satisfazem

x12 +x22 +1‘32 +$42 < R? .

Para representar em coordenadas de accio-angulo, chamemos 712 a 12 + 222 e chamemos 752

a 3% + 242. Em cada um dos planos, (x1,22) e (z3,74), descrevemos os pontos em termos de
metade do quadrado da distancia a origem, y; = %7’12 e Yy = %r22, e de um angulo, 61 e 05.
A bola tetradimensional passa a ser codificada por um tridngulo dado por y1 > 0, yo > 0 e
y1+y2 < %RQ, representado na Figura 4. O volume da bola tetradimensional é o produto da
area desse triangulo pelos comprimentos 27 dos intervalos de variacao de 61 e 0s:

L1, ? 2 L 54

2<2R> -(2m)° = 27rR .

Um triangulo no plano é simples de ver enquanto que a bola tetradimensional exige coragem
e imaginacao! Este fendmeno repete-se para a bola de raio R em dimensao 2n cujo volume,
%W”R%, nao é mais do que o produto por (27)" do volume do politopo definido por y; > 0, ...,
Yn > 0eyp +...+y, < %R2. Além disso, uma zona desse politopo determina uma porgao da
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Ficura 4. Tridngulo que codifica a bola de raio R em dimensao 4.
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bola cujo volume é (27)™ vezes o volume da zona no politopo. Deixando o raio crescer, cobre-se
deste modo todo o espago euclideano de dimensao 2n em termos do octante y; > 0, ..., y, > 0
no espaco n-dimensional. Assim se calcula com facilidade o volume de certos subconjuntos do
espaco 2n-dimensional correspondendo a zonas do octante com metade da dimensao.

3. ATE A GEOMETRIA SIMPLECTICA

Em 1982, Hans Duistermaat e Gert Heckman mostraram que o teorema de Arquimedes para
a area de uma esfera era o primeiro caso de um familia infinita. Em todos os espagos conhecidos
por wvariedades simplécticas téricas, dos quais a esfera é o primeiro exemplo e o Unico que
podemos visualizar facilmente, a medida natural de volume reduz-se a medida mais simples de
um politopo no espago euclideano, a menos de uma constante multiplicativa universal. Todos
estes espacos tém a particularidade de os seus pontos poderem ser descritos por coordenadas
de acc¢ao dadas por coordenadas cartesianas num politopo num espaco euclideano, tal como o
triangulo acima, e por coordenadas de dngulo dadas por dngulos em circunferéncias. Enquanto
que as coordenadas de accao identificam a érbita a que o ponto pertence, as coordenadas de
angulo identificam o ponto dentro da sua Orbita. Por cada coordenada de acgdo tem-se uma
coordenada de angulo.

Na verdade, a férmula de Duistermaat e Heckman aplica-se a uma grande classe de espagos
com simetrias, ditas variedades simplécticas com acgdes hamiltonianas. A esfera é o primeiro
exemplo com simetria (ou ac¢ao) por rotagdo em torno de um eixo. As variedades simplécticas
sao espacos de dimensao par onde, essencialmente, se sabe medir a drea de subespacos bidimen-
sionais. Estéa relacionada com nimeros complexos; alids, o termo “simpléctico” foi escolhido por
Hermann Weyl substituindo a raiz latina na palavra “complexo” pela correspondente raiz grega
com o mesmo significado. A geometria simpléctica nasceu da mecanica classica nos finais do
século XVIII, ocupando-se do estudo do movimento dos planetas, de péndulos e outros objectos
sujeitos a forcas frequentemente de origem gravitica. A trajectéria de um objecto “cldssico” é
determinada pela sua posicao, descrita por coordenadas g;, e pela sua velocidade, ou melhor, pelo
seu momento, correspondentemente descrito por coordenadas p;. Nota-se um emparelhamento
de coordenadas (g;, p;) tipico de fenémenos simplécticos.

A geometria simpléctica sofreu uma vigorosa expansao nos ultimos 50 anos, tendo-se tornado
uma nova area central da geometria. Esta expansao foi estimulada por importantes interacgoes
com variadissimas dreas da matematica e da fisica. Em particular, as coordenadas de acgao-
angulo tém sido usadas para explorar novos territérios em busca de espacos e de estruturas com
propriedades especiais relevantes para investigacao da mais moderna. Imaginaria Arquimedes
que, mais de dois milénios depois, o seu espirito continuaria a inspirar matematica nova?
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