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Introducao e Revisoes

Exercicio 0.1 Seja N(s,t) o nimero de particulas emitidas pela fonte radioactiva no intervalo

de tempo (s,t]. Pode concluir-se que N (s,t) ~ Poisson ((t — s)In3).
(a) P(N(0,1) >2) =1 - 206 _ 03005,

(b) P(N(0,3) =0) = (1/3)3 =1/27.

Exercicio 0.2 Seja Ng o nimero de bolhas de ar numa placa com s metros quadrados de area.

Pode concluir-se que Ny ~ Poisson (0.4s).
(a) P(N5 > 2) =0.3233.

(b) Seja Y o niimero de placas de 2.5m? perfeitas de entre 10. A probabilidade pedida é
P(Y =6) = (i§)(e71)°(1 — e71)* = 0.0831.

(c) Seja Z o niimero de placas de vidro de 5m? que é necessario observar até encontrar 2
perfeitas. A probabilidade pedida é P(Z =5) = (111) (e72)2(1 — e72)3 = 0.0474.

Exercicio 0.3 X designa o nimero de particulas emitidas num periodo de 10 s. Pode concluir-

se que X ~ Poisson (2).

(a) Seja Y o numero de periodos de 10 s, de entre 7 consecutivos, em que sao emitidas 4 ou
mais particulas. A probabilidade pedida é P(Y > 1) =1 — P(Y = 0) = 0.6601.

(b) Seja Z o ntmero de particulas registadas num periodo de 10 s. Em (i) conclui-se que Z ~
Poisson (1.8).

(ii) E[Z] = 1.8 e Mediana (Z) = 2.



Exercicio 0.4 Seja X,, o numero de pecas defeituosas numa amostra de dimensao n. A partir

das condigbes do enunciado pode concluir-se que X,, ~ Binomial (n,0.1).
(a) P(Xlo > 2) = 0.0702.

(b) Como {n: P(X, >2)<0.05} ={1,2,3,4,5,6,7,8}, para que a probabilidade de rejeicao

do lote seja inferior a 0.05 a amostra deve ter dimensao nao superior a 8.

(c) 7.02.

Exercicio 0.5 (a) Seja entdo X ~ Poisson(\). Dado que P(X > 0|A\) =1— P(X =0|)\) =
1—e?, vem que
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(b) Seja agora X ~ BN(r,p), com a seguinte fungao de probabilidade:
P(X =alr,p) = (77" (1 -p)", 2 €N
Dado que P(X > 0|r,p) =1—P(X =0)=1—7p", vem que

(mre=) pr(1 —p)*

P(Xp =z|r,p) = T , x€lIN.
Quanto aos momentos:
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Exercicio 0.6 (a) Dado que 0,Vx, para provar que se trata de uma fungao de

3 ~A-p* _,
xlogp
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Mas o resultado ¢ trivial uma vez que > w = log p.
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Exercicio 0.7 (a)
o
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0
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(b) Decorre da alinea anterior, usando um argumento de indugao.

(c) Recorde-se que

0 2
/ e 2dy = \/7/2
0
uma vez que [ e /2dy = s e **/2dx (argumento de simetria) e 1= e T2 =
V2 ffooo fN(Ovl)(x)dx =+/27.
Seja agora z = %xQ (ie. x = /22/2). Entdo fazendo a substituicdo no integral anterior

vem:

o o 1
\/7‘(/2:/0 e_$2/2dx:/0 e_Zﬁz_l/de

ou seja, I'(3) = [;° 272 *dz = /7.

Exercicio 0.8 (a) Decorre directamente das defini¢oes das distribuigoes, uma vez que se Y ~
Exzp()),

A

FrWIA) = Ae Mg o) (y) = m?/lfle%yf(oﬁoo)(y)

pelo que Y tem efectivamente uma distribuigao Gama(1, \).
~Y 2 >
Se Z X{(n)? entao
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que corresponde efectivamente a uma Gama(



(b) Seja X ~ Gama(a, 3). Entao
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(c) Decorre da alinea anterior.

Exercicio 0.9 Seja entao Y ~ BN(r,p), a que corresponde a funcao geradora de momentos

T

y(tlr,p) =p" (1 —ge")™", ' <1
com g = 1 — p. Segue-se entao que a fungao geradora de momentos da v.a. pY é igual a
M,y (t|r,p) = E[ePY] = My (tp|r,p) = p"(1 — )", qe? < 1
pelo que tomando limites quando p tende para zero, obtém-se

p )
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Utilizando a Regra de 1"Hopital, vem que
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que efectivamente corresponde a f.g.m. de uma Gama(r,1).

Exercicio 0.10 Prova-se por induc¢ao. Dado que o resultado é ébvio para o = 1, tome-se o > 1.

G(a) = /:O ﬁzalezdz

Seja

Entao
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Seja X ~ Gama(a,1) e Y ~ Poisson(x). Entao a relagao anterior diz que

:cy””

por hipétese de indugao

P(X > z|X ~ Gama(a,1)) = P(Y < a— 1Y ~ Poisson(z))

(nota: pensar na relacdo entre exponencial e Poisson, e entre Erlang e Poisson).



Exercicio 0.11 (a) Se X ~ Unif(0,1) entdao fx(z) = I(,1)(z). Note-se que das propriedades
da funcao I' decorre que

1!

[Beta,1) () = ngo(l —2)°I g1y (z) = mf(o,l)(x) = I, ()

pelo que X ~ Beta(1,1).

(b) Se X ~ Beta(a, 3), entao
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(c) Decorre da alinea anterior.

Exercicio 0.12 Uma familia de f.d.p. ou f.p. de parametro 6 é uma familia exponencial se a

f.d.p. ou a f.p. poder ser expressa da seguinte forma:

k
fx(]0) = h(z)c(0) eXp(Z wi(0)ti())

onde h(z) > 0, t1(z),...,tx(x) sdo fungdes reais da observagao x (ndo dependem de ), ¢(f) > 0
e wi(0),..., wi(f) sdo fungoes reais de 6 (nao dependem de x).

Uma familia exponencial por vezes pode ser reparametrizada da seguinte forma:
k
Fx(aln) = k(@) (n) exp(d_ wi(n)ti(x))
i=1

onde [ h(z)exp(SF_ | wr(n)ti(z))de < coen=(n,..., M%)
(a) {N(n,0%),n € R,0 € R*}
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wy(p,0) = @I(o,oo)(a), wo(p,0) = ;I(o,oo)(a)

hz)=1>0Ve e R, k=2 c(uo0)=
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vem que efectivamente a familia de f.d.p. normais pertence a familia exponencial.

Note-se que neste caso a reparametrizacao natural & 0y = 1/0%1(g o) (0) e n2 = 2510 ) (0),

pelo que o espaco paramétrico natural é R x IR.

(b) {Gama(a, ), a, 3 € RT}

/Ba a— —Px
fx(@]a, B) = Ta)” te ™ (g o0) (@)
_ B (a—1) log z— Bz
- F(a) I(O,oo) (1‘)6
pelo que
ﬂa
h(x) = I,.00)() > 0,V2, c(a, ) = WI(O,OO)('%')
wl(aaﬂ) :a_l’ w2(aaﬂ) :_ﬂ’ tl(CC):lngE, tQ(:C)::C
Fazendo m = a — 1,1, = —f3, vem que o espago paramétrico natural é | — 1, 00[xIR™.

(c) {Beta(a, 3),a,3 € Rt}

1 o _
fx(@las B) = g2 (1 =) Lo @)
1
- = (a—1)log z+(B8—1) log(l—=x)
B(Cl,ﬂ) ‘[(0,1)(':6)6
pelo que
1
h(z) = Ipq)(z) > 0,Vz, c(a,B) = Wf(o,oo)x(o,oo)(a,ﬂ)

wl(avﬁ) =a-—1, w2(a75) =p-1, tl(x) = logz, tQ(x) :log(l—x)
Fazendo 1 = a— 1,72 = 3 — 1, vem que o espago paramétrico natural é .

(d) {Poisson(\),\ € RT}

Fr(al) = e AT gross
pelo que
1
h(z) = ]N('x) >0,Yz, c\)=e?
x

w(A) = log.)\, t(z) = x.
Fazendo 1 = log AM(g «)(\) > 0, vem que o espago paramétrico natural é IR".
(e) {BN(r,p),r € IN,p € (0,1)}
fx(zlr,p) = (G771 " (L = p) Tavy ()

pelo que a binomial negativa sé pertence a familia exponencial se r for conhecido. Nessa

situagao:

(r+x—1)! o
A =1y (@) 2 0.V, elp) = prlog plio,oo) (p)

w(p) =log(l —p)(_s1)(p), tlx)==

h(zx) =



Exercicio 0.13 Uma v.a. X, com f.d.p. ¢, tem uma distribuicdo de localizacao-escala de

parametros (A, o) (respectivamente, localizagao e escala) se e sé se existir uma fungao f tal que

o) = —
olalro) = 1
SejaY = W(X) = %, de tal forma que W~1(y) = A + oy. Entdo

ov(ylh, o) = %vv-l(y) gx (W )N )

= lolgx(A+oyl\ o) o
1 Ad+oy— A

— gAY 2
o

= f(y)

) sse X tem uma distribuicao de localizacao e escala

que nao depende de A nem de o.

Exercicio 0.14 Para um dado o € IR, considere-se a familia de f.d.p. {N(u,0),u € IR}.
Tome-se u1 > puo € IR. Entao as respectivas f.d. vém relacionadas por:
T — T —
P(X < zlp,0) = 3(Z— MY < o(ZE2) = P(X < 2|pn,0), Ve R
o o
uma vez que a funcao de distribui¢do é uma funcao nao decrescente no argumento, e 3z € IR :
P(X < z|p1,0) < P(X < x|p2,0), uma vez que os parametros de localizacao e escala definem

biunivocamente a f.d. de uma normal.



