Resumo

O principal objectivo desta tese é a construcao de novos procedimentos robustos
para a analise de componentes principais comuns (CPC). Este modelo, proposto por
Flury (1984), é uma generalizagao das componentes principais (CP) para k grupos e
assume que as k matrizes de covariancias tém valores proprios diferentes mas vectores
proprios idénticos. A alternativa robusta mais intuitiva para a estimacao é a técnica
de “plug—in” (PI). Outra alternativa robusta é a baseada em técnicas de “projection—

pursuit” (PP). Nesta tese é avaliado o grau de robustez destas alternativas.

Nos Capitulos 2 e 3 apresentamos resultados de varios autores que consideramos
importantes para a exposicao dos capitulos seguintes. A robustez dos dois pro-
cedimentos (PI e PP) é avaliada no Capitulo 4 através das fungdes de influéncia
parciais dos funcionais valores e vectores proprios comuns. Estas funcoes sao uma
generalizagao da funcdao de influéncia das CP. A partir destas expressdes também
obtivemos as variancias assimptoéticas dos estimadores PI e PP. No Capitulo 5
é proposto um procedimento robusto PP geral através da aplicacao duma funcao
“score” f(t). Sao derivadas as fungoes de influéncia parciais destes funcionais e de-
duzidas as variancias assimptoéticas. Foi possivel demonstrar, para o caso particular
do modelo proporcional, que os estimadores PP gerais atingem o valor minimo da
variancia assimptotica quando f(¢) = In(¢). Também no Capitulo 5, o desempenho
dos novos estimadores PP é comparado com os usuais com base em simulagoes de
Monte Carlo. A eficicia destes estimadores PP é ainda avaliada em conjuntos de
dados reais. No Capitulo 6 sao propostas duas novas medidas para a deteccao de
observagoes discordantes/influentes na estimagiao das CP e das CPC, construidas
a partir das funcoes de influéncia parciais dos valores e vectores proprios comuns.
A sua eficicia foi avaliada em dois conjuntos de dados reais. Finalmente no Capi-
tulo 7 apresentamos as conclusoes do trabalho e identificamos alguns topicos para

eventuais trabalhos futuros.
Palavras Chave: Componentes principais comuns, Estimacao robusta, Estimadores
de “plug—in”, Estimadores de “projection-pursuit” gerais, Funcoes de influéncia par-

ciais, Observagoes discordantes/influentes.
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Abstract

In this thesis we propose robust procedures for the common principal components
(CPC) model. This model, proposed by Flury (1984), is a generalization of princi-
pal components (CP) to k populations and assumes that the k& covariance matrices
have different eigenvalues but identical eigenvectors. The robust plug-in (PI) tech-
nique is perhaps the most simple and intuitive robust approach. Another robust
approach is based on projection—pursuit (PP) principles. In this thesis we evaluate

the robustness of both procedures.

Chapters 2 and 3 survey results from several authors necessary for the remaining
chapters. With the aim of evaluating the robustness of both approaches (PI and
PP) in Chapter 4 we derive the partial influence functions for the eigenvalues and
the eigenvectors functionals. These expressions then allow the heuristic derivation of
the asymptotic variances for the PI and the PP estimators. In Chapter 5 a general
PP approach obtained with the application of a score function f(t) is proposed.
We derive the partial influence functions for this functionals and the corresponding
asymptotic variances. It was also possible to prove that, for the particular case of
a proportional model, the general PP estimators with f(¢) = In(¢) are optimal in
the sense of minimizing the asymptotic variance. Through a simulation study these
last PP estimators are compared with those related to f(¢) = ¢t. Chapter 5 also
presents the performance of the general PP estimators for real data sets. Chapter
6 proposes two detection measures of outlying/influential observations for the CPC
and the CP models, based on the partial influence functions for the eigenvalues and
the eigenvectors functionals. The performance of the two new measures is evaluated
in real data sets. Finally, Chapter 7 states the main conclusions and discusses future

work.

Key words: Common principal components, General projection—pursuit estima-
tors, Partial influence functions, Plug—in estimators, Outlying/influential observa-

tions, Robust estimation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objectivo desta tese

A analise em componentes principais (CP) é uma técnica bastante popular para
analisar dados multivariados. Muitas vezes esta técnica estatistica é aplicada com
o intuito de “reduzir a dimensionalidade” do problema. Sem grande rigor, podemos
dizer que esta analise consiste numa rotagao especial do sistema de eixos original,
sistema este inscrito num espaco multidimensional com dimensao igual ao ntimero
de variaveis em estudo. Rodam-se estes eixos de forma a encontrar um novo sistema
de eixos, componentes principais, que condense tanto quanto possivel a estrutura
de dispersao original, mas num novo espago com dimensao inferior ao inicial. Além

disso, estas novas variaveis tém a vantagem de serem nao correlacionadas.

As componentes principais obtém-se com o calculo dos vectores proprios da matriz
de covaridncias, ou da matriz de correlagoes. Os correspondentes valores proprios

medem a quantidade de informacao explicada pelas componentes principais.

Em alguns métodos estatisticos, como é por exemplo o caso da andlise discriminante,
podera ser importante a comparagao da estrutura de covariancias de duas ou mais
populacoes. Uma possivel via para esta comparacao ¢ a analise em componentes
principais. Aplicando esta técnica apercebemo-nos se as matrizes de covariancias

dos varios grupos tém ou nao os mesmos vectores proprios.

Para tentar ilustrar esta ideia, considerdmos um conjunto de dados que é um clés-
sico da andlise multivariada. Trata-se dos dados Iris estudados por Fisher (1936)
e, anteriormente, por Anderson (1935). Deste conjunto de dados seleccionamos

dois grupos, Versicolor e Virginica, e as variaveis sepal length (sl) e sepal width



(sw). A bidimensionalidade das observagdes permite o recurso a representagoes
graficas. Na Figura 1.1 apresenta-se o grafico das variaveis sl e sw para ambos
os grupos. Sobrepostas as observagoes estao as elipses com distancia de Maha-
lanobis (1936) amostral constante. Seguindo Flury (1988, pag. 51), consideramos
(x —%;)" S,

1 (x —%;) = 4, com S; a matriz de covariancias amostral do grupo i e

X; a média amostral desse mesmo grupo. Incluem-se ainda os eixos principais destas

elipses. Como ¢é sabido, casos os dados sejam oriundos de um populacao pertencente

Versicolor Virginica

sw
sw

sl sl

Figura 1.1: Elipses correspondentes a distancia de Mahalanobis constante e eixos das CP.

a familia de distribuicoes elipticamente simétricas, os eixos indicados coincidem com
os eixos das componentes principais. Parece razoavel admitir, a partir da orientacao
espacial dos dois sistemas de eixos principais, que as estruturas de covariancias das
variedades Versicolor e Virginica partilham os mesmos eixos principais. Assim, o
que parece acontecer com a estrutura de covariancias destes dois grupos é uma
extensao das componentes principais. Foi isto que levou Flury (1984) a atribuir a
designacao de componentes principais comuns para modelos deste tipo, em que todas
as estruturas de covariancias partilham as mesmas componentes principais (vectores
proprios). No entanto, é permitido que as variancias das componentes principais

comuns (valores proprios) sejam especificas para cada grupo.

Este modelo constitui uma boa alternativa em muitas situagoes reais, havendo bas-
tantes conjuntos de dados aos quais o modelo se ajusta bem. Podemos citar, por
exemplo, os dados de Jolicoeur e Mosimman (1960), Hermans e Habbema (1975),
Joreskog e Sérbom (1979), Airoldi e Hoffmann (1984), Manly (1985), Flury e Ried-
wyl (1988), Airoldi e Flury (1988), Krzanowski (1990), Oliveira (1995), Klingenberg
et al. (1996), Arnold e Phillips (1999).



Do mesmo modo que no caso das componentes principais, podemos dizer que as
componentes principais comuns se obtém, de grosso modo, a custa do calculo dos
vectores proprios de matrizes de dispersao especiais. Estas matrizes de dispersao
sao construidas a custa de combinacoes lineares particulares das matrizes de cova-
riancias de cada grupo. Tudo isto serd apresentado com maior pormenor no capitulo
seguinte. O que pretendemos agora focar é o facto de todo este processo poder even-
tualmente ser afectado com a presenca de observacoes andémalas ou discordantes. As
observagoes discordantes do padrao geral dos dados afectam fortemente a estimacao
das matrizes de dispersao. Isto pode ter consequéncias graves e, analogamente ao
caso das componentes principais, o resultado das componentes principais comuns
pode ser influenciado. A alternativa para colmatar esta situacao é o emprego de
métodos robustos. Com estas técnicas estatisticas as observacgoes discordantes nao
influenciam tanto a estimacao das componentes principais ou das componentes prin-

CIPaLs cOMunS.

Uma medida muito utilizada para a deteccao de observagoes discordantes é a distan-
cia de Mahalanobis. Se repararmos na Figura 1.1 podemos ser levados a pensar que
algumas destas observacoes, as que estao fora dos contornos de densidade constante,
poderiam ser observacgoes discordantes. No entanto, nao h4 nenhuma observacao que

apresente um comportamento muito anémalo em relacao ao padrao dominante.

Versicolor Virginica

sw
sw

sl sl

Figura 1.2: Elipses correspondentes a distdncia de Mahalanobis constante e eixos das CP

estimados a partir das matrizes de covariancias cléssicas.



Sera que uma observagao “mais” discordante teria alguma influéncia na estimacao

das componentes principais?

Na tentativa de ilustrarmos a situacao referida anteriormente, modificAmos a tltima
observacao do grupo Virginica'. Como se pode observar na Figura 1.2, as com-
ponentes principais do segundo grupo sofreram uma rotac¢ao, no sentido horario,
consequéncia do novo valor da observagao 50. Agora, ja nao é tao evidente que
estes grupos estao nas condicoes exigidas para o modelo das componentes principais

comuns.

Por outro lado, com a estimagao robusta das matrizes de covariancias as componentes
principais de ambos os grupos mantém-se praticamente inalteradas, descrevendo
uma situacao analoga a da Figura 1.2, conforme se observa na Figura 1.3. Por-

tanto, é bastante importante dispormos de procedimentos robustos. A comunidade

Versicolor Virginica

sw
sw

sl sl

Figura 1.3: Elipses correspondentes a distancia de Mahalanobis constante e eixos das CP

estimados a partir de matrizes de covariancias robustas.

estatistica estd bastante atenta a este problema. Nos tltimos anos tém sido feitos
esforcos para desenvolver procedimentos estatisticos robustos em variadas areas. No
que respeita a anélise das componentes principais, a utilizacao de métodos robustos
remonta aos anos 80. Podemos destacar, dentro dos primeiros trabalhos nesta area,
o trabalho de Campbell (1980), Devlin et al. (1981), Boente (1983), Tyler (1983),
Li e Chen (1985), Critchley (1985), Boente (1987) e Pires (1990). Actualmente, este

Ver Apéndice B.



tema ainda continua a ser objecto de estudo de muitos estatisticos robustos. Pode-
mos citar, por exemplo, Croux e Haesbroeck (1999b), Croux e Haesbroeck (2000),
Croux e Ruiz—Gazen (2000), Hubert et al. (2002) e Hubert e Rousseeuw (2002).

Por outro lado, as propostas robustas no campo das componentes principais comuns
sdo muitos escassas. Embora Keramidas et al. (1987) e, mais tarde, Schott (1991)
tenham feito um breve apontamento sobre robustez para componentes principais
comuns, o segundo autor chegou mesmo a propor um teste de hipoteses robusto,
foi o trabalho de Novi Inverardi e Flury (1992) intitulado “Robust estimation of
common principal components” o primeiro com esta perspectiva. Posterior a este
trabalho, e que seja do nosso conhecimento, s6 foram publicados os trabalhos de
Orellana (1999) e Boente e Orellana (2001).

Assim, o principal objectivo desta tese é a construcao de novos procedimentos ro-
bustos para a analise de componentes principais comuns. Além disso, pretendemos
também confrontar o desempenho das nossas propostas com as dos autores Novi
Inverardi e Flury (1992), Orellana (1999) e Boente e Orellana (2001).

1.2 Metodologia utilizada

Para a construcao dos novos procedimentos robustos, a metodologia utilizada foi
essencialmente a abordagem infinitesimal de Hampel (1968, 1971, 1974), em especial
a funcao de influéncia. Nenhum dos trabalhos dos outros autores seguiu esta via,
apesar da funcao de influéncia ter um papel extremamente importante na estatistica

robusta.

A construcao da funcao de influéncia para o caso de k populagoes foi possivel apos
os trabalhos de Pires (1995) e Pires e Branco (2002) onde os autores introduziram
as funcoes de influéncia parciais, definindo uma extensao do conceito de funcao de

influéncia para problemas com k grupos.

Para apresentarmos o trabalho desenvolvido, estruturamos esta tese da forma que

Se segue.

Nos Capitulos 2 e 3 apresentamos resultados de varios autores que consideramos

importantes para a exposicao dos capitulos seguintes.

No Capitulo 2 apresentamos alguns modelos para estruturas de covariancias. Damos
especial destaque ao modelo das componentes principais comuns, indicando as equa-

coes que permitem a estimacao de maxima verosimilhanca dos parametros deste



modelo. Além disso, referem-se algumas propriedades destes estimadores, assim
como a estatistica do teste de razao de verosimilhancas. E feita também uma ilus-

tracao da aplicabilidade deste modelo.

No Capitulo 3 apresentamos algumas nocoes de estatistica robusta, caso univariado e
multivariado, dando especial destaque a abordagem de Hampel. Faz-se ainda a des-

crigao dos estimadores robustos que sao utilizados/referidos nos capitulos seguintes.

No Capitulo 4 constroem-se as funcoes de influéncia parciais para as componentes
principais comuns. Estas funcoes sao uma generalizagao da funcao de influéncia das
componentes principais indicada, por exemplo, nos trabalhos de Critchley (1985),
Pires (1990) e Croux e Haesbroeck (2000). As funcdes de influéncia parciais foram
derivadas a partir das equagoes de maxima verosimilhanga de Flury (1984), com a

substituicao dos parametros desconhecidos por funcionais robustos.

Para além do método da maxima verosimilhanca, também é possivel estimar as com-
ponentes principais com técnicas de “projection—pursuit” (Li e Chen, 1985). Boente
e Orellana (2001), aplicaram esta técnica para estimar as componentes principais co-
muns. Para este método de estimacao, derivamos as funcoes de influéncia parciais
dos funcionais relacionados com os estimadores de “projection—pursuit”. Os nossos
resultados, generalizam o trabalho de Croux e Ruiz-Gazen (2000) para k populacoes.
Além disto, para ambos os casos, maxima verosimilhanca e “projection—pursuit”, de-

duzimos as variancias assimptoéticas dos estimadores equivalentes.

No Capitulo 5 sao propostos novos estimadores “projection—pursuit”. Estes sao cons-
truidos aplicando uma funcao geral aos estimadores “projection—pursuit” introduzi-
dos no Capitulo 4, e designados por estimadores “projection—pursuit” gerais. Sao
derivadas as funcoes de influéncia parciais destes novos funcionais e deduzidas as
variancias assimptoticas dos estimadores equivalentes. Quando a funcao geral é a
funcao logaritmica o estimador “projection—pursuit” resultante é o mais eficiente
para a estimacao dos vectores proprios comuns. Foi possivel mostrar este resultado
para o caso particular de matrizes de covariancias que verifiquem o modelo pro-
porcional. Este modelo é mais restrito que o modelo das componentes principais
comuns porque exige que a razao entre as variancias dos vectores proprios comuns
de um grupo para outro seja sempre a mesma constante. Para além disto, foi feito
um estudo de Monte Carlo e duas aplicacoes a dados reais para poder comparar
os resultados da estimacao das componentes principais comuns com os estimadores
aqui sugeridos e os de Novi Inverardi e Flury (1992), Orellana (1999) e Boente e
Orellana (2001).

No Capitulo 6 sao propostas duas novas medidas para a deteccao de observacgoes



discordantes/influentes na estimagdo das componentes principais comuns. FEstas
medidas foram construidas a partir das funcoes de influéncia parciais dos funcionais
valores proprios e vectores proprios comuns. As suas eficacias foram avaliadas com a
aplicacao a dois conjuntos de dados reais, os dados de Hermans e Habbema (1975) e
os de Oliveira (1995). Foram confrontadas as nossas propostas com a de Rousseeuw

e van Zomeren (1990) e a distancia de Mahalanobis classica.

Por 1ltimo, no Capitulo 7 apresentamos as conclusoes do nosso trabalho e alguns

topicos para eventuais trabalhos futuros.






Capitulo 2

Estruturas de Covariancias

2.1 Introducao

Esta no ambito deste capitulo apresentar alguns modelos relativos a estruturas de
covariancias. Em primeiro lugar, e a titulo de motivagao para o tema desta tese,
apresentamos um modelo bastante conhecido e utilizado na prética, trata-se do
modelo das componentes principais. No entanto, este modelo pode ser utilizado
em problemas com apenas um grupo (populagio), e é facil em anélise multivariada
defrontarmo-nos com situagoes onde é necessario analisar mais de um grupo. Assim,
na Seccao 2 iremos apresentar algumas estruturas de covariancias para o caso de
k grupos dando-se realce a certas questoes que surgem no processo da estimagao
paramétrica. Em particular, dé-se destaque ao modelo que é objecto desta tese,
o modelo das componentes principais comuns (CPC), proposto por Flury (1984).
Além da definicao e ilustracdo do modelo das CPC, apresentam-se os resultados

obtidos por Flury que serdo posteriormente utilizados/referidos nesta tese.

Na Subseccao 3.1 indicamos os resultados de Flury (1984, 1986b) que possibilitam
efectuar procedimentos inferenciais nos estimadores dos eixos principais comuns
(vectores proprios comuns) e das varidncias dos eixos para cada grupo (valores
proprios), isto sob a validade do modelo das CPC em populagdes normais multi-
variadas. Algumas das propriedades dos estimadores dos parametros deste modelo
encontram-se na Subsec¢ao 3.2. A adequabilidade do modelo CPC foi ilustrada na

Subseccao 3.3 com um exemplo real.

Por fim, reservou-se a tltima subseccao deste capitulo, a Subseccao 3.4, para apre-

sentar uma resenha bibliografica do topico componentes principais comuns.



2.2 Algumas estruturas de covariancias

Uma estrutura de covariancias com grande aplicabilidade na pratica é a subjacente a
analise em componentes principais (Pearson, 1901). As componentes principais sao
uma das técnicas da estatistica multivariada classica mais conhecida e com aplicacao

em diferentes areas cientificas. Frequentemente deparamos com a necessidade de:

L. L. T
1. transformar um vector aleatorio de p variaveis X = (X,..., X))
correlacionadas noutro com o mesmo namero de variaveis nao correla-

cionadas, que designaremos por U;

2. conhecer as combinacoes lineares de X que apresentam grande ou

pequena variabilidade;

3. reduzir a dimensionalidade do problema para ¢ < p.

Estes objectivos podem ser alcancados com o uso da técnica estatistica das compo-

nentes principais.

A sua grande popularidade deve-se em parte a atractiva interpretacao geométrica
destas novas variaveis aleatorias. Os elementos de U nao sao mais do que um novo
sistema de eixos construido com uma determinada rotacao do sistema original com
eixos (X1,...,X,). Algebricamente, as componentes principais sao as combinagoes
lineares ortonormalizadas, para eliminar problemas de indeterminacao, dos elemen-

tos de X com variancia maxima. Temos assim a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.1 (componentes principais populacionais, Pearson, 1901)

Seja X = (X4,... ,X,,)T um vector aleatério para o qual se assume que existem
todos os momentos de segunda ordem, e seja 3 € PDS(p)' a matriz de covariancias
da populagao X. As varidveis aleatorias (U, ..., U,) obtidas através de combinagdes
lineares dos elementos de X, i.e., U = 87X com ,Bf,ﬁk = 1, que sao nao correla-
cionadas entre si e possuem sucessivamente variancia maxima sao conhecidas por
componentes principais de X. Isto é, a primeira componente principal, U, = ,BiFX,
é a funcao linear de X que tem a maior variancia. Por sua vez, a segunda com-
ponente principal serd uma funcao linear de X nao correlacionada com a primeira,
U, = ,BQTX, que atinge a segunda maior variancia. Este procedimento é sucessiva-
mente implementado até se encontrarem as p variaveis aleatorias nao correlacionadas

U.

!Denota-se por PDS(p) o espaco das matrizes reais, simétricas e definidas positivas de ordem
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Como é sabido, quando se escolhem para colunas de (3 (matriz rotagdo) os vec-
tores proprios normalizados de X, correspondentes aos valores proprios ordenados
decrescentemente, obtém-se os eixos das componentes principais. Mesmo no caso da
multiplicidade dos valores proprios ser superior a um, digamos por exemplo 7, para
a construcao da matriz 3 é apenas necessario estabelecer alguma convenc¢ao para a

seleccao de r vectores ortonormados desse subespaco.

A matriz de covariancias de U ¢ COV(U) = B8'Z8 = A, com A diagonal (os valores
da diagonal sao os valores proprios). A diagonalidade de A confirma a auséncia
de correlacao entre os pares destas novas varidveis aleatérias. Assim, quando a
decomposicao espectral da matriz de covariancias de uma populacao X, X, é feita
com a matriz ortogonal construida com os seus vectores proprios, na matriz diagonal

resultante temos as variancias das componentes principais.

No entanto, esta técnica estatistica desenvolve-se no contexto de uma populacao.
Como é sabido, sao muitos os problemas da andlise multivariada onde temos acesso
a observacoes das variaveis em estudo em £ grupos ou populacoes. Este ¢ o caso da
andlise discriminante (Fisher, 1936) ou da andlise de varidveis candnicas (Hotelling,
1936). Nestas e noutras situagoes o conhecimento da estrutura de covariincias é

preponderante para prosseguir a anélise estatistica.

Nas andlises estatisticas em problemas com k populacoes, ¢ muito comum a im-
posicao da mesma estrutura de covariancias para todas as populacoes. No entanto,
este pressuposto é muitas vezes violado na pratica, o que se pode confirmar através
de procedimentos estatisticos. Por outro lado, a anélise estatistica com a hipotese de
matrizes de covariancias arbitrarias também pode criar problemas devido ao niimero
excessivo de parametros. O acréscimo de (%) parametros, em relagao a situ-
acao anterior, faz com que esta situacao seja frequentemente evitada. Até porque,

e sempre que possivel, devemos respeitar o principio da parcimonia.

Na realidade, normalmente ¢ muito mais realista admitirmos uma estrutura de co-
variancias construida a custa de um compromisso entre as situacoes referidas, isto é,
considerarmos que as covariancias nao sao iguais em todos os grupos mas também
nao sao arbitrariamente diferentes. O que poderd eventualmente existir é alguma
estrutura de covariancias comum a todos os grupos, como por exemplo uma generali-
zacao das componentes principais. Varios autores debrucaram-se sobre esta questao,
dada a sua importancia para a andlise estatistica, desenvolvendo técnicas graficas
e/ou analiticas. Em 1960, Jolicoeur e Mosimann, e trés anos depois de novo Joli-
coeur, trabalhando com componentes principais em dois grupos, aperceberam-se que

apesar das matrizes de covariancias nao serem iguais havia muita semelhanca entre
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as componentes principais dos grupos. No entanto, a primeira tentativa de aplicagao
da técnica das componentes principais a mais de um grupo em simultaneo foi feita
por Krzanoswski em 1979 no trabalho intitulado “Between-groups comparation of
principal components”; voltando posteriormente o autor a este tema (Krzanoswski,
1982, 1984). Para detectar diferencas entre matrizes de covariancias ou de corre-
lagoes, Campbell (1981) propos a utilizagao de técnicas graficas. Todavia, foi com
os trabalhos de Flury (1984, 1986b, 1987h e 1988) que se aprofundou o estudo de
varios modelos com diferentes estruturas de covariancias comuns. Embora Manly e
Rayner (1987) ja tenham evidenciado a cria¢do de uma estrutura de covariancias en-
caixada com quatro niveis (igualdade, proporcionalidade, igualdade das correlagoes
e arbitrariedade das matrizes de covariancias), foi Flury (1988) quem desenvolveu
uma analise estatistica completa para o seu sistema hierarquico. A formulacao dessa

hierarquia é descrita em seguida.

Vamos admitir que estamos na presenca de k populacoes. Admita-se que X; =
(Xi1,..., Xyp)", i =1,..., k representa um vector aleatorio com todos os momentos

de ordem dois.

Denote-se por X; € PSD(p) a matriz de covariancias da populagao i. O sistema
hierdrquico proposto por Flury, onde o grau de semelhanca vai sucessivamente en-

fraquecendo, é composto pelos cinco niveis (modelos) que se seguem:

Nivel 1: Igualdade das k£ matrizes de covariancias,
Yi=3=,..., =% . (2.1)
Nivel 2: Proporcionalidade entre as matrizes 3;, isto é,
Yi=pXi,parai=1,....k epp=1. (2.2)
Nivel 3: Componentes principais comuns (CPC),
S, =BABT, i=1,... .k, (2.3)

onde B é a matriz ortogonal (p x p) formada com os vectores proprios
comuns a todas as matrizes X;, e A; = diag(M\,...,\;) sdo matrizes

diagonais construidas com os valores proprios de cada grupo.

Nivel 4: Componentes principais comuns parciais (CPCP(q)). Seja
q<pe,

(1) — (1) (1) 9.4

18 _(/81:"':18q7/8q+1:"'7/3p)7 ()
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onde (B,... ,ﬁq) sao os vectores proprios comuns a todas as matrizes
¥, enquanto que os restantes (,Bgﬁ)rl, .. ,,B;i)) podem ser especificos de

cada matriz. Temos:

s = BOA,807 . (2.5)

Nivel 5: As k matrizes de covariancias sao arbitrarias.

Como o objectivo desta tese é explorar a estrutura do Nivel 3, nesta fase tecem-se
algumas consideracoes acerca dos restantes niveis, sendo as CPC alvo de um estudo

mais detalhado.

. ~ . T —1 A
O problema da estimagao, sem considerar a média, dos (’% + p) parametros do
Nivel 1, é equivalente a considerar um problema de componentes principais com uma

matriz de covariancias comum, por exemplo a matriz de covariancias combinada.

A estrutura estabelecida no nivel seguinte, mais forte que a das componentes princi-
pais comuns, necessita da estimagao de mais (k — 1) parametros que o nivel anterior.
Mas, como estipula uma situacao mais realista e com maior ocorréncia na pratica
que o Nivel 1, esta situacao foi e continua a ser objecto de estudo de vérios au-
tores. Esta constatacao pode ser confirmada pelos trabalhos dos autores Federer
(1951), Anderson (1958, pag. 270), Khatri (1967), Pillai et al. (1969), Kim (1971),
Rao (1983), Guttman et al. (1983), Flury (1986a), Manly e Rainer (1987), Eriksen
(1987) e Flury (1988, Capitulo 5), entre outros.

Quanto ao Nivel 4, este surge quando o interesse esté centrado no grupo das compo-
nentes que concentram maior variabilidade (variancia), digamos as ¢ componentes
comuns aos k grupos podendo as restantes (p — ¢) diferir com o grupo. Havendo
k grupos, e tal como ja se referiu para o caso de um grupo, pode ser importante
a reducao paramétrica. Para se alcancar este objectivo procede-se a ordenacao dos
vectores proprios, sendo os comuns etiquetados com a sequéncia de inteiros de 1 a
g. Quando ¢ = p—1 ou ¢ = p estamos no caso das componentes principais comuns.
Quando ¢ = 0, caimos no nivel seguinte. Note-se ainda que para os restantes valores
de ¢ nao existe apenas um modelo de CPCP(g), mas sim uma familia com mode-
los encaixados, pois o modelo com ¢ componentes comuns implica o0 modelo com
menos uma componente comum. Para este nivel é necessario estimar kp parametros
referentes as k matrizes diagonais A;, p(p —1)/2—(p — q) (p — ¢ — 1)/2 parametros
relativos aos ¢ vectores proprios comuns, e ainda os k (p — q) (p — g — 1) /2 corres-
pondentes aos (p — q) vectores proprios especificos de cada grupo, perfazendo no
total (kp 4 220 4 G=D@=0@=0=1)) parametros.

13



Por ultimo, no Nivel 5 o niimero de parametro eleva-se para (% + kp), mas esta

questao é muitas vezes contornada optando-se por estudar os grupos em separado.

2.3 As componentes principais comuns

Nesta seccao pretende-se apresentar, com maior destaque, o modelo do Nivel 3.
Este modelo, enquanto que por um lado exige a existéncia de um sistema de eixos
comum para as k populagdes (vectores proprios comuns = (3), por outro permite que
as variancias associadas (valores proprios = A;) difiram com a popula¢do. No fundo,
o problema apresentado retrata uma técnica semelhante as componentes principais,
mas para o caso de varias populagoes. Dai que Flury (1984) o tenha rotulado
por modelo das componentes principais comuns, designacao por que é conhecido na

literatura estatistica.

Um problema que se pode colocar é o da aplicabilidade desta técnica estatistica.
Sera que é sempre possivel considerar um novo sistema de eixos comum a todas
as populacoes e que goze de caracteristicas semelhantes ao do sistema de eixos das
componentes principais? Qual ou quais as condigoes que permitem a existéncia de
uma matriz ortogonal, por exemplo 3, que faz com que o resultado de 87 3,3 seja

sempre uma matriz A; diagonal, para todas as populagoes?

Veja-se o resultado seguinte.

Teorema 2.1 (diagonalizacao simultanea de k matrizes)

(i) Se as matrizes (Ay,..., Ay) de ordem p sdo simultaneamente diagonalizaveis,

entao elas sao comutéaveis aos pares, isto é, A;A; = A; A, para s > 1.

(ii) Se as k matrizes sao simétricas esta condigdo é necessaria e suficiente, e a

diagonalizacao simultanea é ortogonal.

Dem: A técnica seguida nesta demonstra¢ao encontra-se em Harville (1997, Capi-
tulo 21).

(i) Condigao necessaria: Vamos supor que existe uma matriz ndo singular de

ordem p, Q, tal que Q7 'A;1Q = Dy,...,Q'A;Q = D; onde (Dy,...,D;) sdo

matrizes diagonais. Assim, para s # 7, temos que

Q'AAQ = Q'AQQ 'AQ =
D,D; - DD, =
= Q_lAiQQ_lAsQ = Q_lAiAsQ )
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o que implica

AA=Q(Q7TAAQ) QT =Q(Q7'AAQ)Q T = AA,

(ii) Condigao necessaria e suficiente: Basta demonstrar que a condigao é sufi-
ciente pois a demonstracao da condi¢ao necesséria é analoga a (i). A prova processa-

se pelo método de inducao matemaética.

Para k£ = 1, esta situacao esta verificada, pois toda a matriz simétrica admite uma

decomposicao espectral com uma matriz ortogonal.

Para k£ > 1, suponhamos que as matrizes simétricas Aq,..., Ax_1 sao comutaveis
aos pares e podem ser diagonalizéveis com uma matriz ortogonal. Sejam (A, ..., ;)
os valores proprios distintos de Ay onde (v, ..., 1,) representam as suas respectivas

multiplicidades.

Considere-se Q,; a matriz (p x v;) formada com os vectores proprios de Ay, cor-
respondentes ao valor proprio \;, e cujas colunas formam uma base ortonormada
do espago linear nulo (v; dimensional) N (Ay — \I) para j = 1,..., k. Tome-
se Q = (Q1,...,Q,). Como Ay é diagonalizavel, porque é simétrica, tem-se que
T

> v; = p pelo Resultado 1 do Apéndice A. Assim, Q é uma matriz ortogonal de
7j=1
ordem p.

A decomposicao espectral de A, com essa matriz é

Q" A,Q = diag(\1,,,...,\L,).

Como Ay comuta com as restantes (k — 1) matrizes, para i # j, tem-se que
AL(AQ;) = Ai(ArQ)) = \jAQ;,

resultando a igualdade (A, — \,I) A;Q; = 0,.

O Resultado 2 do Apéndice A conjuntamente com o facto das colunas da matriz Q;
constituirem uma base do espago nulo N (Aj — A\;I), origina a existéncia de uma
matriz de ordem v;, por exemplo B;;, que pré-multiplicada por Q; iguala A;Q;,
i=1,...,k—1. Como B;; = I, By;, e por I, poder ser escrita a custa de Q;,

resulta B;; = QT A;Q; o que prova a simetria.

Pode também verificar-se que as matrizes deste tipo (de ordem v;) sao comutéaveis

aos pares, pois para s > 4 e considerando por exemplo B;; e B,;, tem-se

YR

B,;B;; = QI A,Q;B;; = QT A,A,Q; = QT A;A,Q,; = QT A,Q,B,; = B;;B,;.
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Assim, pela hipotese de inducao as (k — 1) matrizes (By;,...,Bj_1;) podem ser
diagonalizéveis com uma matriz ortogonal. Designando por W; essa matriz ortogo-
nal vem W;FBMW]' = D;;, onde D;; é uma matriz diagonal. Seja W a matriz
ortogonal definida como W = diag(Wy,..., W,) e P a matriz obtida pela sua

pré-multiplicacao com Q que também é ortogonal.

A decomposicao espectral de A; com Q é
Q"AQ=Q" (AQi,....AQ,) =
— QT (QlBila HR QTBiT) .

O facto de Q ser ortogonal faz com que o ultimo membro desta equacao seja uma

(2.6)

matriz diagonal construida com os elementos (B, ..., Bj).
Assim, temos que
P'AP = WI'QTA,QW = diag(W{ByW,,..., W/'B;,W,) =
= diag(Dji,...,D;).
A decomposicao de Ay é

PTAP = WIQTA,QW = diag M\ WIW,,..., A\, WI'W,) =

= diag(ML,, ..., \L,), (2.7)
o que permite concluir que as matrizes (A, ..., Ay) sio mutuamente diagonalizaveis
com a mesma matriz ortogonal Q, o que conclui a prova. O

Assim, o modelo das CPC é uma boa opc¢ao quando estamos perante populacoes com
matrizes de covariancias comutaveis aos pares, pois a exigéncia da diagonalizacao
simultanea a tal conduz. Nesta situagdo as novas variaveis aleatorias (simultanea-
mente transformadas) U; = 87 X, referenciadas no novo sistema de eixos (comum as
k populagdes) sao designadas por componentes principais comuns devido a analogia
com as componentes principais. Convém notar que nao existe nenhuma ordenacgao
particular para as colunas da matriz (3, contrariamente ao que acontece no caso
de k£ = 1, uma vez que a ordem dos elementos nas k matrizes diagonais nao ¢ ne-
cessariamente a mesma. Normalmente, para se ordenar as colunas desta matriz a
convencao que se utiliza é (,81T21,31 > ,BQTELBQ >0, > ,6221,611), isto no caso de

3, ter p valores proprios distintos.

O facto da rotagao ser ortogonal e a mesma para as k populagoes proporciona um
ganho na estimacgao paramétrica, no que refere a matriz 3, sendo apenas necessério

-1 A ) .
%) parametros. Comparando com o Nivel 5 temos um nimero de

estimar (
parametros k vezes menor. No total, considerando também os valores proprios,

existem (@ + kp) parametros a estimar.
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2.3.1 Estimacgao dos parametros por maxima verosimilhanga

Nesta subseccao apresentaremos resumidamente as equacoes de verosimilhanca cons-
truidas por Flury (1984) e que permitem estimar, com o recurso a um processo

iterativo, os parametros do modelo das CPC.

Para isso, vamos supor que X; (i = 1,..., k) s@o vectores aleatorios de IRP distribui-
dos segundo uma normal-p variada, com matrizes de covariancias X, € PDS(p).
Além disto, supoe-se que as k matrizes X; verificam o modelo das CPC, apresen-
tado em (2.3).

Para amostras de dimensao n;, considere-se S; o estimador centrado usual da matriz
g
e . , S N .
de covariancias X;, isto é, S; = ﬁ > (Xij — Xz) (Xij — Xz) comi=1,...,k.
i=1

Assume-se ainda que em todos os grupos a dimensao das amostras é superior ao

numero de variaveis, i.e., minn; > p + 1. Com isto resulta que para as k£ matrizes
=1,k

independentes se verifica (n; — 1)S; ~ W,((n; — 1), X,), como se pode ver, por
exemplo, em Muirhead (1982, pag. 85).
. . , ~ 1 ~
Considere-se N = an o nimero total de observacoes, e 7, = N a proporcao de
i=1
elementos do i—ésimo grupo.
A fungao de verosimilhanga conjunta de (Xi,...,X;), condicional a (Si,...,S),

vem

k i — 1 (s
L(Z1,...,2|S1,...,8) = cx II etr (-%7)2;1&) =, 2 (2.8)

=1

sendo ¢ uma constante independente de ¥;, e (etr) a fun¢do exponencial aplicada

ao operador trago.
Maximizar a fungao (2.8), sob a validade de (2.3), é equivalente a minimizar a

seguinte funcao de B e A;

k P

B]SiB;
i=1 j=1 v
sujeita a restricao de B ortogonal, i.e., 878 = I,
Com a aplicacao dos multiplicadores de Lagrange e igualando a zero as derivadas

parciais em ordem aos parametros a estimar, resulta que os estimadores de méxima,

17



verosimilhanca (EMV) tém que verificar

BISB, = Aj, (2.10)
i Aim — A
T im — \ij .
B <;(nz - DW&) B, = 0, para m # j (2.11)
BLB;, = Omj, (2.12)

onde d,,; = 1 quando m = j e é 0 no caso contrario.

Flury e Gautschi (1986) mostraram que a maximiza¢ao da verosimilhanca (2.8) é

também equivalente a minimizagao da funcao
k
® (B) = [ [ [det (diag (F,))/det (F;)] "™V, (2.13)
i=1

com B € O(p), o grupo de matrizes ortogonais (p x p) e F; = B7S;3. Este facto per-
mitiu aos referidos autores a construcao de um algoritmo, designado por algoritmo
F-G, com o qual se pode determinar numericamente uma possivel solucao de méaxi-
ma verosimilhanca e que sera referido com maior pormenor na Subseccao 3.4. Para
o caso de 2 grupos em dimensao 2, os autores indicam condicoes aproximadas para
a existéncia de um tnico ponto de minimo. Este resultado esta relacionado com o
valor da excentricidade das matrizes, i.e., 0 quociente entre o maior e o menor valor
proprio. Para problemas com mais de duas populacoes, os autores também indicam
quais as situagoes onde pode ocorrer mais de um minimo local. Isto apresenta-se
como consequéncia da grande excentricidade das matrizes, ou quando o angulo en-
tre dois vectores proprios de grupos distintos é proximo de 7 (situagao afastada
da validade do modelo CPC). No entanto, para os casos onde existe uma prévia
suspeita a favor de &£ minimos locais, Flury e Gautschi (1986) recomendam o uso do
algoritmo F-G k vezes. Nessa situacao, a solucao inicial para a i-ésima utiliza¢ao do
algoritmo F-G deve ser a matriz construida com os vectores préprios da S;. Quando
as k solucoes sao semelhantes parece razoavel admitir-se a existéncia de um tnico
minimo global. Em Flury (1988, pags. 194-200) encontram-se mais pormenores

sobre esta questao.

As equagoes de verosimilhanga (2.10), (2.11) e (2.12) tém uma interpretacdo atrac-

(%)

tiva. Se designarmos por A,’ . a matriz simétrica apresentada em (2.11) dentro de

mj
A . T A (i) o , ~ .
paréntesis, de 3,,A, .8, = 0 é claro que 3,, e 3; sdo vectores caracteristicos de
A% Por isso, o sistema de equacoes (2.11) pode ser encarado como um sistema
mj )

(1)

generalizado de equagoes caracteristicas. Caso todas as matrizes A, sejam idénti-

cas, isto para m < j, este sistema conduz aos valores proprios da matriz comum. No
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entanto, isto ndo acontece, pois para cada par (m, j) a matriz Affl)] é construida com
uma combinac¢ao linear diferente de (n; — 1)S;. Os valores dos pesos das matrizes
(n; — 1)S; s@o tanto menores quanto mais proximas sejam as variancias das duas

combinacoes lineares U;,,, = ,BZ;LXi eU;; = ,BJTXz

No caso da igualdade destas variancias, i.e., quando (A, = )\;;), a i-ésima parcela
da equagdo (m,j) anula-se. Isto é justificado pelo facto da quantidade (A;, — A )
e 3,. Neste

caso, a projeccao das observagoes no subespaco gerado pelos eixos u;,, e u;; ¢ uma

traduzir a esfericidade de X; no subespaco gerado pelos vectores 3,,

esfera perfeita.

Note-se ainda que o sistema de equagoes (2.11) nao sofre qualquer alteracao com
a dilatacao da matriz de covariancias S;. Representando a matriz dilatada por
(i)

S; = ¢:S;, com ¢; > 0, tendo em conta (2.10) ¢é facil verificar que a matriz A, nao
é afectada com a proporcionalidade. Isto é de certa forma intuitivo, uma vez que
nao faria sentido que o “tamanho” da matriz S;, em termos do determinante ou do

traco da matriz, influenciasse na estimacao dos eixos principais comuns.

A analise em CPC pode ser interpretada como uma transformacao simultanea de k
vectores de IRP de forma a obter novos vectores (variaveis). Estas novas variaveis
também de IRP devem ser o menos correlacionadas possivel. Com isto queremos
dizer que a matriz de covariancias amostral das variaveis U; = 87 X;, ou seja a

matriz F;, deve ser o mais proximo possivel da forma diagonal.

2.3.2 Propriedades dos estimadores

Vamos considerar que o par (A;, 3) representa os estimadores de méaxima verosimi-

lhanga de (A;, 3). A matriz de covariancias de i-ésima populacao é estimada como
~ ~~ ~T ]

L . T .
As componentes principais comuns amostrais definem-se por U; = 3 X, para i =

1,...,k, sendo a matriz de covariancias amostral destas novas variaveis igual a
~ ~T o~ )
Da equacao (2.10) resulta também que
A, = diag(F;), i=1,... k. (2.16)

Como se viu na subseccao anterior, as CPC sao a transformagao ortogonal que

diagonaliza em simultaneo k matrizes de covariancias, quando isto é possivel. Assim,
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é conveniente haver um critério que avalie a apropriabilidade deste processo. Neste
sentido, Flury (1984) propos o uso de um teste de razao de verosimilhangas para

avaliar a validade do modelo das CPC.

Denotando a hipotese a testar por Hepe : B7%;8 = A; i = 1,....k, tendo em
-1

conta que no maximo da func¢do de verosimilhanca tr(X, S;) = p assim como os

resultados (2.15) e (2.16), o quociente dos maximos das verosimilhancas, sendo o

numerador restrito a Hcpc e o denominador irrestrito, vem

‘A k diagf‘i

= logt—r—. (2.17)
= |

2 L (il, ik) k Z-
X =-2lo = lo

Pela teoria geral dos testes de razdo de verosimilhancas (Rao, 1973, pags. 418-
419) segue-se que, sob a validade de Hcpc, a estatistica de teste X? distribui-
se aproximadamente segundo um qui—quadrado com [(k — 1) (p — 1) p|/2 graus de
liberdade. Este nimero de graus de liberdade é facilmente obtido subtraindo o
numero de parametros a estimar no caso irrestrito (Nivel 5) com o niimero a estimar

restrito a Hepc.

Flury (1986b) obteve a distribui¢do assimptotica dos estimadores Kz e ,@ Para
apresentar a distribuicao assimptoética de ,@, Flury (1986b, 1988, pags. 76 e 79)
utilizou o operador vec (ver Apéndice A).

Os resultados principais encontram-se no teorema seguinte.
Teorema 2.2 (distribuigao assimptoética dos estimadores do modelo CPC,
Flury, 1986b, 1988, pags. 74—80) Suponha-se que sao verificadas as condigoes do

modelo (2.3) e a notagao introduzida na Subsecgao 3.1. Entao, quando o min (n;) —

oo resulta que

1. as pk variaveis y/(n; — 1) (5\1] - )\Z-j) tém distribuicao assimptotica N (0, 2)7;),

sao independentes entre si e também independentes de ,/[;;

2. a distribuigao assimptotica de /(n; — 1)vec <,/[§ - ,8) é uma N(O,,,VB).

A matriz de covariancias V 5 ¢ uma matriz (p? x p?) e tem na entrada (m,m)

B

p
a matriz | Y Hmj,Bj,B;F ,(p X p), enquanto que na entrada (m,j) tem-se a
j=1

Jj#Em
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k =117t
matriz (—Qm]ﬂjﬂz), (p X p), com O,; = [Z (@%) ] ¢

=1
. Ao Ao

97(;)- = Ti_lim Y m # j.
! (Nim — Aij)”

A demonstragao destes resultados encontra-se em Flury (1986b, 1988, pags. 74-80).

2.3.3 Exemplo

Com esta subseccao pretendemos ilustrar a aplicacao do modelo das CPC. Para
isto selecciondmos um exemplo que possibilitasse recorrer a representacoes graficas.
Como vimos no Capitulo 1, estas representacoes permitem avaliar visualmente se a
escolha deste modelo é ou nao adequada para os dados em estudo. Este exemplo

serd posteriormente, nesta tese, objecto de uma anéalise mais detalhada.

Em Flury (1988, pags. 85-99) encontram-se outros exemplos onde o modelo CPC
se mostra como uma boa alternativa para a modelacao da estrutura de covariancias

dos grupos.
Exemplo 1 (Hemofilia)

Para a ilustracao do modelo das CPC seleccionamos a situagao mais simples onde é
possivel aplicar a técnica das CPC, o caso em que se observam apenas duas variaveis

em dois grupos.

Estes dados foram também estudados por outros autores mas no contexto da andlise
discriminante. Nesses estudos pretendia-se discriminar as mulheres portadoras de
hemofilia das nao portadoras desse gene recessivo. Podemos citar por exemplo, os
autores Hermans e Habbema (1975) e Pires (1995) entre os que analisaram os dados
nesse contexto. Estes estudos foram possiveis apos Zimmerman et al. (1971) e de
Bouma et al. (1975) concluirem que a observagio de duas variaveis, com anélises

sanguineas, permitia inferir sobre a capacidade de coagulacao.

Neste conjunto de dados constam dois grupos, constituidos por 30 mulheres nao
portadoras (Grupo 1) e 22 mulheres portadoras desse gene (Grupo 2). As obser-
vagoes dos logaritmos (na base 10) das duas variaveis, FactorVIII-actividade (x;) e

FactorVIII-antigene (z5) encontram-se no Apéndice B.

A modelacao da estrutura de covariancias é fundamental para a construgao da regra
discriminante. Caso a hipotese da igualdade das covariancias nao seja confirmada
por estes dados, a regra discriminante quadratica, construida supondo as covarian-

cias diferentes, pode nao estar a respeitar o principio da parciménia. O modelo
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das CPC podera eventualmente ser uma alternativa intermédia e servir de ponto

de partida para a construcao doutra regra discriminante mais simples. Na Figura
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Figura 2.1: Elipses correspondentes a distdncia de Mahalanobis constante e eixos das CP.

2.1 apresentamos as observacoes, sobrepondo as elipses com distancia de Maha-
lanobis amostral constante. Este tipo de representagao, usado pela primeira vez por
Hotelling (1933) no contexto das componentes principais, permite avaliar visual-
mente a adequacao do modelo das componentes principais comuns aos dados. Os
contornos representados correspondem a (x — %;)" S;% (x — X;) = 4, com X; 0 vector
média amostral e S; a matriz de covariancias amostral do grupo 7« = 1, 2. Incluem-se
ainda os eixos principais dessas elipses que indicam as direccoes das componentes

principais. Da observacao da Tabela 2.1 ressalta a semelhanca entre as componentes

Grupo 1 Grupo 2

CPy CPo CPq CP2o
valores proprios  0.036  0.002 0.030  0.008

vectores proprios
logioxy 0.671 0.741 0.639 0.769
logioxa 0.741 -0.671 0.769 -0.639

Tabela 2.1: Anélise em CP para cada grupo em separado.

principais dos dois grupos. As direccoes quase paralelas dos eixos das duas elipses
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da Figura 2.1 também reflectem esta constatacao. Além disso, se observarmos as
estimativas das componentes principais obtidas com a matriz de covariancias com-
binada (Tabela 2.2), Sp = %, verificamos as semelhancas entre estes eixos
e os obtidos com as andlises para cada grupo separadamente, confirmando a even-

tual validade de Hepe (Krzanoswski, 1984).  Assim, parece estarmos na presenga

CPq CPo

valores proprios 0.035 0.005

vectores proprios
logroT1 0.661 0.750
logroTa 0.750 -0.661

Tabela 2.2: Analise em CP obtida da matriz Sp.

0.4

0.2
0.2

logx2
0.0

logx2
0.0

-0.2
-0.2

-0.4
-0.4

-0.6
-0.6

0.8
1
0.8
1

-08 -06 -04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6 -08 -06 -04 -02 00 0.2 0.4 0.6

logx1 logx1

Figura 2.2: Elipses correspondentes a distancia de Mahalanobis constante, sob CPC, e
eixos das CPC.

de um conjunto de dados para o qual o modelo das CPC é realmente alternativa.
Veja-se ainda na Figura 2.2 como os eixos das novas elipses calculadas através de
(x—%;)T8;(x —%;) = 4, com 3; a estimativa da matriz de covariancias sob o mode-
lo das CPC, nao estao muitos rodados em relacao aos da Figura 2.1. As elipses da

Figura 2.2 tém, por defini¢ao, os eixos paralelos.
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Para a estimacao das matrizes 3;, sob a validade do modelo CPC, utilizamos o
programa da autoria de Phillips (1994). Este programa encontra-se no seguinte en-
derego da “internet”, <htpp://wbar.uta.edu/software/cpc.htm>. Para além
das matrizes f)z-, dos eixos principais comuns e respectivas variancias para cada
grupo, este programa também fornece o resultado do teste de razao de verosimi-

lhangas apresentado em (2.17).

Também é possivel obter as estimativas de (A;, 3) através do programa S-PLUS
2000. Este programa permite construir uma regra discriminante sob a validade do
modelo CPC. Para isso utiliza-se o comando discrim, especificando que a estrutura

de covariancias satisfaz o modelo CPC, e uma das saidas deste comando ¢ (A;, 3).

Os resultados da estimagao dos vectores proprios comuns e valores proprios associa-

dos para cada grupo, sao apresentados na Tabela 2.3. A adequacao do modelo CPC

vectores proprios valores proprios
logior1 0.669 0.744 Grupo 1 0.036 0.002
logiora 0.744 -0.669 Grupo 2 0.030 0.008

Tabela 2.3: Analise em CPC.

para estas observacoes é confirmada pelo teste de ajustamento de Hepc. Obteve-se
para valor observado da estatistica 0.072, o que confrontado com os quantis de um

X%1) traduz um wvalor-p da ordem dos 78%.

2.3.4 Revisao bibliografica

Nesta subseccao pretendemos apresentar os trabalhos existentes sobre o tema das
componentes principais comuns. Sobre cada trabalho sera feita uma breve descricao

e tecem-se também alguns comentarios que parecam relevantes.
Por ordem cronolégica, temos:

Krzanoswski, W. J. (1979). Between-groups comparison of principal com-

ponents.

Este foi o primeiro trabalho onde se tentou encontrar componentes principais para k
grupos. A ideia de Krzanoswski foi criar um subconjunto ¢-dimensional, do espaco
original p-dimensional, que fosse comum as populacdes. A comparagao dos k sub-
espacos foi feita a custa dos angulos minimos entre eles. Para isso, considerou para

todos os k grupos s6 as primeiras ¢ componentes principais. Representou por Ly
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(para o grupo t) a matriz onde a entrada (i, j) tem o valor da j-ésima componente
do vector proprio correspondente ao i-ésimo valor proprio (t = 1,...,k). O angulo
minimo entre um vector arbitrario do espaco inicial, b, e outro com direc¢ao proxima
do paralelo no subespaco das ¢ componentes é dado por § = cos_l(blTLtTLtbl)%.

Nesta expressao by é o vector proprio correspondente ao maior valor proprio de H =

k
" LTL;. Isto significa que, no caso particular do vector arbitrario ser by o angulo
=1
alcancado é¢ minimo. Com by, vector proprio associado ao segundo maior valor
proprio (com direcgao ortogonal a de by), substituido na expressao do argumento do
arco coseno encontra-se o angulo imediatamente superior ao anterior. Este processo

é continuado até ao tltimo valor (vector) proprio da matriz H.

Esta abordagem apresenta problemas quando os valores proprios ¢ e (¢+ 1) sdo pro-
ximos para um determinado grupo. Neste caso a instabilidade dos vectores proprios
podera originar angulos entre os subespagos (¢-dimensionais) demasiado grandes e
conduzir erradamente & nao aceitacao do subespaco comum. Para o caso em que
o subespaco comum parece funcionar, Krzanoswski também nao propds nenhum
método para a estimacgao das matrizes de covariancias. No entanto, este trabalho
teve o mérito de levantar o problema da comparacao das componentes principais
de varios grupos, que foi e ainda continua a ser um tema que merece a atencao da

comunidade estatistica.

Como aplicacao o autor utilizou um conjunto de dados relacionados com os resulta-
dos obtidos por alunos venezuelanos em escolas localizadas no norte de Inglaterra.
No estudo de Krzanoswski intervieram 3 escolas e a anélise foi desenvolvida a partir

do resultado da observacao de 8 variaveis.

Krzanoswski, W. J. (1982). Between-groups comparison of principal

components-some sampling results.

Neste trabalho Krzanoswski investigou o comportamento de d com um processo
de simulacao. No delineamento da simulacao incluiu diferentes valores para ¢, p,
considerou amostras de véarias dimensoes e varias estruturas de covariancias, mas

sempre para o caso de k = 2.

Os resultados da simulacao permitiram a Krzanoswski dar um valor limite para o

angulo J, ou seja, uma tolerancia para o valor do dngulo minimo.

Flury, B. N. (1983a). Some relations between the comparasion of covari-

ance matrices and principal component analysis.

Neste trabalho Flury tentou evidenciar a importancia da comparacao de varias ma-

trizes de covariancias. Normalmente este tema so era estudado pelos estatisticos com
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a finalidade de validar, ou nao, a igualdade das matrizes de covariancias, condicao
necessaria para alguns dos procedimentos estatisticos multivariados. Flury tentou
realcar a importancia da comparacao de duas matrizes de covariancias, encarando
este problema como uma generalizacao da analise em componentes principais para

mais grupos.

Baseado no teste de Roy (1957, pag. 28), teste de unido—interseccao, para a igual-
dade de matrizes de dispersao, Flury sugeriu a utilizacdo da matriz A = 3, '3,
para uma comparacao mais geral. A analise das combinacoes lineares dos vectores
proprios desta matriz é 1til, segundo este autor, para casos em que 3; # ¥,. No
entanto, tudo foi proposto para o caso particular de dois grupos. Caso as duas ma-
trizes de covariancias tenham eixos principais idénticos, Flury provou que a matriz
A é simétrica, os seus vectores proprios formam uma matriz ortogonal e 3y e X,
sao comutaveis. A equivaléncia das trés condicoes referidas anteriormente permitiu

definir quatro graus de similaridade para as matrizes de covariancias.

Foi ainda apresentada uma aplicac¢do aos dados de Flury e Riedwyl (1983 e 1988).
Estes dados resultam de um estudo sobre notas Suigas. Neles intervéem 2 grupos

(notas verdadeiras e notas falsas) e 6 variaveis.
Flury, B. N. (1984). Common principal components in k£ groups.

Neste trabalho, Flury incluiu os resultados de um relatério técnico (“technical re-
port”) publicado em 1983, Flury (1983b). O autor utilizou a denominagao de compo-
nentes principais comuns para o modelo que generaliza o método das componentes
principais. A justificacdo apresentada para esta designacao assenta no facto das
colunas de (3, matriz ortogonal que diagonaliza todas as matrizes de covariancias
serem as direccoes dos cosenos directores dos eixos rodados. As variaveis simultane-
amente transformadas, U; = 87X, foram designadas por componentes principais
comuns. Para o caso particular de k vectores aleatérios normalmente distribui-
dos, Flury derivou as equacoes de verosimilhanca e respectivas estimativas. Para a
obtencao destas estimativas o autor indica a utilizacao de um algoritmo construido
por Flury e Gautschi (1984), designado por algoritmo F-G. Derivou ainda a estatis-
tica do teste de razao de verosimilhancas para avaliar a validade do modelo das

componentes principais comuns.

Para demonstrar o bom desempenho pratico deste modelo, Flury escolheu trés exem-
plos de dados multivariados, bastante utilizados noutros contextos da anélise mul-
tivariada. Estes foram os dados Iris (Anderson, 1935 e Fisher, 1936), os referentes
aos ossos de martas Norte Americanas (Jolicoeur, 1963) e as observacoes das no-

tas Suigas (Flury e Riedwyl, 1983 e 1988). Flury salientou que o emprego desta
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nova metodologia proporciona maior estabilidade nas estimativas (menor varian-
cia), comparativamente com o caso das componentes principais em separado. Isto é

uma consequéncia directa da reducao paramétrica.

Como trabalho futuro Flury da a indicacao de um modelo de CPC com restri¢oes
incorporadas que permitam a ordenacao parcial das variancias das componentes

PTINCIPais.

Krzanoswski, W. J. (1984). Principal component analysis in the presence

of group struture.

Na continuacao dos trabalhos de Flury, Krzanoswski propos, o uso de outro esti-
mador construido & custa das componentes principais da matriz T = ) . |'S;, de
forma a evitar o processo iterativo necessario para a estimacao das matrizes de cova-

riancias. A justificacdo para o emprego deste estimador baseia-se na constatacao de
k k

que, sob a validade do modelo Hepe, Y. 8728 =3 A; = A, isto ¢, B"AB = A
i=1 i=1

com A = Zle 3;. O facto da matriz T ou qualquer outra combinacao linear
das k matrizes ser diagonalizavel com a matriz ortogonal 3, pode ser usado para
avaliar a validade do modelo. A proposta de Krzanoswski foi utilizar a matriz T e
a matriz de covariancias combinada usual Sp. A concordancia ou nao dos vectores
proprios (componentes principais) de ambas funciona como um indicador da vali-
dade do modelo, exceptuando o caso em que o nimero de elementos em cada grupo

¢ 0 mesmo.

O autor comparou os resultados obtidos para a matriz B com o seu processo de
estimagao e o preconizado por Flury (1983b). Os dados analisados em Flury (1983b)
foram todos os referidos em Flury (1984), mais os de Jolicoeur e Mosimann (1960)

referentes ao estudo de tartarugas.

Flury, B. N. e Constantine G. (1985). Algorithm AS 211: the F-G diago-

nalization algorithm.

Neste trabalho é apresentado o algoritmo que permite a obtencao das estimati-

vas de méaxima verosimilhanca dos parametros 3 e A;, para ¢ = 1,...,k, referido

no trabalho anterior. Com este algoritmo tenta-se encontrar uma matriz orto-
k —

gonal B tal que @ (B) = [ [det (diag (B"S;B)) /det (Si)](nl D seja minimo, com

i=1
S; € PDS(p). O processo implementado é semelhante ao método de Jacobi, mas

generalizado de forma a permitir a diagonalizacao de k£ matrizes em simultaneo.
Para isso, constroem-se rotagoes com todos os pares de vectores ortogonais de B. E

apresentado o codigo de programa em linguagem Fortran 66.
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O desempenho deste algoritmo é testado com dois exemplos, ambos com 2 popu-

lacoes, tendo um dimensao 2 e o outro dimensao 4.

Flury, B. N. e Gautschi W. (1986). An algorithm for simultaneous or-
thogonal transformation of several positive definite symmetric matrices
to nearly diagonal form.

Neste trabalho foi exposto o algoritmo F-G com bastante pormenor. A motivagao
para este algoritmo baseia-se no facto da solucao pretendida, que resolve o sistema

(2.11), ser também a solugao de um outro problema de dimensao 2.

Para construir este procedimento numérico é necessario um critério que avalie quanto
as matrizes se desviam da forma diagonal. Considerando F € PSD(p), uma medida
do desvio em relagao a forma diagonal é
det (diag (F))
¢ (F) = ——=—,
det (F)

com ¢ (F) > 1, sendo a igualdade alcan¢ada quando a matriz é diagonal.

Generalizando este resultado para as k matrizes F; = 3'S;3 € PSD(p), uma medida
dos seus desvios simultaneos em relacao a forma diagonal é a apresentada em (2.13).
Como referimos anteriormente, a minimizagao de (2.13) permite encontrar os EMV.

Foi esta a via escolhida pelos autores para obter estes estimadores.

Este algoritmo é constituido por dois algoritmos separados, algoritmo F (nivel ex-

terno) e algoritmo G (nivel interno), que minimizam (2.13) iterativamente.

No nivel F, todos os pares (f}, f;) de vectores colunas da aproximagao actual de F sao
rodados de forma a satisfazer a correspondente equagao (2.11). Cada passo deste

algoritmo é composto por rotagoes dos [p (p — 1) /2] pares de colunas de F a estimar.

Quanto ao nivel G, neste processo iterativo procura-se encontrar uma matriz orto-
gonal (2 X 2) que resolva um sistema bidimensional analogo a (2.11). Isto justifica-se
pelo facto de, considerando H = (f; : f;) e \;; como definido em (2.10), f; e f; sdo as

solugbes desejadas se e 80 se a matriz T (2 x 2) definida por

é diagonal, com T; = H'S;H.
Foi também feito um estudo sobre a convergéncia e unicidade do algoritmo F-G.
A eficacia deste algoritmo é testada recorrendo a um exemplo com 2 populacgoes e 6

variaveis.
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Flury, B. N. (1986b). Asymptotic theory for common principal compo-

nents analysis.

Neste trabalho Flury desenvolveu um estudo inferencial dos estimadores de maxima
verosimilhanca, A; e 8, do modelo das CPC, tendo deduzido a sua distribuicao as-
simptotica. Os resultados mais relevantes encontram-se no Teorema 2.2, apresentado

na Subseccao 3.2.

No que diz respeito aos valores proprios, o resultado da distribuicao assimptotica é
facilmente obtido como consequéncia da convergéncia assimptotica de (n; —1)S; para
a normalidade, isto quando n; — oco. Em contrapartida, no que refere a distribuicao
assimptotica dos vectores proprios, a sua dedugao é um pouco mais trabalhosa, mas
possivel com a generalizacao do resultado de Anderson (1963) para as componentes

PTINCIPais.

Para além dos resultados anteriores, Flury também construiu um teste de hipoteses
para os vectores proprios comuns. Este novo teste generaliza o teste de Anderson
(1963) o qual assume que o j-ésimo vector proprio, por exemplo, é igual a um
determinado vector fixo. No teste de Flury fixa-se, em simultaneo, os valores de

(¢ < p) vectores proprios.

Flury apresentou ainda um teste para avaliar a redundancia de um subconjunto
(p—q) das componentes principais comuns, assim como um outro teste para verificar
a esfericidade deste subconjunto de componentes. Neste tltimo caso pretende-se
testar
Hs:)\i,q—l—lza---a:)\i,pa ’Lzl,,k

Por 1ltimo, o autor apresentou a ilustragao dos procedimentos teéricos derivados.
Para isto utilizou o exemplo de Jolicoeur e Mosimann (1960), o qual é normalmente
usado no contexto da analise em componentes principais. Para aplicar o modelo

CPC, Flury considerou 2 grupos, um referente aos dados das tartarugas do género

feminino e o outro com os dados do género masculino.

Manly, B. F. J. e Rayner, J. C. W. (1987). The comparison of sample

covariance matrices using likelihood ratio tests.

Neste trabalho os autores mostram como o resultado do teste de razao de verosimi-
lhancas, para a comparacao de k£ matrizes de covariancias, pode ser mais informativo
adoptando uma particao especial da estatistica de teste. Manly e Rayner optam por

um sistema hierarquico com os seguintes niveis:

Nivel 0: matrizes de covariancias iguais;

Nivel 1: matrizes de covariancias proporcionais;
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Nivel 2: correlacdes iguais, i.e., C,XC; com C; = diag(c;;) para i =
1,...,kej=1,...,p;

Nivel 3: matrizes de covariancias diferentes.

Designando por I; o maximo do logaritmo da verosimilhanca sob a validade do
Nivel 7, = 0,...3, e como os quatro niveis constituem uma estrutura encaixada,
vem que lop < [; < Iy < [3. Além disso, caso o modelo do Nivel 7 seja correcto,
Tiv1 = 2(li41 — ;) tem distribuigdo assimptética qui-quadrado com o nimero de
graus de liberdade igual a diferenca entre os parametros a estimar sob os modelos
(i+1) ed. A estatistica soma, T* = Ty + Ty + T3, ¢ a usualmente utilizada nos testes

de razao de verosimilhancas para avaliar as diferencas entre matrizes de covariancias.

Os autores propoem um teste sequencial, comecando por testar a validade de T.
Quando o resultado do teste é significativamente grande assume-se que as matrizes
de covariancias tém correlagoes distintas, terminando o teste. Caso o resultado do
teste nao seja significativo para rejeitar esta hipotese, entao Ty é testado. Quando
o resultado de Ty é significativo, assume-se que as variancias sao diferentes mas as
correlacoes iguais terminado o tese. No caso contrario, segue-se com o teste 77. Um
resultado significativo neste teste leva a concluir a proporcionalidade das matrizes

de covariancias, e no caso contrario ¢ assumido a igualdade das k£ matrizes.
Foi feita uma aplicagao a um exemplo com 2 grupos em dimensao 8.

Flury, B. N. (1987a). Two generalizations of the common principal com-
ponents model.

Foi neste trabalho que pela primeira vez Flury propds o modelo das componentes
principais comuns parciais. Este modelo, o Nivel 4 do sistema hierarquico de Flury
apresentado na Sec¢ao 2, assume que apenas ¢ vectores proprios sao comuns a todas
as matrizes ¥;, e permite que os restantes (p—q) difiram com o grupo. Esta ideia tem
algumas semelhancas com as de Krzanowski (1979). Como vimos anteriormente, este
ultimo autor, tentou analisar o subespaco gerado pelos primeiros ¢ vectores proprios

de cada grupo.

Foi feita a deducao dos EMV para o modelo CPCP. O estudo da validade deste
modelo foi feito com base em duas estatisticas de razao de verosimilhancas, sendo
uma exacta e outra aproximada. Além disso, foi proposto ainda um teste para
avaliar a validade de um modelo anélogo ao preconizado por Krzanowski (1979),

designado por modelo com g componentes principais com espago gerado comum.

Para aplicacao dos resultados obtidos, o autor seleccionou os dados estudados por

Airoldi e Hoffmann (1984). Neste caso tem-se um problema com 4 grupos em di-
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mensao 4.

Flury, B. N. (1987b). A hierarchy of relationships between covariance
matrices.

O autor introduziu pela primeira vez o seu sistema hierarquico, formado com os
5 niveis apresentados na Seccao 2, deste capitulo. Além destes modelos, é ainda
referido o modelo das ¢ componentes principais com espago gerado comum, Flury
(1987a), representado por CS(q) e localizado entre o Nivel 4 e o Nivel 5. Para esta

MODELO A MODELO B gl

igualdade proporcionalidade & —1

proporcionalidade CPC (p—-1(k—-1)

CpC CPCP(q) sk=Dp-9P-qg-1)
CPCP(q) CS(q) s(k=1)q(g—1)

CS(q) arbitrarias (k—1)q(¢g—1)

Tabela 2.4: Decomposicao do teste de razao de verosimilhancas para a igualdade de k

matrizes de covariancias.

estrutura encaixada, o autor propos novos testes de razao de verosimilhancas. Na
mesma perspectiva de Manly e Rayner (1987), Flury indica uma decomposi¢ao da
estatistica de teste para avaliar a validade, ou nao, dos niveis por ele sugeridos.
Na Tabela 2.4 apresentamos um esquema com os testes propostos, assim como os

respectivos graus de liberdade (g.l.) associados a cada um deles.

Para avaliar o desempenho do novo sistema hierarquico, Flury utilizou os dados de
Flury (1987a).

Keramidas, E. M., Devlin, S. J. e Gnanadesikan, R. (1987). A graphical
procedure for comparing the principal components of several covariance
matrices.

Segundo estes autores, até a data deste trabalho pouca atencao foi dispensada ao
estudo do grau de semelhanca entre as componentes principais de varios grupos. De
forma a contrariar esta tendéncia, foi proposto um método grafico para comparar
varias matrizes de covariancias, em termos da orientacao dos seus vectores proprios.
O processo grafico indicado aplica a técnica designada por papel de probabilidade
para a distribuicao Gama. Com este método é possivel quantificar o valor do angulo
entre dois vectores. Um destes vectores é uma das componentes principais e o outro
é um vector chamado “tipico”. Para Keramidas et al. (1987), um vector “tipico” é

aquele que mais se aproxima da mesma componente principal em todos os k grupos.
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Para a construcao deste vector “tipico” os autores sugerem procurar, para cada

grupo, um vector que minimize o angulo entre si e o j-ésimo vector proprio.

Os autores propoem ainda uma extensao deste método, para a comparacao de um
conjunto de varios vectores proprios em simultaneo nos k£ grupos, i.e., quando a
estrutura p-dimensional inicial permite a decomposicao em varios subespacos esféri-

COS.

No entanto, este método é puramente analitico, no sentido em que nao foi desen-
volvido nenhum modelo estatistico. Além disso, tem a desvantagem de s6 poder ser

utilizado quando os valores proprios estao bastantes separados.

Com o objectivo de avaliar o comportamento do processo grafico proposto, os au-
tores desenvolveram estudos de Monte Carlo para varias situagdes. Variaram as
matrizes de covariancias, o nimero de observacoes, o nimero de populagoes, a di-
mensionalidade do espago das variaveis e a distribui¢ao dos dados. Utilizaram ainda
dois exemplos reais. Um deles trata da avaliacao feita por alunos universitarios aos
seus professores, com 7 grupos e dimensao 10. O outro exemplo com 15 grupos em
dimensionalidade 5 foi também estudado por Chen et al. (1974).

Airoldi, J. P. e Flury, B. N. (1988). An application of common principal
component analysis to cranial morphometry of Microtus californicus and M.

ochrogaster (Mammalia, Rodentia).

Para estes autores, os modelos das CPC e das CPCP sao boas alternativas para
modelar o grau de semelhancas entre as componentes principais de varios grupos.
Como ja vimos, estes métodos admitem que todas as componentes, ou parte delas,
sao comuns aos k grupos, sendo as discrepancias, essencialmente, consequéncia da

variabilidade amostral.

Embora varios outros autores tenham também tratado exemplos com £ grupos,
normalmente as componentes principais sao construidas a partir da matriz de co-
variancias combinada ou entao agrupam-se todos os dados num s6 grupo. Neste

trabalho é bem realcado que estas vias nao conduzem a bons resultados.

Foram apresentados os resultados teéricos que permitem o calculo dos erros padrao

associados aos valores e vectores proprios.

Os autores realcaram ainda que, quando as componentes principais variam com o
grupo entao, as CPC vao sofrer maior influéncia dos grupos com valores proprios

mais separados.

No exemplo escolhido, tridimensional e com 4 grupos de pequenos roedores (géneros
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feminino e masculino das espécies “Microtus californicus” e “Microtus ochrogaster”),
foram comparadas as analises em CP, CPC e CPCP. Dos resultados obtidos, foi pos-
sivel concluir que os novos métodos originam estimativas das componentes principais

com menores erros padroes do que a anélise em CP para cada grupo isoladamente.

Schott, J. R. (1988). Common principal components subspace in two

groups.

Este trabalho desenvolveu-se tendo em linha de conta que a analise em componentes
principais € um bom instrumento para diminuir a dimensao do problema em questao.
Esta ideia pode ser facilmente alargada para problemas com 2 ou mais grupos.
Nestes casos, o subespaco gerado por um subconjunto das p componentes principais,

q, deve ser o mesmo em todos os grupos.

Este problema tinha sido estudado por Flury (1987b). O que Schott indica neste
trabalho é um procedimento aproximado para testar a hipotese de espaco comum,

para problemas com 2 grupos.

Assim, sendo
2 =P.AP], 2= QAQ]

P* = (P*1P*2), Q* - (Q*IQ*2)7

com P,; e Q,; matrizes (p X ¢), a hipotese a testar é
Hy(q): P = QuRy, com Ry (¢ X q) e ortogonal.

Seja ainda K uma matriz ortogonal de tal modo que
(1 = 1)1 + (n2 — )Ey) /(m1 + 1y — 2) = KAK,

com A diagonal, K = (K;K3) e K; e K, definidas como anteriormente. No caso de
Hy(q) ser verdadeiro vem que, K, KT = P,,PL, = Q,,QZ,, e o subespago comum
pode ser calculado como V = {u € kP : K K'u = u}. Sendo 1" a estatistica deste

teste, o autor usou uma aproximacao para 7.

Convém realcar que o procedimento preconizado por Schott nao é igual ao proposto
por Flury (1987b). O teste Hcs(g) de Flury (1987b) nao especifica quais sao as

componentes principais que formam o subespaco para cada grupo.

Schott fez ainda um estudo de simulagao e uma aplicacao a um exemplo real. Esse

exemplo foi o estudado por Flury (1987a).
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Flury, B. N. (1988). Common principal components and related multi-

variate models.

Neste livro encontra-se todo a teoria desenvolvida por Flury no estudo de estruturas
de covariancias. Todos os resultados teoricos, distribuicoes assimptoticas e testes de
razao de verosimilhancas, para o sistema hierdrquico deste autor, sao apresentados.
Incluem-se também todos os exemplos referidos nos trabalhos prévios deste autor.
O algoritmo F-G é apresentado, assim como todo o estudo de convergéncia deste

algoritmo.

No Capitulo 7 o autor apresenta novos problemas e algumas questdes em aberto. O
primeiro dos topicos sugeridos por Flury para trabalho futuro, trata da estimacao ro-
busta das CPC. Isto demonstra a relevancia da estimacao robusta das componentes
principais comuns. O autor realca bem o quanto é importante encontrar novos pro-
cedimentos estatisticos, robustos, que nao sejam muito afectados pela presenca de

observacoes discordantes ou pela nao normalidade dos dados.

Krzanowski, W. J. (1990). Between-groups analysis with heterogeneous

covariance matrices: The common principal components model.

Neste trabalho Krzanowski aplicou o modelo das componentes principais comuns,
como ponto de partida para a andlise de varidveis candnicas. Como é sabido, nas
varidveis canonicas € imposta a igualdade das matrizes de covariancias. Admitindo
que p variaveis sao recolhidas em n individuos, e “a priori” sao feitas divisoes dos
individuos em k£ grupos, o objectivo da anélise em varidveis candnicas é analisar as
diferencas entre grupos. Normalmente, este método estatistico assume que 3; = 3,
para todo o i. Mas, muitas vezes na pratica esta situacao nao se verifica. Como
alternativa, Krzanowski sugere a utilizacao dos modelos intermédios do sistema hie-
rarquico de Flury (1987b, 1988, pags. 60-62), em particular o modelo das CPC.
Sob a validade do modelo CPC, o autor desenvolveu dois métodos para analisar as
diferencas entre os grupos. Um deles é uma extensao do método de Campbell e
Atchley (1981), o qual usa uma anélise sequencial em componentes principais. O
outro método baseia-se numa nova definicao de distancia entre grupos, em vez da

usual distancia de Mahalanobis, trata-se da distancia de Matusita (1956).

O autor utilizou os dados referidos em Krzanowski (1979) para ilustrar estes novos

procedimentos.

Schott, J. R. (1991). Some tests for common principal components sub-

spaces in several groups.

O autor generalizou o teste que tinha proposto em 1988, s6 com 2 grupos, para k

34



grupos. Para isso, utilizou novamente uma estatistica de teste aproximada.

Como é do conhecimento geral em alguns problemas é conveniente construir as
componentes principais a partir das matrizes de correlagoes. Schott, neste trabalho,

construiu também um teste de hipdteses que se aplica nesta situacao.

O autor apresentou ainda os resultados de um estudo de simulagao que permitiram

avaliar a qualidade da aproximacao da sua estatistica de teste.

Klingenberg, C. P. e Zimmermann, M. (1992). Static, ontogenetic, and
evolutionary allometry: A multivariate comparison in nine species of

water striders.

Neste trabalho foi aplicado o método das CPC a dados bioldgicos. O objectivo
deste estudo é a andlise de dados morfologicos recolhidos em 5 larvas de 9 espécies
dos insectos “Heteroptera: Gerridae”. Além disso, ainda foram incluidas 2 espécies

criadas em laboratorio. Foram formados 3 grupos:

1. “static allometry”: variacao da estrutura dentro da larva;

2. “ontogenetic allometry”: variacao da estrutura dentro de determi-

nada espécie, incluindo todas as larvas;

3. “evolutionary allometry”: variacao da estrutura entre espécies,

dentro de determinada larva.

Devido a forma como o problema estd estruturado, os dados nao podem seguir a
distribuicao normal multivariada. O que deve modelar estas observacoes é uma
mistura de varias distribui¢oes. Os autores referem que, por exemplo, os dados da
Classe 3 formam 5 agrupamentos distintos para cada espécie em estudo (Zimmer-
mann, 1987). Assim, Klingenberg e Zimmermann realcam que nao é correcto aplicar
a metodologia de Flury para calcular os erros padrdes ou efectuar o teste de razao
de verosimilhancas para avaliar o modelo CPC. Por esse motivo aplicaram métodos
de “jackknife” e de “bootstrap” (Efron e Tibshirani, 1986).

Os autores salientam um problema que pode ocorrer com o método “bootstrap”, con-
sequéncia das reduzidas dimensoes amostrais. Nestas situagoes, existe uma grande
probabilidade de pelo menos uma das matrizes de covariancias amostrais nao ser
definida positiva (Daudin et al., 1988).

Klingenberg e Zimmermann tentaram explicar eventuais relacoes entre os 3 grupos

construidos através das componentes principais comuns.

Yvan, K. H. e Bentler, P. M. (1994). Test of linear trend in eigenvalues of
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k covariance matrices with applications in common principal components

analysis.

Como referimos anteriormente, Flury (1986b) derivou uma estatistica de teste para
avaliar a esfericidade do subconjunto das (¢ — p) componentes principais comuns.
Neste teste avalia-se a igualdade dos valores proprios correspondentes, para cada
grupo. Yvan e Bentler, por seu lado, propoem um novo teste. Na opiniao destes
autores é mais realista os valores proprios apresentarem uma tendéncia linear, do
que a igualdade sugerida por Flury. Neste caso existem a;, b; e <x§i), e ,:Eé”), tais

que para (j < i;) a hipdtese a testar é traduzida por
Hl . )\i,q—l—j =aqa; + bzl'gz), 1= 1, ey k.

Caso esta hipotese nao seja rejeitada, os autores sugerem o teste Hy, : b; = 0. Note-se

que a nao rejeicao desta ultima hipdtese leva-nos a proposta de Flury (1986b).

Com a validade de H; a decomposicao espectral de X; fica
q p—q ‘
Y= Z )\ij,Bj,B]T + Z (ai + bmi”) ,3q+t:8qT+t L i=1,....k,
Jj=1 t=1

condigao esta que os autores introduziram na equacao referida em (2.8). Criaram
assim um novo sistema de equacgoes de verosimilhanca. Efectuaram o estudo dos
EMV resultantes deste modelo, o modelo das CPC com a hipotese H; adicional. Foi
feito ainda um estudo das propriedades assimptoticas dos estimadores, assim como

construida a estatistica para testar H;.

Yvan e Bentler também desenvolveram uma metodologia semelhante para o caso da
validade das CPCP.

Para exemplificacao da metodologia desenvolvida, Yvan e Bentler escolheram o
exemplo de Joreskog e Sorbom (1979, pag. 202), o qual tinha sido tratado por
Joreskog mas no contexto da andlise factorial. Seleccionaram 3 dos 4 grupos com

dimensao 9 e concluiram que o seu modelo é adequado.

Klingenberg, C. P., Neuenschwander, B. E. e Flury, B. N. (1996). On-
togeny and individual variations: Analysis of patterned covariance ma-

trices with common principal components.

Os autores propuseram uma generalizacao do modelo CPC a dados longitudinais,
o que podera ser designado por andlise em componentes principais comuns para
grupos dependentes. Como Klingenberg et al. (1996) realgaram, em muitos estu-

dos de crescimento recolhem-se medi¢oes das mesmas espécies em diferentes estados
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ontogenéticos. Consequentemente, esses estados nao podem formar grupos inde-
pendentes. Nestes casos, existe um conjunto de k medidas (por exemplo o grupo
ou o estado de crescimento), cada um com as mesmas p variaveis, para todas as

observacoes.

Consideram-se entao kp variaveis simultaneas, com matriz de covariancias (kp x kp)
com (k x k) blocos. A dimensao de cada um dos blocos é (p x p). No caso de k = 2,

vem
211 E12

2321 222

Esta generalizacao do modelo CPC assume que todos as matrizes 3;; sao diago-
nalizdveis com a mesma transformacao ortogonal. No caso de £ = 2 a matriz de

covariancias (2p x 2p) depois de transformada fica

BTEB BTELAT
IBTEQLB BTE22B

com todas as matrizes A;; diagonais.

All A12
A21 A22

’

Foi feita uma aplicagao pratica desta metodologia a um exemplo da area da biologia.
Os dados sao relativos aos insectos “Heteroptera: Gerridae”, insectos que habitam &
tona da agua, em 6 estados diferentes de desenvolvimento (grupos). Foram obser-
vadas 4 variaveis em cada um dos estados e concluiram que o modelo proposto é

vantajoso na andlise deste tipo de dados.

Steppan, S. J. (1997). Phylogenetic analysis of phenotypic covariance
structure. I. Contrasting results from matrix correlation and common

principal components analysis.

Algumas técnicas quantitativas permitem compreender a macroevolucao dos orga-
nismos. Normalmente, estas técnicas assumem que as variancias e covariancias
genéticas se mantém constantes. Para avaliar a veracidade desta suposicao, o autor
introduziu duas novas técnicas filogenéticas. Estas novas técnicas, para o estudo
da evolucao da estrutura de covariancias, tém naturezas distintas. Uma delas é

heuristica enquanto que a outra segue uma abordagem estatistica.

Steppan desenvolveu o seu estudo baseado em 28 populacoes de roedores “Phyllotis”.
Nestas populagoes intervém 13 subespécies (diagnosticaveis) de 6 espécies biologicas.
Foram formadas classes de acordo com o desgaste e a erupcao molar dos “Phyllotis”.

Este estudo foi desenvolvido com base na observacao de 24 medicoes do cranio e do

maxilar destes roedores. O autor refere também a taxinomia que utilizou.

Steppan construiu matrizes de correlacoes com todas as variaveis. Comparou todos
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0s possiveis pares de matrizes de correlagoes para o seu esquema filogenético. Além
disso, efectuou também uma anélise em componentes principais comuns com 13
variaveis. Os resultados destas duas andlises nao foram concordantes. Contudo,
o autor refere que as CPC deve ser encaradas como uma alternativa viavel para

conjuntos de dados com grandes estruturas filogenéticas.

Schott, J. R. (1998). Estimating correlation matrices that have common

eigenvectors.

Neste artigo foi apresentado um método que permite obter estimadores de maxima
verosimilhanca das matrizes de correlagoes de k£ grupos, quando todas as matrizes
de correlacoes tém os mesmos vectores proprios. O autor estd assim a propor uma
variante do modelo das componentes principais comuns. Esta alternativa é impor-
tante para problemas onde a escala (ou ordem de grandeza) das variaveis em estudo

é muito diferente.

Considerando €2; a matriz de correlacoes de populacao i, entao
Hy, : Q; = PD,P" |

é 0 modelo preconizado por Schott. De forma aniloga ao modelo de Flury, apresen-
tado em (2.3), P é a matriz ortogonal construida com os vectores proprios comuns

e D; sao matrizes diagonais com os valores proprios de cada grupo.

Schott, sugere aplicar o algoritmo F-G para encontrar uma estimativa inicial de
P e D;. Além disso, indicou um processo para obter estimadores mais refinados
destes parametros. Construiu ainda um teste assimptoético, de Wald, para avaliar a
validade de Hy,.

A adequacgao do modelo foi avaliada com dois exemplos. Os primeiros dados sao os
classicos dados Iris, e o segundo conjunto de dados pode encontrar-se em Morrison
(1990) ou em Altman (1968). No tltimo conjunto de dados intervém 2 grupos com

dimensao 5.

Sengupta, S. e Boyle, J. S. (1998). Using common principal components

for comparing GCM simulations.

Neste trabalho foi apenas feita uma aplicacao do modelo das componentes princi-
pais comuns, i.e., nao foram adicionadas contribuicoes teéricas sobre este tema. A
necessidade do uso das CPC foi sentida num trabalho da area da meteorologia. Foi
necessario confrontar os resultados da investigagao de varios AMIP (“Atmospheric
Model Intercomparison Project”). Do AMIP resultam infra—estruturas para a com-

paracao de modelos atmosféricos circulares gerais (GCM). Existe um nimero elevado
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de modelos para comparar e, como Sengupta e Boyle referem, a técnica das CPC é

bastante util.

No estudo desenvolvido por estes autores intervieram 30 modelos AMIP mais al-
gumas observacoes da precipitacao nos Estados Unidos. No total foi necessaria a
comparacao de 31 matrizes de covariancias com dimensao 120, porque foi recolhida

a média da precipitagao em 120 meses.

Os autores concluiram que o modelo das componentes principais comuns é bastante

eficaz para a comparacao dos resultados de um elevado nimero de GCM.

Phillips, P. C. e Arnold, S. J. (1999). Hierarchical comparison of generic
variance-covariance matrices. I. Using the Flury hierarchy.

Este é mais um trabalho que evidencia a importancia pratica do modelo das com-

ponentes principais comuns. Neste caso a area de aplicacao foi a Biologia.

Os autores pretenderam efectuar um estudo sobre matrizes de covariancias genéticas,
designadas por matrizes—G. Como referimos anteriormente, o estudo destas matrizes
¢ uma via para o conhecimento da evolugao das espécies. Uma possivel abordagem
é aplicar o sistema hierarquico de Flury (1987b, 1988, pags. 60-62). No entanto,
Phillips e Arnold salientam a necessidade da normalidade das observacoes para os
teste de hipoteses de Flury (1987b, 1988, pags. 82-85). Além disso, o niimero de
graus de liberdade da estatistica de razao de verosimilhancas, sob a hipdtese nula,
tem de ser conhecido. Para dados do tipo genético normalmente estas duas condigoes
nao sao satisfeitas. Em geral, a forma da distribuicao é desconhecida. Por outro
lado, o niimero dos graus de liberdade esta relacionado como ntimero de familias em
estudo, e o numero de individuos de cada familia. A distribuicao da estatistica de
teste parece ser um qui—quadrado mas, o nimero de graus de liberdade inadequado.
Para resolver este problema os autores propoem um novo teste de hipoteses cons-
truido com técnicas de reamostragem. E desenvolvido um procedimento aleatorio

que redistribui aleatoriamente as familias na populacao.

Como aplicagao pratica, Phillips e Arnold escolheram dados referentes ao estudo
da “Thamnophis elegans” (cobras americanas). O objectivo é a comparacao das
matrizes—G de duas populagoes que se encontram separadas aproximadamente 300
Km, e com sistemas ecologicos diferentes. Uma das populacoes habita no interior,

no estado da Califérnia, enquanto a outra é do litoral. Foram observadas 6 variaveis.

Arnold, S. J. e Phillips, P. C. (1999). Hierarchical comparison of generic
variance-covariance matrices. II. Coastal-inland divergence in the garter

snake Thamnophis elegants.
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Este trabalho segue a mesma linha do anterior, ou seja, aplica a metodologia hie-
rarquica de Flury (1987b, 1988, pags. 60-62). O objectivo dos autores é a compara-
coes das duas populacoes de cobras “Thamnophis elegans” referidas em Phillips e

Arnold (1999). E simplesmente feita uma aplicacdo pratica do modelo das CPC.
Achermann, R. R. e Cheverud, J. M. (2000). Phenotypic covariance

structure in Tomarins (genus saguinus): A comparison of variation patterns

using matrix correlation and common principal components analysis.

Achermann e Cheverud (2000) seguiram o trabalho de Steppan (1997). Os métodos
usados neste trabalho foram as componentes principais comuns e as matrizes de
correlagoes. Pretende-se relacionar espécies de saguins da familia “Callitrichidae”,
género “Saguinus”’. Neste estudo intervém saguins adultos e sao feitas 39 medigoes

em 848 cranios. Sao analisadas 6 espécies diferentes.

O modelo das CPC foi rejeitado, i.e., as diferentes espécies de saguins variam mas o
padrao de variagdao nao se encaixa em nenhum dos modelos de Flury (1987b, 1988,
pags. 60-62).

Todavia, Achermann e Cheverud (2000) alertam para o facto de ambos as analises,

correlacoes e CPC, serem muito tteis nos estudos morfolégicos.

Com tudo o que foi exposto ao longo deste capitulo, em especial a tltima sub-
seccao, pensamos que estd bem evidente a importancia da técnica estatistica das

componentes principais comuns.
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Capitulo 3

Estimacao Robusta

3.1 Introducao

Com este capitulo pretendemos introduzir, embora sem grande detalhe, algumas
nocoes da estatistica robusta. Estes conceitos foram fundamentais e permitiram
construir os novos procedimentos estatisticos que apresentamos nos Capitulos 4, 5
e 6.

Uma possivel definicao do termo robusto pode ser encontrado no livro “A dictionary
of statistical terms” (de Kendall e Buckland, 1971) segundo o qual
“.. a statistical procedure is described as robust if it is not very sensitive

to departures from the assumptions on which it depends”.

Muitos dos modelos estatisticos sao construidos supondo a normalidade, a inde-
pendéncia e a idéntica distribuigao das variaveis (vectores) aleatorias(os) em estudo,
mas, regra geral, estas suposicoes sao apenas aproximacoes da realidade. Infeliz-
mente, as consequéncias destas aproximacoes podem ser drasticas afectando o de-

sempenho dos estimadores classicos usados nos procedimentos inferenciais.

Ja em 1960 no trabalho de Tukey intitulado “A survey of sampling from contami-
nated distributions” este evidenciou o facto dos estimadores que sao bastante efi-
cientes assimptoticamente no cenario da normalidade, como X, perderem esta carac-
teristica ao deslocarmo-nos, mesmo que ligeiramente, para uma vizinhanca dessa
distribuicao. Dai a necessidade dos procedimentos robustos. Esta constatagao é
de longa data. No século XIX alguns estatisticos aplicados, como foi o caso de

Bessel (1818) e um pouco mais tarde de Newcomb (1886, 1895), sentiram que a



falha de algumas suposi¢oes em modelos paramétricos conduzia a maus resultados
inferenciais. Contudo, o termo robusto s6 foi introduzido na estatistica na década
de 50 do século XX, no trabalho de Box (1953). Desde essa data, varios estatisticos
tém desenvolvido esforcos na construcao de procedimentos estatisticos robustos em

diversas areas da estatistica.

A quantificacdo do grau de robustez dos novos procedimentos é possivel devido a
teoria de robustez que teve inicio com Huber (1964) e Hampel (1968) e foi apresen-
tada em pormenor nos livros de Huber (1981) e de Hampel et al. (1986). Nestes
livros encontram-se os conceitos de robustez que tém servido de referéncia essencial
aos estatisticos que trabalham nesta area. Destes novos conceitos talvez os mais uti-
lizados sejam a func¢ao de influéncia, uma nocao local ou infinitesimal de robustez,
e o ponto de ruptura, uma noc¢ao global de robustez. O primeiro deles, a funcao de
influéncia, vai ter um papel extremamente importante no nosso trabalho, pois os

estudos de robustez desenvolvidos apoiaram-se neste conceito.

As nocoes de funcao de influéncia e de ponto de ruptura foram introduzidos na tese
de doutoramento de Hampel (1968) e posteriormente apresentadas nas publicagoes
de Hampel (1971, 1974). No entanto, de ponto de ruptura ja existia uma versao

anterior da autoria de Hodges (1967).

Uma vez que uma das principais razoes que conduzem a utilizacao de procedimentos
robustos é a presenga de possiveis observagoes discordantes (“outliers”) apresentamos

na Seccao 3 um breve desenvolvimento deste topico.

Além disso, também apresentamos os estimadores robustos de dispersao que uti-
lizamos /referimos neste trabalho, quer para o caso univariado (Sec¢ao 6), quer para

o caso multivariado (Sec¢ao 8).

3.2 Algumas generalidades

Para o desenvolvimento das técnicas estatisticas consideram-se usualmente amostras
da populagao a estudar de dimensao n, (Xi,...,X,). SupoOe-se também que as
variaveis aleatorias (v.a.) sdo independentes e identicamente distribuidas com X,
podendo tomar valores num espaco amostra ). Estas sao distribuidas de acordo com
a “verdadeira” distribuicao de probabilidade F'. A distribuicao F' pode, por exemplo,
pertencer a familia de distribuigoes paramétricas {Fy, # € ©}, com 6 desconhecido e
pertencente ao espaco parametro ©. Um dos objectivo da estatistica é a estimacgao
de 6.

42



No entanto, nao existe geralmente uma verdadeira distribuicao de probabilidade
que traduza o comportamento da(s) variavel(eis) em estudo na populac¢ao. Devemos
assim considerar um conjunto mais alargado de distribuicoes para representar a

distribuigao da(s) caracteristica(s) em estudo.

Em alternativa a estatistica classica, a estatistica robusta considera que a populacao
em estudo segue uma distribuigdo G' pertencente a uma vizinhanga e (vizinhanga-¢)

de F' (modelo paramétrico assumido).

Uma forma para se definir uma vizinhanca-¢, com 0 < ¢ < 1, é considerar como
Huber (1964) sugeriu, seguindo o trabalho de Tukey (1960),

GE(F,e)={G:G=(1—¢)F+cH,H € F} , (3.1)

conhecido como “gross error model” e onde F é um espago geral de distribuigoes
sobre ().

Aqui, o facto do modelo F' nao se verificar exactamente é evidenciado pela conta-
minacao H com peso €. O resultado é uma mistura de duas distribui¢oes. Ao
gerarmos uma amostra de dimensao n a partir desta mistura, esperamos que em
média (1 — ¢) X n das observagoes sejam oriundas de F', enquanto que as restantes
(¢ x n), as ditas observagoes contaminantes, provenham da distribui¢ao H. No en-
tanto, o “gross error model”, GE(F, ), nao traduz todas as alternativas realisticas do
modelo F'. Este apenas inclui as alteragoes consequéncia dos erros grosseiros. Como

¢

Hampel (1968) referiu, este modelo em sentido heuristico inclui apenas “metade”

da “vizinhanca total”. Como alternativa, Hampel propos considerar vizinhancas em
topologias “fracas”. Para as construir podemos pensar nas topologias que admitem
métricas em F. Por exemplo, podemos definir em F uma vizinhanca usual, usando

uma bola aberta (ou fechada),
B.(F)={G:d(G,F) < e}, (3.2)
come >0, FeGe€F,ed(,.) uma métrica em F.

Uma das métricas mais usadas é a de Prohorov (1956). Esta foi utilizada poste-
riormente por Hampel (1971) para avaliar a robustez dos estimadores, tendo sido
também usada na teoria das probabilidades em teoremas limite. A distancia de

Prohorov entre F' e GG é definida por
dp.(F,G) =inf{e > 0: G(A) < F(A%) +¢,YVA € B}, (3.3)
onde B representa a o-algebra gerada pelos abertos de €2 e

A*={z € Q:inf d(z,y) <e}. (3.4)
yeA
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Com esta métrica Hampel (1971) classifica um estimador de 6 de robusto quando os
pequenos desvios em relacao a F' se traduzem em pequenas alteracoes distribucionais,

como veremos na Subseccao 5.1.

Todavia, a situacao do “gross error model” é muitas vezes preferivel segundo Hampel
et al. (1986, pags. 400-401). O comportamento dos estimadores no GE(F,¢), ou
pelo menos alguns deles como ¢é o caso dos estimadores de Huber (1964), é bastante
similar ao observado em vizinhangas mais realistas. Além disso, ja que a definicao
de vizinhanca é bastante arbitraria e como o “gross error model” tem a vantagem
de simplificar a andlise, do ponto de vista matematico, parece justificada a sua
utilizacao. Foi este o contexto usado em muitos dos trabalhos de Huber e de Hampel,
e actualmente continua a ser a base de muitos estudos robustos. A teoria da robustez
assim desenvolvida (“a teoria estatistica dos modelos paramétricos aproximados”)
considera-se um ramo da estatistica paramétrica (mais pormenores encontram-se
em Hampel, 2000).

Convém realcar que embora de alguma forma proximas a estatistica robusta nao é
um ramo da estatistica nao paramétrica. Esta tltima inclui métodos de distribuicao
livre, como por exemplo o teste dos sinais, que sao supostamente correctos para
uma larga classe de distribuigoes. No entanto, esta nao é a situacao da estatistica
robusta. Ao contrario do caso nao paramétrico, a estimacao robusta desenrola-se
com o suporte de um determinado modelo paramétrico, que aproxima a realidade.
E neste cenario que se pretendem estimar os parametros associados ao modelo.
No entanto, por vezes existe um certa confusao entre estas duas situacoes, como
referem Portnoy e He (2000). Isto acontece porque muitas vezes os procedimentos
nao parameétricos sao para certos modelos procedimentos robustos. Este é o caso da
mediana que apesar de ser uma estatistica nao parameétrica é bastante robusta para

a estimacao do centro de um modelo paramétrico simétrico.

Fundamental para a estimacao robusta de parametros é o conceito de funcional. Um
funcional ndo ¢ mais que uma aplicacdo (medida descritiva, T(F')) definida num
espago convexo de distribui¢oes. Usualmente o espago amostra (£2) é o conjunto
IR mas pode também ser um conjunto de categorias ou um espaco Euclidiano de
dimensao superior. O dominio normalmente inclui todas as distribui¢oes empiricas
e também a hipotética verdadeira distribuicao. Os funcionais estatisticos sao uma
abstraccao conveniente, pois algumas propriedades estatisticas podem ser expressas

em termos das suas propriedades analiticas.

Para se formalizar este conceito vamos considerar uma amostra aleatoria de dimen-

saon, (X1,...,X,) de variaveis aleatorias identicamente distribuidas de acordo com
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G. Seja G, =1 Z A,,, onde A, indica a distribui¢ao degenerada em z, a funcao de

distribuicao emplrlca da amostra. Um estimador natural da funcao de distribuicao
G é frequentemente G,,. Como estimadores de um parametro € consideram-se as
estatisticas T,, = T, (X1, ..., X;;). Portanto, para cada amostra de dimensao n, um
estimador ndo ¢ mais do que uma sequéncia das estatisticas {7,,;n > 1}. A maior
parte dos resultados estatisticos podem ser expressos em termos de G, e n. No en-
tanto, seria bastante vantajoso podermos usar uma funcao que fosse independente
da dimensao amostral, n. Assim, sempre que é possivel escrever para uma dada

amostra a igualdade

To(X:1...X,) =T(G,), (3.5)

dizemos que o estimador 7, é equivalente ao funcional 7. Uma vez que G, pode
ser visto como uma medida de probabilidade (aleatéria), podemos considerar fre-
quentemente os estimadores como (ou substitui-los por) funcionais, pelo menos apro-
ximadamente ou assimptoticamente. Neste tltimo caso admitimos que existe um
funcional T, aplicagdo do espaco de todas as distribui¢oes de probabilidade F ()
com uma métrica geral, para IR (ou IR? no caso de 0 ser um vector de dimensao
p > 1), que sob certas condicoes de regularidade (Huber 1964, pag. 76) verifica a

convergeéncia fraca

lim T(G,) =T(G) (em probabilidade). (3.6)

n—oo

O comportamento de 71" na vizinhanca de F' pode ser avaliado através do comporta-
mento de T'(G,,) pois a fun¢ao de distribui¢ao empirica (G,) tem forte probabilidade

de se encontrar nessa vizinhanca. Esté assim justificado este procedimento.

Como exemplos de funcionais podemos considerar:

1. Média
n
Neste caso considera-se Ty (G f:l:dG =5 XT =
i=1

Note-se que a sequnda igualdade é uma consequéncia de Gy, atribuir pro-

babilidades % a cada observacao X;.
2. Mediana

Seja G™' a funcio inversa definida da forma usual, ou seja G com
G Yp) = inf{z:G(z) >p,0<p<1}. Considere-se p = % e um fun-

cional Ty para o qual To(G) = G=' (3).
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Da aplica¢ao do funcional a funcao de distribuicao empirica resulta

T(Gy) = G, (%) R

sendo [.] a caracteristica do nimero.

Para a média o estimador e o funcional sao equivalentes, para a mediana esta equi-
valéncia verifica-se apenas para n impar. Existem situacoes onde nem esta equivalén-
cia nao se verifica. Normalmente, isto acontece como consequéncia da discretizacao
das observacoes, ou devido a algum termo de correcgao do enviesamento da ordem

de 1/n. Vejamos o proximo exemplo.

3. Variancia

Vamos considerar o estimgdor centrado da varidncia com a média des-
r 7
. Xi—X
conhecida S? = (e x)
i=1
aplicado a funcao de distribuicao empirica iguale o estimador. No en-

. Nao € possivel encontrar um funcional que
n—1

tanto, considerando o funcional

Ty (Gr) = / (x = T, (Gn))2dG (),
verificamos que

lim S? =T5(G) , (em probabilidade).

n—oo
Mas, para amostras de dimensao finita, resulta

-1
Ty (Gn) = 2252,

n

Devido ao facto do funcional 7" estar definido no espaco F é necessario avaliar o
seu comportamento em G (pertencente a uma vizinhanca do modelo paramétrico
F), pois é ai que hipoteticamente se distribui(em) a(as) caracteristica(s) em estudo.
Além disso, pode perfeitamente acontecer que o “verdadeiro” modelo nao se encontre
em (G. Assim, é necessario exigirmos outro tipo de convergéncia de forma a que o
estimador T, (ou o funcional T') estime correctamente o parametro, sob o modelo
paramétrico. Dizemos entao que o funcional é consistente segundo Fisher ou Fisher—

consistente (Kallianpur e Rao, 1955) para o parametro 6 se e so se,
T (Fy) =0, V0eoO. (3.7)

Vejamos os exemplos que se seguem.
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1. Média

Considere-se a situacao em que Fy representa a distribuicao exponencial

com valor esperado 0. O funcional média (11) é Fisher—consistente pois

T, (Fy) =0, V0eIR".

2. Mediana

Considere-se agora para a mesma distribui¢ao o funcional mediana (T).

FEste por sua vez jd nao Fisher—consistente (para 0) pois

Ty (F)) = F! G) _ fIn2.

Um funcional Fisher—consistente para 6, baseado na mediana, €

T (Fy) = Lh(l];")_

Por tultimo, é também possivel provar que, sob certas condigoes de regularidade, se

verifica a seguinte convergéncia
2T (G) = T (G)] SN (0,V), (3.8)

i.e., a sequéncia n'/2 [T (G,,) — T (G)] tem uma distribuicio assimptoticamente nor-
mal com média assimptotica 0 e V- = ASVAR(T, G). Note-se que o tltimo parametro
denominado talvez abusivamente de variancia assimptotica nao é

lim VAR (T (Gy)) ,

n—o0

mas

lim nVAR (T (Gy)) .
n—o0
Entao para n elevado (finito) verifica-se VAR (T (G,,)) ~ ASVAR (T, G) /n.

3.3 Observacoes discordantes e erros grosseiros

Um problema que qualquer estatistico pratico provavelmente defronta é a presenca
de erros grosseiros (“gross errors”) e/ou observacoes discordantes (“outliers”). Os
“gross errors” sao todos os erros consequéncia de alguma anomalia. Por exemplo,

falhas no equipamento, erros de transmissao, erros de leitura ou escrita, mistura de
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duas condigoes experimentais ou falsa categorizacao no delineamento experimental,
poderao ser a origem deste tipo de erros. A frequéncia dos “gross errors” depende
obviamente da forma como os dados foram recolhidos. No entanto, em Hampel et al.
(1986, pags. 25-28) refere-se que nos dados de ciéncias exactas a frequéncia destes
erros ¢ normalmente de 1 a 10% enquanto que para as ciéncias nao exactas é usual

observar-se um valor superior a 10%.

Por outro lado, por “outlier” entende-se qualquer observagao que nao siga o padrao
dominante da maioria dos dados, dai a designacao de observacao discordante. No
entanto, esta nao é uma nocao que se possa considerar rigorosa ou bem definida uma
vez que é dificil dizer a partir de que valor uma dada observacao esta discordante com
a maioria. Este conceito é extremamente importante e cada vez mais surgem estudos
com a finalidade de encontrar processos que conduzam a identificacao de “outliers”
quer para o caso univariado quer para o caso multivariado. Esta tltima situacao é
mais complexa, uma vez que no caso de se trabalhar com dados em dimensao p > 2
um “outlier” pode nao ser “outlier” em qualquer das coordenadas univariadas. Dai

a maior dificuldade na sua identificacao.

Este problema é ainda abordado neste trabalho no Capitulo 6, onde sao propostas
duas medidas para a identificacdo de “outliers” (ou observagoes influentes na esti-
magcao das CPC). Estas novas propostas também podem ser utilizadas para k = 1,
portanto também permitem a detecgao de observagoes “outliers”/influentes nas com-

ponentes principais.

Os “outliers” nao sao o mesmo que os “gross errors”. E facil fazer-se a distin¢ao entre
este dois conceitos embora na pratica possa surgir alguma confusao. Muitos dos
“gross errors” mostram-se como “outliers”, mas alguns podem estar escondidos entre

as observagoes que se consideram “limpas”.

Quanto aos “outliers” muitos deles sao “gross errors” mas alguns podem ser obser-
vacoes correctas, emboras estejam discordantes com a maioria. Os “outliers” podem
também ser consequéncia de uma distribuicao com caudas longas ou até serem as
observagoes mais relevantes. Como exemplo, podemos referir a descoberta do buraco
de ozono na Antarctida onde essas observacoes foram claramente identificadas como
“outliers”, (Hampel, 2000). Dai nao ser aconselhével retirar (rejeitar) os “outliers”
sem uma segunda analise dos dados, pois até os proprios “gross errors” podem conter

alguma informacao tutil.

Existem dois objectivos principais quando se analisam os dados dando relevancia aos
“outliers”; um deles tenta compreender o padrao descrito pela maioria dos dados com

a acomodagao dos “outliers” e o outro preocupa-se com a identificagao de todos os
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“outliers”, sendo os “outliers” mais relevantes objecto de um estudo pormenorizado
(Hampel, 1991). O primeiro destes dois objectivos é precisamente uma das pre-
ocupacgoes da estatistica robusta. Por outro lado, os residuos de um ajustamento
robusto sdo uma base muito boa para a identificacdo de pontos especiais (Hampel,
2000).

3.4 A abordagem minimax de Huber
Foi Huber (1964) quem deu o primeiro passo na teoria de robustez. Segundo ele

“A convenient measure of robustness for asymptotically normal estima-
tors seems to be the supremum of the asymptotic variance when G (the
distribuition of the sample) ranges over some suitable set of the under-

lying distribuitions”.

Introduziu uma nova classe de estimadores, estimadores—M, que generalizam os es-

timadores da maxima verosimilhanca (EMV).

Os estimadores—M, do parametro # do modelo de localizagdo Fy(z) = F (x — 0),

definem-se por

n
T,=(X1,...,X,) que minimiza Zp (x; —T,), (3.9)
i=1
onde p é alguma funcao regular nao constante. Considerando p’ = 1) entao o esti-

mador 7, também satisfaz a equacao implicita,
> ¢ (z—T,) =0. (3.10)
i=1

Huber mostrou que sob certas condigoes de regularidade o estimador T,, = (X1, ..., X,,)

converge quase certamente (n — 0o) para um funcional T verificando

/¢ (x — T (G))dG () = 0. (3.11)

Provou também que a distribui¢do de n'/? (T, (X1, ..., X,) —T (G)) é assimptotica-
mente normal com média e variancia assimptotica, respectivamente, 0 e ASVAR (T, G)) =

fW((f,zg((g)))))dQG(@. No denominador da V (T, G) consideramos A (y) = [ ¢ (z — y) dG (z),

Vy € IR (diferenciavel em y = T(G) ) e com N (T (G)) < 0.
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A escolha da funcao v é preponderante e pode tornar, ou nao, o estimador ro-
busto. Para escolhas convenientes da funcao v estes estimadores tém a vantagem
de se mostrarem bastante eficientes sob a validade de certos modelos paramétricos.
Além disso, quando nos deslocamos para uma vizinhanca préxima desses modelos
paramétricos os efeitos ao nivel distribucional sao pequenos. Dada a importancia
da funcgao 1, normalmente a variancia assimptotica dos estimadores—M é denotada
por ASVAR (¢, G) em vez de ASVAR (T, G).

Vejamos os seguintes exemplos de estimadores—M.

1. EMV
Se f representar a fungao densidade de probabilidade (f.d.p.) os EMV
correspondem a considerar pyry = —logf e vyy = i atingem o

f
mais pequeno valor possivel para ASVAR (Yarv, F), i.e., igualam o in-

verso da medida de informacao de Fisher. Quando F = ® (funcao de
distribui¢ao da normal estandardizada) a média aritmética serd a solugao
encontrada considerando Vv (z) = x, resultando ASVAR(Ypv, @) = 1.

2. Mediana

A mediana serd a solugao resultante quando ppmeq () = || € Pmeq () =
sign (x). Agora para F = ® temos ASVAR ({meq, ®) = 5.

Note-se que para uma distribuicao F geral com F—* (%) = 0 resulta que

ASVAR (T/)med, F) — W

3. Estimador de Huber (abordagem minimax)

O estimador de Huber foi descoberto como a solu¢ao do problema mi-
nimaz de encontrar o estimador que minimiza o mdximo da varidncia
assimptotica para a distribuicao normal standard, ®. Huber (1964) con-
siderou o modelo GE (®,¢), i.e., o “gross error model” no caso particular
de F = ® e H uma distribuicao simétrica em torno de 0. Definiu um
estimador com Yyyg) = min (k, max (z, —k)); k € R*. Considerando ¥
o conjunto com as fungoes 1V requlares, quando ¢ e k estao relacionados
por 7= = 2¢ (k) — 2® (—k) com ¢ = ¥’ (z), resulta entio

ASVAR (1/)Hu(k), FHU) =min max ASVAR(¢,G). (3.12)

YEW GEGE(D¢)

Na expressao anterior, Fy, representa a distribuicao que Huber desig-
nou por distribuicao “menos” favordvel. Fsta distribui¢ao € o elemento

de GE(F,¢e) que torna tao dificil quanto possivel a estimagao do centro
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da distribuicao, i.e., mazrimiza a varidncia assimptotica do estimador de
localizacao do pardmetro 0 para a pior contaminacao. Portanto, € para
a distribuicao Fy, que se atinge o menor valor da medida de informacao
de Fisher, I(0) = [ (f'/f)’fdx. Esta é uma distribuicio Gaussiana no

centro e exponencial nas caudas.

Como resultado o estimador de Huber é determinado com

Yiur) (T) = {

x, lz| < k

3.13
ksign (@), |2] > & (3.13)

Este estimador intuitivamente pode ser interpretado como a média de
)

uma amostra modificada (transformada pela fungao 1)) onde os “outliers’

sao integrados no “miolo” dos dados de uma forma suave.

Huber (1964) também resolveu o problema minimax para o estimador de

escala e para o estimador simultineo de localizacao e escala.

Algumas das criticas mais frequentes a teoria minimax de Huber sao o facto desta se
desenvolver no “gross error model”, com a agravante de exigir uma mistura simétrica,
e o critério de optimizacao ser baseado numa quantidade assimptotica. Além de
se poder argumentar que a teoria minimax ¢ demasiado pessimista. Para mais
referéncias sobre eventuais objeccoes a esta abordagem de Huber ver Hampel et al.
(1986, pags. 397-403).

Posteriormente, Huber (1965, 1968 e Huber e Strassen, 1973), desenvolveu uma se-
gunda teoria de robustez considerando vizinhanc¢as mais gerais do modelo normal.
Esta teoria tem, como ja se referiu, por um lado, a desvantagem do dificil manusea-
mento matematico e, por outro, a vantagem de nao ser construida com a imposic¢ao

do “dogma” do modelo simétrico.

3.5 A abordagem infinitesimal de Hampel

Hampel (1968, 1971, 1974) propos uma outra metodologia robusta apoiada em trés

novos conceitos:

1. continuidade do funcional T' (robustez qualitativa);
2. curva de influéncia ou funcgao de influéncia (robustez infinitesimal);

3. ponto de ruptura (robustez quantitativa ou robustez global).
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Nas subseccoes seguintes estes temas serao objecto de um estudo mais aprofundado.
Sera dado um maior destaque a funcao de influéncia, pois a abordagem seguida

nesta tese baseia-se essencialmente neste conceito de robustez.

3.5.1 Robustez qualitativa

A robustez qualitativa esta bastante relacionada com a continuidade da estatistica
quando esta é vista como um funcional num espaco com uma topologia “fraca”.

Temos a seguinte definicao.

Definigao 3.1 (robustez qualitativa, Hampel, 1971) Dizemos que a sequéncia
de estimadores {7}, : n > 1} possui robustez qualitativa em T se para todo e > 0

existir 0 > 0 tal que
dp, (F,G) < § = dp: (Dr (1) , Dg (Ty)) < &, (3.14)

onde Dp (T,,) representa a distribui¢do da estatistica sob a validade de F' e D¢ (T,,)
sob a validade de G.

Os dois teoremas seguintes relacionam este conceito de robustez com continuidade.

Teorema 3.1 A sequéncia de estimadores {T,, : n > 1} que é continua em F e para

a qual todo o T}, € uma funcao continua das observacoes goza de robustez qualitativa.

Teorema 3.2 Seja T um funcional equivalente aos estimadores {7, :n >1}. T é
continuo (com respeito a distancia de Prohorov) para toda a distribuicdo F' se e so se
{T,, : n > 1} é qualitativamente robusta para toda a distribui¢do F' e ainda satisfaz
dp, (Dr (T,) . F) 5 0.

Vejamos a aplicacao deste conceitos nos dois funcionais seguintes.

1. Média

Considere-se o funcional média restrito a distribuicao G de forma a re-
sultar numa quantidade finita, i.e., T (G) = [xdG (z) € finito. Apesar
desta imposi¢ao este funcional nao é continuo e portanto também nao
goza de robustez qualitativa. Para verificar este facto, tome-se GE(F,¢)

no caso particular de H = A, (medida de probabilidade que atribui massa
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1 no ponto x). Facilmente se observa que Dp,(F,GE(F,¢)) < e Vx
mas |T(F) —T(GE(F,¢))| = €|z —T(F)|, quantidade esta que cresce
proporcionalmente com o crescimento de x podendo tornar-se arbitra-

riamente grande.

2. Mediana

1
2

para todo o G. Este funcional é continuo em F se e so se {:E : F(x) > %}

Considere-se o funcional mediana T(G) = G7'(%) o qual estd definido
contém apenas um ponto. Nesse caso o funcional mediana é robusto

(qualitativamente) em F.

3.5.2 Funcao de influéncia

A funcao de influéncia (IF) nao é mais do que uma ferramenta heuristica que per-
mite avaliar o comportamento local de um funcional 7. Para se dar uma ideia
desta fun¢do vamos considerar uma amostra concreta (zi,...,z, 1) com funcdo
de distribuicao empirica representada por F,_;. Suponha-se que se acrescentou
uma nova observacao x. O que se pretende é encontrar uma forma de avaliar as
alteragoes sofridas localmente no funcional T'(F,, ;) consequéncia desta nova obser-
vagdo. Como F,, = ((n —1)F,_1 + A;)/n podemos pensar em usar a fung¢io de
sensibilidade amostral, também conhecida por curva de sensibilidade amostral, SC,
(Tukey, 1970-71) dada por n(T (F,) — T (F,—1)). Assim vem que

SC(x) = [T ((1 _ %) Foit %Al) 7 (Fnl)] /% (3.15)

Considerando que F,_; pode substituir F' (teorema de Glivenko-Cantelli, ver por
exemplo Billingsley, 1986, pag. 275) e no caso do funcional ser “bem” comportado,
a funcao anterior avalia a alteracao sofrida em 7" consequéncia do novo ponto em x
com massa € = 1/n, isto numa amostra grande da distribui¢do F. Com a passagem

ao limite resulta a definicao de funcao de influéncia.

Definicao 3.2 (funcao de influéncia, Hampel, 1968, 1974) A func¢do de
influéncia (IF) do funcional T em F' é dada por
T(1—e)F+eA,)—T(F
IF (2,7, F) = lim LI =) F+e8a) = T(F) (3.16)

e—0 13

nos pontos x € €2 para os quais este limite existe.
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Uma justificagado mais formal desta fungao baseia-se na ideia de diferenciacao de
um funcional que remonta a von Mises (1947). Considere-se G uma distribui¢ao
“proxima” de F', com respeito a distancia de Prohorov, e ambas no mesmo espaco
de distribuigoes. Sob certas condicoes de regularidade é valido o desenvolvimento

de von Mises de primeira ordem de 1" em F', dado por
T(G) =T (F)+ /a1 (2)dG (x) + R(G — F) . (3.17)

onde a; é o chamado nicleo da primeira derivada de von Mises e R(G — F') representa

o resto.

No caso particular de G ser F,, = (1 —¢) F' + A, e considerando apenas os dois

primeiros termos do desenvolvimento (3.17) resulta (notando que [ a;(u)dF(u) = 0)

T(F,.) =T(F)+ [a1(u)F,.(uw)du =

=T(F)+e [ai(u)A;(u)du=T(F)+ca(z). (3.18)

Resolvendo esta equagao em ordem a a;(z) e fazendo € — 0, obtém-se a defini¢ao
da funcao de influéncia atras referida, uma vez que

|:T(F:c,6) -

a(z) = ll_r)%

T(F)} =1F(z, T, F).
Tem-se entao o seguinte desenvolvimento linear de primeira ordem

T(G) = T(F) + / IF (2, T, F)dG(z). (3.19)
Com a expressao anterior avaliada em F' = G resulta o valor esperado nulo de
IF(z, T, F) podendo dG(x) ser substituido por d(G — F')(z).

Existe uma relacao importante entre a funcao de influéncia e a variancia assimp-
totica do funcional. Esta pode ser encontrada considerando uma amostra aleatoria
X = (X1,...,X,) com funcdo de distribuigdo empirica F,,. Se substituirmos em
(3.17) G por F,, vem
T(F,) =T (F)+ [IF (z,T, F)dF, (z) + R(F, — F) =
:T(F)+%ZIF($Z-,T,F)+R(FH—F). (3.20)
i=1

No caso de /nR(F, — F) %0 resulta pelo teorema do limite central e lema de
Slutsky (Fernholz, 1983, pags 40 e 41) que [n'/? (T (F,) — T (F))] tem distribuicio

assimptotica normal com média zero e variancia assimptotica (ASVAR) dada por

ASVAR (T, F) = %VAR (zn: IF (X;, T, F)) = Bp [IF(X,T,F)?].  (3.21)

=1
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Quando o funcional é consistente segundo Fisher é ainda possivel mostrar que

E [IF (X, T, Fy)*] > T (3.22)

onde I(0) representa a medida de informagao de Fisher.

A condigao necessaria e suficiente para que se atinja a igualdade na expressao (3.22)

é que IF (z, T, F) seja proporcional a % log f (z), onde f(x) representa a f.d.p..

Tomando apenas o termo de primeira ordem em (3.20) resulta a seguinte aproxi-

macao entre uma estimativa de 6, ,9\, e o0 parametro 0
. 1 —
= 9+521F(xi,T,F), (3.23)

sendo facil observar que o factor IF(z;, T, F') ¢ um indicador da influéncia que o valor
x; tem no resultado da estimativa . Foi este facto que levou Hampel (1968, 1974)
a apelidar a funcao IF de curva de influéncia. Inicialmente, Hampel utilizou curva
de influéncia em vez de funcao de influéncia mas, posteriormente, em Hampel et
al. (1986, pag 84) foi utilizada a designacao de fungao visando a generalizacao para

dimensoes superiores.

Numa perspectiva matematica a funcao de influéncia é o conjunto de todas as
derivadas parciais de T em F na direcgao de (A, — F). Isto é consequéncia di-
recta da derivada de uma funcao poder ser avaliada a custa das derivadas parciais,
caso exista derivada. Reportando-nos ao funcional 7', definido num espaco de di-
mensao infinita, a derivada de T, quando existe, pode entao ser descrita através do

conjunto (infinito) das derivadas parciais em misturas da forma F, ..

Para os funcionais existem varios conceitos de diferenciabilidade, como é o caso da de
Gauteaux, Hadamard ou Fréchet. O ultimo destes conceitos é de todos o mais forte
nao sendo por isso muito utilizado. Todavia a diferenciabilidade de Fréchet é um
conceito bastante util pois é uma possivel via para a deducao da distribuicao limite
dos funcionais. A diferenciabilidade segundo Gateaux é, destas trés, a que exige
condicoes mais fracas, contudo para existir a fun¢ao de influéncia estas condigoes
ainda podem ser “relaxadas”. Assim, para a generalidade dos funcionais a func¢ao de

influéncia pode ser calculada sem preocupagao com as condicoes de regularidade.

A funcao de influéncia apresenta-se assim como uma ferramenta essencial na area da
estatistica e pode ser calculada para a maioria dos funcionais mais utilizados. Tem
ainda a vantagem de poder ser utilizada na dedugao da variancia assimptotica dos

funcionais, e de permitir a construcao de estimadores robustos com propriedades es-
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pecificas. Para Huber (1972) esta é mesmo a ferramenta heuristica mais importante

para obter estimadores com “boas” propriedades de robustez.

E importante tentar construir funcionais com funcio de influéncia limitada, pois
caso contrario os funcionais nao gozam de robustez qualitativa. Com este procedi-
mento tenta-se limitar a influéncia das “méas” observagoes nos funcionais. Ao mesmo
tempo, serd de todo conveniente que a funcao de influéncia também seja aproxi-
madamente proporcional a a%log f (z) fazendo com que o estimador relacionado

com o funcional nao perca demasiada eficiéncia.

Vejamos de seguida a func¢ao de influéncia de alguns funcionais.

1. Média
Considere-se o funcional média T (F) = [ xdF (z) = p (F). Temos que

T\(Foe) = (1 —¢e) u(F) +ex,

e portanto a funcgao de influéncia vem

2. Variancia
Seja Ty (F) = [(x— T (F))*dF (z) = 0*(F) o funcional variancia.
Como
Ty (Foe) = (1 =€) 0 (F) +e (o — p(F))
resulta a sequinte expressao para a fungao de influéncia

[F(aj7o—2(F)’F) — lim (1—6)0'2(F)—|—5($_M(F))2_0_2(F) _

e—0 £

= (z—p)’—o>

Como se pode verificar nas duas situacoes anteriores, as fun¢oes de influéncia re-
sultantes ndo dependem da distribui¢ao paramétrica considerada (desde que p(F) e
o?(F) existam). Contudo, estes dois funcionais apresentam a grande desvantagem
de terem funcoes de influéncia que tendem para infinito com x. Portanto, ambos os
funcionais, assim como os estimadores equivalentes, nao apresentam caracteristicas

robustas, embora para o caso do modelo normal sejam os mais eficientes.

Observe-se agora o caso de dois funcionais onde a funcao de influéncia é limitada.
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3. Mediana
Seja Ty (F) = F~! (%) o funcional mediana e assuma-se que F' tem f.d.p.

f continua e positiva em F~! (%) = med. Para a construcao da func¢ao

de influéncia € necessdrio avaliar T (F,.) = F, 1 (3) = h (e).

E fdcil verificar que (ver por exemplo Staudte e Sheather, 1990, pdg. 56)
(P () u< (1—¢)F (z)

1—e

F7l(u) = ¢ x , I=e)F(x)<u<(l—¢e)F(z)+e .

L P () (1-e)F(z)+e<u

Neste caso podemos calcular a funcao de influéncia através da [

1

Considerando o caso particular de w = 5 e para (1 —¢) F (x

op
e
2 )+

@]l
e < %
vem,

pro= o [(5-) oo Sy

Assim, este ramo da funcao de influéncia, para x < med, serd

1
2f (med)

IF (z,med, F) = (=3)/01 - )’

FFG-a/0-a0} .,

Procedendo de forma andloga para as restantes situagoes resulta,

-1
Sfmed) > L < med
IF (z,med, F) = m , x> med.
0 , T =med

Como se pode constatar, qualquer contaminag¢ao no ponto r = med

€ inconsequente para o desempenho do funcional mediana. Por outro
lado, contaminando a esquerda da mediana observa-se uma alteracao
constante e com efeito negativo. Contrariamente, para valores de x su-
periores a mediana a alteracao fiza resultante tem efeito positivo. O
valor destes efeitos €, como se vé na expressao anterior, inversamente
proporcional ao valor de f(med). Por outro lado, a existéncia de uma
descontinuidade em x = med indica uma elevada sensibilidade local e

pode ser uma desvantagem deste funcional.

Contrariamente aos exemplos anteriores, este funcional tem caracteris-
ticas de robustez, pois o seu valor nao é fortemente alterado com a con-

taminacao numa observacao.
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4. Estimador—M de localizagao

Considere-se o funcional T(F) equivalente ao estimador definido pela
equagao implicita (3.10), com [ (x — T (F))dF (z) = 0.

A funcao de influéncia deste funcional pode ser construida substituindo
na expressao anterior I’ por Fy . e posteriormente avaliando a sua derivada

em ordem a & no ponto zero. Assim, temos
% [/w(x—T(F))d(F+g(Am—F))] 0.
Quando o nicleo deste integral € limitado e mensurdvel resulta que
%/d;(w—T(F))dF(x)+/1/)($—T(F))d(A:c—F) =0.

Aplicando a regra da derivagao da funcao composta e avaliando o seu

resultado com ¢ = 0, tem-se

[ 20 = TEN oz dF (@) 5 [T (Fo g+ (0 = T () =0
Assim vem que
v (x—T(F))

IF (,T,F) = [ (z =T (F))dF (z)’

se o denominador for diferente de zero e sendo ' a derivada de 1) .

Como o denominador é uma constante, podemos interpretar o nume-
rador como contendo a informacao essencial sobre a forma da funcao de
influéncia. Assim, observa-se que a funcao de influéncia € proporcional a
funcao v que define a equagao de estimacgao. Fsta fungao pode entao ser
escolhida de forma a limitar a influéncia das observagoes discordantes e,

adicionalmente, pode também controlar a eficiéncia do estimador.

Em conclusao, com o estudo de IF é possivel construir estimadores, pelo menos
) )

para alguns modelos particulares, bastante eficientes e com “boas” propriedades de

robustez.

3.5.3 Medidas de robustez derivadas da funcao de influéncia

Com o objectivo de estudar as propriedades de robustez dos estimadores equivalentes

aos funcionais, Hampel (1968, 1974) introduziu ainda trés importantes quantidades
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sumarias calculadas a partir da funcao de influéncia. A primeira e talvez a mais
importante é a sensibilidade a grandes erros (“gross-error sensitivity”), usualmente
denotada por v*. Esta é o supremo do valor absoluto de IF e intuitivamente mede,
aproximadamente, a pior influéncia possivel que a contaminacao podera ter no valor

assimptotico do estimador.

A sensibilidade a grandes erros pode também ser encarada como um limite superior
para o enviesamento do estimador com contaminacdes pontuais. Assim, é bastante
importante atingir-se, para um dado estimador, um valor finito de v*. Portanto,
quando a sensibilidade a grandes erros ¢ ilimitada, v* = 0o, o estimador é completa-
mente intolerante aos “outliers”. Um simples “outlier” arruina mesmo o desempenho

do estimador. Dai a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.3 (estimador B-robusto, Rousseeuw, 1981) O estimador equi-

valente ao funcional T' é B-robusto em F se v* = ~v* (T, F) < oc.

A segunda medida suméaria esta relacionada com pequenas flutuagdes nas obser-
vacoes. A medida do efeito local dessas alteracoes, devidas por exemplo a arredonda-
mentos ou agrupamentos, é dada pela mais pequena constante de Lipschitz a qual IF
obedece. Esta constante designada por sensibilidade local (“local-shift-sensitivity”)

é dada por

IF (y, T, F) —-IF (2, T, F
v+ — up IF 0T F) =TF @, 7P|
Ty |?J—55|

Note-se que contrariamente a sensibilidade a grandes erros agora um valor infinito
de \* poderé ter uma consequéncia ligeira no estimador. Isto poderd ser uma con-
sequéncia da estandardizacao, ou da descontinuidade da funcao de influéncia. A
mediana, por exemplo, tem A\* = oo e é um estimador robusto, o mais B-robusto no

caso do modelo normal.

Por 1ltimo, é ainda importante sabermos quando um estimador rejeita os “outliers”
e a que distancia isso acontece. Em linguagem da func¢ao de influéncia isto significa
que deverd existir uma regiao onde fora da qual a influéncia da contaminagao é nula.
No caso da distribuicao ser simétrica em torno de zero resulta que esta constante,

designada por ponto de rejeicao, é igual a
pr=inf{r >0:1F (2, T,F) = 0,se|z| > r}.

Caso nao exista um r para o qual isto acontece, por defini¢ao, considera-se p* = oc.
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3.5.4 Versoes empiricas da funcao de influéncia

A funcao de influéncia, como se viu anteriormente, é baseada em funcionais que
podem coincidir com os estimadores s6 assimptoticamente. No entanto, existem
também algumas versdes amostrais da funcao de influéncia, das quais iremos des-

crever treés.

Uma das versoes amostral foi proposta por Hampel et al. (1986, pags. 92-95) e
designada por funcao de influéncia empirica (EIF). Para a construcao desta funcao
existem duas alternativas, uma com a adicao e outra com a substituicao de uma

observacao.

Dado um determinado estimador 7,,, uma amostra z1,...,x, 1, € uma observacao

adicional z, a func¢ao de influéncia empirica é
EIF(z) =T, (x1, ..., Tn_1, ). (3.24)

A versao construida com a substituicao, funciona a partir de uma amostra de di-
mensao n e onde, por exemplo, a observacao z,, é substituida por uma observacao
arbitraria . De seguida define-se EIF,, como em (3.24). Esta versao é particular-

mente importante quando a observacao x,, ¢ um “outlier”.

Tukey (1970-71) por outro lado, popularizou a curva de sensibilidade como uma
ferramenta para avaliar consequéncias sofridas no estimador aquando da alteracao
de uma observacao numa amostra finita. Esta pode também ser criada com a subs-
tituicao ou a adicao de uma observagao. No tltimo caso considerando o estimador
T, e a amostra x1, ..., x,_1, define-se a curva de sensibilidade como uma funcao da

observacao adicional z através de
SC((IT) =N [Tn (.ﬁUl, P ,xn,l,x) — Tn,1 (.ZEl, P ,.In,l)] .

Note-se que quando o estimador é um funcional, i.e., T}, (z1,...,2,) = T (F,) para

todo o n, resulta a defini¢do apresentada em (3.15).

Por ultimo, a terceira alternativa é o jackknifing (Quenouille, 1956; Tukey, 1958).

Considere-se um estimador T,, = T,,(x1, ..., z,) equivalente a um funcional, ou seja
T (x1,...,x,) =T (Fy).

Por defini¢ao, o i-ésimo pseudo-valor jackknifed T, é
Ty =nT, (x1,...,xn) — (0= 1) Ty (1,0 ooy i1, Tigy e oo, Tp)

Inicialmente Quenouille (1956) propos este método com a finalidade de possibilitar

uma reducao no enviesamento da estimacao. Este autor observou que um estimador
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T,, do parametro 0, pode frequentemente ver o seu enviesamento expandido em

termos da dimensao amostral por
E(T,-0)=an " +an?+o(n?).

Quando isto acontece, Quenouille propos utilizar-se o estimador 7 construido fazendo
amédia da amostra das pseudo-observagoes (T, ..., T ). Normalmente, o estimador

T consegue ter menor enviesamento que o estimador 7}, inicial.

Tukey (1958), por sua vez, notou que as pseudo-observagoes (T}, ..., T ) podem ser

nls -

tratadas como independentes. Segundo ele, um estimador razoével para a variancia
de T, é

n

1 2
VAR(T,) = —— T —T)".
(T = =3y 2 (=T
Utilizando a expressao (3.16) para calcular IF (z;, T, F,,) e no caso de ¢ = ——= vem
a relacao
T((1 = =L E, + =1 A,) —T(F,
IF (2;, T, F) = (1= =) (1"1) ) =T _ Ty — T,

demonstrando como o i-ésimo pseudo-valor jackknifed T, ¢ um indicador da incidén-
cia do valor de z; no resultado do estimador 7;,, podendo assim ser considerado como

uma versao discreta e empirica da funcao de influéncia.

3.5.5 Ponto de ruptura

Uma questao que parece ser pertinente colocar quando estamos a tratar de métodos
robustos, que estao relacionados com a existéncia de “outliers”, é qual a percentagem
de “gross errors” (ou “outliers”) que o procedimento estatistico tolera antes de dar
resultados absurdos. Esta fraccao €* é conhecida por “breakdown point”, termo que
se traduziu por ponto de ruptura. Este conceito foi introduzido por Hodges (1967)

e generalizado por Hampel (1968).

Existem varias definicdes de ponto de ruptura. Vamos apresentar uma versao as-

simptotica e outra amostral.

Considerando a vizinhanca de contaminagao e o enviesamento assimptotico maximo

dado porb(e) = sup |T(G)—T (F)|, vem a seguinte defini¢ao:
a

Fle

Definicao 3.4 (breakdown point assimptotico, Hampel, 1968) O “breakdown

point” assimptotico de T é dado por

e =" (T,F)=inf{c:b(e) = o0}. (3.25)
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Normalmente esta constante é independente da distribuicao F'.

Para a versao empirica considere-se um estimador 7, e uma amostra X = (1, ..., Z,).
Agora tomem-se todas as possiveis amostras “corruptas ”, X*, obtidas substituindo
as observagoes por valores arbitrarios e considere-se ¢ = f/n. Representado o esti-
mador com a amostra alterada por 7, o enviesamento maximo causado pela con-

taminagao é entdo b, (¢) = sup |7, — T;}|. Temos assim a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.5 (breakdown point empirico, Donoho e Huber, 1983) O “break-
down point” empirico do estimador 7}, é dado por

e* = & (T, F,) = min {g - % by (2) = oo} . (3.26)

n

A maior quantidade de “mas” observagoes que um estimador razoavel pode suportar
é metade do namero de observages redundantes, i.e. metade de (n — p) onde p é o

numero de parametros a estimar. Assim, resulta que

8* - [(n - p)/Q] (327)

max ~ )

n

*

onde [.] representa a caracteristica do nimero. A medida que n — oo, e aproxima-

se de 50%. Um estimador com “breakdown point” proximo de 50% é designado de

estimador com alto ponto de ruptura (“high breakdown point estimator”).

Vejamos alguns exemplos.

1. Média
Considere-se o funcional média T (F) = [xdF (z) = p(F). Temos que

T\(Fpe)=(1—e)pu(F) +ex,

portanto o modelo contaminado tem uma média que é uma soma pon-
derada da média da distribuicao F' com o ponto x. Uma vez que x pode
variar livremente, para qualquer valor de e positivo vem que T\ (Fy.) €

tlimitado em x e como consequéncia £* = (.

Quanto & versao amostral temos que e = 1/n, jd que apenas uma obser-

vacao € necessdria para levar o estimador para fora de qualquer limite.
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2. Mediana

Seja T (F) = F~! (%) o funcional mediana. Para se encontrar o ponto

de ruptura vamos fizar ¢ < 1/2. Entao, para x suficientemente grande

vem que Flfygl (%) = ! (2(11_6)> (ver fung¢ao de influéncia da mediana
pdg. 57). Portanto, ijgl (%) € limitado em .

No entanto, para ¢ > % vem que ijgl (%) > x sendo agora ilimitada

em x. Resulta assim que * = %, sendo um estimador com alto ponto
de ruptura o que faz com que este seja um dos estimadores robustos de

localizacao mais utilizados.

3.6 Estimadores de dispersao univariados

No modelo de escala, {Fy, 0 € IR}, supoe-se que Fy (z) = F (%) e fo(x) = %f (%),
onde 6 é o parametro de escala. Este modelo corresponde a uma restricao do modelo
geral de localizacao e escala, F, g (z) = F (%), com localizacao, p, supostamente

conhecida e igual a zero.

Uma propriedade que os funcionais de escala devem verificar é a equivaridincia em

escala, isto é,

o (F (2)) = lalo (F (2)), paratodooa 0. (3.28)

No caso de X ~ F' & mais usual utilizar-se a notagao o (aX) = |a| o (X) o que traduz
a ideia que o (X) representa o (F'). Vamos assumir que os funcionais considerados
sao equivalentes aos estimadores correspondentes, pelo menos aproximadamente ou

assimptoticamente.

Na maioria das situacoes, mesmo que o parametro de interesse seja o de escala,
o parametro de localizagdo (perturbador) também é desconhecido. Assim, para
se efectuar a estimacao é necessario primeiro realizar uma translacao de forma a
centrar a varidvel. Considerando que p é o funcional de localizagao devemos entao
considerar X — p ~ Fy onde Fy é uma distribuicao da mesma familia paramétrica
de F'. Dai ser conveniente que o estimador de escala seja também invariante em
translacao, verificando-se a relacao para uma amostra aleatéria da variavel aleatoria
X’

s(aXy+0b,....,aX,+0b)=|a|s(Xy,..., X,), (3.29)
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onde a e b sao constantes arbitrarias, com a # 0 e s é um estimador de escala. Esta
tltima rela¢ao, mais forte que a de (3.28), é usualmente conhecida por equivaridncia

afim (“affine equivariance”).

Vamos agora ver os dois estimadores robustos de dispersao univariados que se uti-

lizam nesta tese.

1. Desvio mediano absoluto (MAD)

Como vimos anteriormente, a mediana ¢ um estimador de localizagao “bastante”
robusto, tendo em conta a sensibilidade a grandes erros e o ponto de ruptura. Em
contrapartida, no que diz respeito a escala, o estimador desvio mediano absoluto em
relagao G mediana (MAD) é o equivalente & mediana em termos das propriedades
de robustez. Este é dado por

MAD = b med|X; — med (X;)|, (3.30)

onde med representa a mediana da amostra (Xq,...,X,). A constante b que in-
tervém na expressao deste estimador é necessaria para o tornar consistente para o

parametro e modelo em causa.

Quando o parametro de dispersao o é o desvio padrao de uma distribuicao normal,
o valor que se fixa para b ¢ 1.4836 = 1/®!(3/4). Quando F = ® a funcio de
influéncia é
B (@ )’ r<® ' (Hve>aet(3)
Wz omap, ®) =4 7 1 (H)<az<dt(3) 7
w0

onde oyap representa o funcional relacionado com o estimador MAD.

Como se pode observar a funcao de influéncia é limitada. Considerando b = 1.4836

vem v* (MAD, ®) = 1.167 ¢ ASVAR (MAD, ®) = (7*)? = 1.361, estamos assim na

presenca de um estimador B-robusto que goza ainda de robustez qualitativa. Além
1

disso, 0 MAD ¢é um estimador com alto ponto de ruptura, e* = 3.

Este estimador tem-se tornado bastante popular devido a sua simplicidade e as
boas propriedades de robustez que possui. O seu célculo computacional utiliza um
algoritmo que consome O (n) unidades de tempo. Dai que o MAD tenha sido um

dos estimadores de escala univariados seleccionados para intervir no nosso estudo.

O MAD foi bastante promovido por Hampel (1974), embora este autor o atribua a
Gauss (1880).

Este estimador é também muitas vezes utilizado como ponto inicial do processo

iterativo de estimadores mais eficientes. O estudo de simulacao de Andrews et al.
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(1972) confirmou a vantagem de se utilizarem pontos iniciais robustos no processo
computacional dos estimadores—M. O MAD é muitas vezes utilizado para este efeito
por ser um estimador com alto ponto de ruptura e ancilar relativamente ao parametro
de localizagao. Como realgou Huber (1981, pag 107), esta propriedade é de extrema
importancia, pois os estimadores—M de localizacao necessitam de um estimador de

escala ancilar para os tornar equivariantes.

Em contrapartida, o MAD também tem algumas desvantagens. A sua eficiéncia
no caso do modelo normal é bastante baixa, apenas de 37%. Além disso, o MAD
s6 é indicado para distribuicoes simétricas. A sua construcao assume uma visao
simétrica da dispersao, uma vez que se procura o intervalo simétrico, em torno da
mediana, que contém 50% das observagoes. Este procedimento nao parece o mais

indicado no caso da distribuicao ser assimétrica.

2. Estimador—M de escala

Existem duas alternativas possiveis para se encontrar um estimador—M de escala
quando a localizagao é desconhecida. Uma delas é escolher previamente um esti-
mador para a localizacdo, (7},), que é sempre fixo, e o estimador-M de escala (s,)
deverd satisfazer a equacao implicita

n

Tj — Tn
E X = 0.
Sn

=1

Para obter uma solucao numérica é necessario considerar estimativas iniciais para
a localizacdo (a qual se mantém fixa) e para a escala. Muitas vezes selecciona-se a
mediana e 0o MAD como estimativas iniciais de localizacao e escala, respectivamente.

A equacao correspondente em termos de funcionais, T" para a localizagao e o para a
escala, é [ x (x_(T(F))dF(x) =0.

o(F)

A outra hipotese é considerar um estimador—M simultaneo de localizacao—escala,
onde ambas as estimativas iniciais (localizagio e escala) vao sendo actualizadas ao

longo do processo de célculo. Assim, qualquer par de estatisticas (7}, s,) que satis-
S (x ) —0, (3.32)
- Sp
S (B o (3.39)
- Sn

é um estimador—M de localizagao—escala. Em termos de funcionais vem que
x—T(F)
— = |dF(x) =0 3.34
o (S e =o. (3.31)
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/ N <x;(77];()F)>dF(z) ~0. (3.35)

De forma andloga ao Exemplo 4 apresentado na Subseccdo 5.2 deste capitulo (pag.
58), as fungoes de influéncia sdo encontradas substituindo F' por F,. em (3.34) e
(3.35) e, posteriormente, avaliando as derivadas em ordem a e no ponto ¢ = 0. Estas

verificam o sistema seguinte

IF (0., F) [ o (0)dF (0) +1F (2.0 F) [ 0/ (5) ydF (0) = 6 () ().

IF (0, 7.F) [ X ()dF (2) + IF 0.0, F) [ X )P &) = x (o) o(F),

onde y = (3”;(7;5))

No caso de F' ser simétrica, ¢ uma funcao impar, e x uma funcao par, resulta como

solucao do sistema anterior,

, (3.36)

IF (2,0, F) = (3.37)

(
Ix (55052) (55052 dF (@)
Contudo, esta variante do estimador-M tem a desvantagem de nao manter o alto
ponto de ruptura do estimador de escala inicial. Como alternativa, é muitas vezes
recomendado o emprego de versoes ponderadas a k passos. Com o estimador—M
ponderado com um ntumero fixo de k passos é possivel combinar duas das caracteris-
ticas importantes de um estimador robusto, a alta eficiéncia assimptética com o alto

ponto de ruptura (Rousseeuw e Croux, 1994).

Considerando (T, s%) os estimadores iniciais de localizagao e de escala, os esti-

niITn

madores ponderados para a localizacao e para a escala, podem ser definidos por

Tk ==L (3.38)
> wn ()
=1

(3.39)
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k (k) . ~ . ,
com ug ) = m’s(f)” , onde w;(u;) para j = 1,2 sao pesos convenientes e ( ¢ uma

constante que torna o estimador consistente para o parametro de interesse, sob a

distribuicao normal.

O estimador—M seleccionado para o nosso trabalho foi o mesmo de Boente e Orellana
(2001), dado que um dos nossos objectivos é confrontar os resultados obtidos nesta

tese com os alcancados pelas referidas autoras.

A escolha de Boente e Orellana (2001) para estimador inicial de dispersao (que se
actualiza com pesos ao longo do processo iterativo) foi o estimador MAD com alto
ponto de ruptura, e assumindo como modelo central o modelo normal fixou-se a
constante b = 1.4826 (ver (3.30)). Para manter o alto ponto de ruptura usou-se a
versao ponderada, com 10 passos, sendo as funcoes v e x, para a localizacao e escala,

respectivamente

o (u) = min (1545, 1) , (3.40)

2 2
X (4) = min <Z—2,1> — = min <(1.(1)LT)2’1> —

o que conduz a um estimador com eficiéncia de 0.509, sob o modelo normal.

: (3.41)

N | —

3.7 Algumas generalidades sobre estimacao multi-

variada

Nesta seccao vamos apresentar alguns topicos da estimacgao robusta multivariada,
essenciais para o nosso trabalho, uma vez que o modelo em estudo, modelo das com-
ponentes principais comuns, é da drea da analise multivariada. Como a metodologia
que se desenvolveu deu especial relevancia a abordagem infinitesimal de Hampel, em
particular & funcao de influéncia, vamos apresentar alguns dos conceitos introduzi-

dos por Hampel, mas para o caso multivariado.

Antes de mais, convém realcar que se desejam algumas propriedades para os esti-
madores robustos multivariados de localizacao e de dispersao. Entre elas podemos

citar a equivaridncia para transformacoes afins.

Definigao 3.6 (estimadores equivariantes afins) Seja (X, ..., X,,) uma amostra
aleatoria de um vector aleatorio de IRP e t, = t(Xy,...,X,) € IRP um estimador
do vector de localizacao e V,, = V(Xy,...,X,) € PDS(p) um estimador da matriz

de dispersao. Dizemos que t, e V,, sao equivariantes para transformacoes afins se
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para qualquer matriz A(,y,) nao singular e qualquer vector b € IR, se tem
t(AX;+Db,...,AX, +b) = At(X4,...,X,) +b, (3.42)

V(AX; +b,...,AX, +b) = AV(X,,..., X, )AT . (3.43)

Note-se que (3.43) ndo é mais que a generaliza¢do da condi¢ao (3.29).

Estas condicoes sao bastante naturais e sao muitos os estimadores multivariados
de localizacao e dispersao que as verificam, robustos ou classicos (nao robustos).
Neste ultimo caso temos X e S, o vector média amostral e a matriz de covariancias

amostral, respectivamente, que sao os dois estimadores classicos mais utilizados.

Por vezes, esta definicao é relaxada considerando A uma matriz ortogonal. Neste

caso, diz-se que t e V possuem equivaridncia ortogonal.

Para os funcionais, deseja-se que estes tenham também esta caracteristica. Considere-
se que t = t(F') é o funcional vector de localizacao e V = V(F') o funcional matriz
de dispersao ambos na classe de distribuicoes F a qual contém F', a “verdadeira”
distribuicao de probabilidade, por exemplo a familia de distribui¢oes paramétricas
{FG,GeG} com © C [R™.

Dizemos que os funcionais t e V sao equivariantes para transformacoes afins se para
qualquer matriz A,.,) nao singular e qualquer vector b € IR?, se tem

t(AX +b) = At(X)+ b, (3.44)

V(AX +b) = AV(X)AT (3.45)
onde X representa um vector aleatorio de IRP.

Para além destas propriedades é desejavel que os funcionais multivariados e os res-
pectivos estimadores equivalentes tenham boas propriedades de robustez. Vejamos

entao as seguintes propriedades.

Considere-se a distribui¢do contaminada Fx, = (1 — ¢)F + ¢Ax onde Ay é a dis-
tribuicao de Dirac que coloca toda a sua massa em x € [RP. Temos a seguinte

definicao.

Definigao 3.7 (funcao de influéncia p-dimensional) A funcao de influéncia
(IF) do funcional T em F ¢é dada por

IF(x, T, F) = lim [T(FX’S)

e—0

8_ T(F )] . (3.46)
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com x € (2 e para o qual este limite existe.

Sob certas condicoes de regularidade o valor esperado da funcao de influéncia é um

vector nulo, isto é

/IF (x, T, F)dF (x) = 0,, (3.47)

e pelo teorema do limite central vem ainda que [n'/2 (T (F,) — T (F))] se distribui
assimptoticamente segundo uma normal multivariada com meédia 0,, e matriz de
covariancias assimptotica (que designaremos por variancia assimptotica, ASVAR)
igual a

ASVAR (T, F) = E |IF (X, T, F)IF (X, T, F)"| . (3.48)

Ainda se verifica a seguinte relacao (generalizagao de 3.22) para a variancia assimp-
totica,
ASVAR (T,F) >1(8)"", (3.49)

onde “>” representa a relacao de ordem (forte) entre matrizes e I(0) a matriz de

informacao de Fisher.

Tal como no caso unidimensional a sensibilidade a grandes erros também se pode
definir, mas substituindo o médulo pela norma euclidiana. Esta constante por vezes
é preterida em favor de variantes estandardizadas, quer por ASVAR(T, F') (caso

~1 (caso exista). Com isto resolve-se o problema da falta

exista), quer por I1(0)
de equivariancia para transformagoes de escala presente na sensibilidade a grandes

erros.

A alteracao sofrida na definicao do ponto de ruptura é a mesma da sensibilidade a

grandes erros, isto é, o moédulo é substituido pela norma euclidiana.

Convém realcar que no caso do funcional ser uma matriz V.€ PDS(p), como acon-
tece com o funcional matriz de dispersao, é possivel usar outra notacao para apresen-
tar a funcao de influéncia. A TF tem neste caso p (p + 1)/2 componentes relevantes,
que é o namero de elementos da matriz triangular (superior ou inferior) relacionada
com V. Uma possibilidade para apresentar os elementos desta matriz triangular é

aplicar o operador vech (ver Apéndice A) a matriz V.

3.8 Estimadores de dispersao multivariados

Nesta subseccao vamos fazer referéncia aos estimadores robustos de dispersao mul-

tivariados que estao relacionados com este trabalho por:
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1. serem utilizados no nosso trabalho como estimadores da matriz de

covariancias,

2. serem utilizados nos trabalhos com os quais 0 nosso sera comparado.
Do grupo 1. considerou-se o estimador que passamos a descrever.

1. Matriz de Covariancias de Determinante Minimo (MCD)

O estimador “Minimum Covariance Determinant”, conhecido na literatura pela abre-
viatura MCD, foi proposto por Rousseeuw (1984). A ideia para o construir é bas-
tante simples. Como o nome sugere, procura-se encontrar o subconjunto dos dados
(de cardinalidade h) S, = {x;,,...,X;, }, com p+ 1 < h < n, cuja matriz de co-
variancias tem o menor determinante. A estimativa MCD de localizacao é entao

definida como

h
1
tn = > X, (3.50)
j=1
e a da matriz de dispersao por
1 T
Vi =6y ; (xi, — tn) (xi, — tn) " (3.51)

onde ¢, é um factor de consisténcia, x;; e t, sao vectores de IR”.

E comum considerar-se h = [(n +p -+ 1)/2] porque com este valor obtém-se um
estimador com alto ponto de ruptura (Lopuhaé e Rousseeuw, 1991). No caso multi-
variado, o ponto de ruptura pode ser relacionado com os valores proprios da matriz
de covariancias. A “ruina” da matriz de covariancias acontece quando o maior valor
proprio tende para infinito (“explosao”) ou o menor valor proprio tende para zero

(“implosao”). O ponto de ruptura é o ponto imediatamente anterior & “ruina”.

Outra alternativa para h, também muito utilizada, é o valor [0.75n]. Com este
h consegue-se obter um bom compromisso entre eficiéncia/estabilidade e ponto de

Tuptura.

Este estimador é equivariante para transformacgoes afins e é, como foi constatado por
Croux e Haesbroeck (1999a), particularmente indicado para estimar o parametro X

de uma distribuicao elipticamente simétrica. Neste caso, a f.d.p. f é da forma

fus () = IS177 F (272 (x = ). (3.52)

com matriz de dispersio ¥ = CCT € PDS(p) e p o vector localizagio e f é

qualquer densidade de IRP. Para este tipo de distribui¢do tem-se sempre (dada a
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simetria) g = FE[X] mas ¥ nao coincide, em geral com VAR [X], garantindo-se
apenas que X = aVAR[X], com a € IRT. Por esta razao chama-se a ¥ matriz
de pseudo—covariancias ou matriz de dispersao.! Em face desta proporcionalidade
as estruturas de covariancias descritas no Capitulo 2 aplicam-se igualmente as ma-
trizes de dispersao. Daqui em diante passaremos a usar, sempre que possivel, esta

designacao.

Tal como acontece com o estimador—M de escala, a eficiéncia do MCD também au-

menta com a versao ponderada. Nesta versao, o estimador é habitualmente referido
por RMCD (Rousseeuw, 1985).

Considerando (t2, V?) os estimadores de localizagao e de dispersao iniciais, os esti-
madores ponderados a um passo para a localizacao e para a dispersao, sao definidos
com

t) =

n

Z w; X,
= (3.53)
W

> wi (X —ty,) (X — th)"
V! == . : (3.54)
Wi

Os pesos atribuidos dependem dos estimadores iniciais,
T -1
we=w (X —0)" (V0) ™ (X - ¢5)).

sendo w uma aplicacao de IR™ em IR.

Habitualmente os pesos considerados no passo posterior sao,
w(y) =T, ¢ (y) com g5 =G '(1-4), (3.55)
e G(u) =P (X"X <u).

O funcional MCD de escala ponderado a um passo, V! = V(F)!, com os pesos
indicados em (3.55), tem funcao de influéncia
1-d)e] ' +2d
IF (x, V!, F) = (u)fﬁ (IF (x, VO, F) + Ltr (IF (x, VO, F)) T) +

—I—WI (XXT < q5) xx! —1,

(3.56)

onde d3 é uma constante e tr representa o traco da matriz. Este resultado encontra-se
no trabalho de Croux e Haesbroeck (1999a) onde também sao apresentados graficos

desta funcao.

!Note-se que para a distribuiciio normal se tem a = 1.
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O MCD tem ainda a vantagem de ter a taxa de convergéncia normal, i. e. O(n%), o
que nao acontece por exemplo com o estimador “minimum volume ellipsoid” (MVE),
como verificou Davies (1992). A distribui¢do do MCD de localizagao é assimptoti-

camente normal, o que é também uma propriedade desejavel.

Com o algoritmo proposto por Rousseeuw e van Driessen (1999), designado por
FAST-MCD, o seu calculo computacional é extremamente rapido mesmo em pro-

blemas de grandes dimensoes.

Foram as razoes acima apresentadas que nos levaram a optar por este estimador.
Utilizamos a versao RMCD, com h = [0.75n] atingindo-se um estimador com um

ponto de ruptura de 25%.

Do grupo 2. de estimadores, aqueles cuja escolha nos transcende, fazem parte o
estimador—-M da matriz de dispersao e o estimador de Stahel-Donoho, que passamos

a descrever de seguida.

2. Estimador—M multivariado de localizacao—dispersao

Os estimadores—M multivariados de localizacao—dispersao, equivariantes para trans-
formagaes afins, foram propostos por Maronna (1976), para distribuigoes eliptica-
mente simétricas, como uma generalizacao dos estimadores de maxima verosimi-
lhanca. Considerando X;, i = 1,...,n, vectores aleatorios de IRP, com vector média
p € IRP e matriz de dispersio ¥ € PDS(p), os estimadores—M (t,, V) sao as

solucgoes do sistema de equagoes implicitas

n™ Y g [d (X, ta, V)] (X5 — t,) = 0, (3.57)
i=1
n! Z Ug [d2 (Xia tn, Vn)} (Xz - tn) (X1 - tn)T =V, (358)
i=1
onde u; sao funcdes genéricas e d? (X, t,, V,) = (X —t,)" V1 (X — t,,).

Como facilmente se observa, com u; = uy = 1 resultam os EMV da normal mul-
tivariada. Considerando versoes ponderadas da média amostral e da matriz de
covariancias amostral, onde os pesos sao determinados pelos dados, usando uma
versao adaptada da distancia de Mahalanobis, temos uma interpretacao bastante
intuitiva para os estimadores—M. Esta ideia pode ser utilizada na construcao do
processo iterativo. A taxa de convergéncia deste processo foi estudada por Kent e
Tyler (1991).

A existéncia e unicidade das solugoes de (3.57) e (3.58) sob certas condigdes, assim

como a consisténcia e normalidade assimptotica, foram obtidas por Maronna (1976).
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Os funcionais t(F') e V(F) equivalentes aos estimadores t,, e V,, sdo definidos de

forma analoga e consistente como a solucgao de,
Ep {uy [d (X, t (F), V(F)[(X = t(F))} =0y, (3.59)
By {un [d (X, 6 (F), V (F))] (X~ (F)) (X~ ¢(F)" } =V/(F).  (3.60)
Uma caracteristica pouco atractiva dos estimadores—M é o seu baixo ponto de ruptura

em problemas de grande dimensionalidade.

Maronna (1976) calculou o limite superior para o ponto de ruptura, sendo este valor
e* < min(1/Ky,1—p/K;) com Ky = sup {d*uy (d*)}. Como K, > p resulta que,
d

para qualquer estimador-M, e* < (p+1)"". Tyler (1986) mostrou que o ponto
de ruptura exacto do estimador-M multivariado ¢ de facto o min (1/Ky,1 — p/K>).

Assim, o valor ponto de ruptura vai diminuindo & medida que p aumenta.

As estimativas-M obtém-se com o seguinte algoritmo. Considerando que (t°, V?)

sdo as estimativas iniciais, entao as estimativas de ordem (k + 1) calculam-se com

zn: Uy (dz(-k)) X;

tk+1) — i=1

n zn: w <d§k))

i=1

b

n

>z ((d)®) (xi = tn) (xi — ta)"

V(k+1) — i=1

’
n

com dP = d(X;, tF, V).

Para se escrever a funcao de influéncia do funcional de dispersao, convém rescrever
a equacgao (3.60) com o operador vech, pois é importante excluir os p(p—1)/2

elementos em duplicado . Temos assim,
Ep [t (x,vech (V))] =0, ,

com

¥ (x, vech (V)) = us (x" V™~ 'x) vech (xx") — vech (V),

no caso de u = 0,, para simplificar a notagao. Entao a funcao de influéncia é
IF (x,vech (V), F) = M 14 (x,vech (V)) , (3.61)

com

oo [ [ W
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Embora esta funcao tenha um aspecto complicado, é facil verificar que é limitada

desde que v seja limitada.

O estimador—M multivariado que citaremos neste trabalho, consta nos trabalhos de
Orellana (1999) e de Boente e Orellana (2001). As autoras tomaram para pesos a
proposta 2 multivariada de Huber, isto é, u; (s) = ¥;(s)/s, i = 1,2. Consideraram
1 (8) = (s, k1) e Uy (s) = (s, k2) /B, com 1 (z, k) = max (—k, min (2, k)), ky e ko
constantes positivas e § = E) (||X||2 , kz). Atribuiram a k; e ky o valor 2.7649, o que
implica 3 igual a 0.9363 e ponto de ruptura de aproximadamente 12%. Estes valores
foram obtidos por Boente (1983), para se alcangar uma eficiéncia assimptotica de

95% para o modelo normal.

3. Estimador de Stahel-Donoho (SDE)

Na procura de um estimador de localizacao e dispersao que combinasse ambas as
propriedades, equivaridncia para transformacoes afins e alto ponto de ruptura, Sta-
hel (1981) e Donoho (1982) propuseram independentemente o primeiro estimador
robusto com estas duas propriedades. A ideia para a construcao do SDE esta rela-
cionada com a identificacao de “outliers”. Estes autores consideraram que um “out-
lier” multivariado deveria aparecer como “outlier” univariado nalguma projeccao dos
dados. Isto conduz a definicdo de uma medida de discorddncia (“outlyingness”) de-
notada por r; para cada observacao x;, nas projeccoes consideradas. O SDE de
localizacao e dispersao é entao definido como a média ponderada e a matriz de

covariancias ponderada, onde a cada observacao é atribuido um peso funcao de 7;.

Considere-se X = (X, ..., X,,) uma amostra de n vectores aleatorios de IRP, e sejam
t e s estimadores univariados equivariantes de localizagao e escala, respectivamente.

Para cada y € IRP a discorddncia é,
r (Y7 X) =8supmn (Y7 a, X) ) (362)

onde,
r(y,a,X)=|a"y —t(a"X)|/s (a" X) , (3.63)
comacS,={aecR: |a|]=1}.

Dada uma fun¢io w : IR — IR* o SDE de localizagao e dispersao (t,, V,,) é definido
por
Z win'
ty = (3.64)
> W
i=1
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z w; (Xi — ) (Xi — )"

V, = -
> w;
=1

, (3.65)

com w; = w (r (X;, X)).

Dado os pesos serem definidos com projeccoes, este estimador é designado por esti-

mador de projeccao.

Stahel (1981) mostrou que quando ¢ e s sdo estimadores com alto ponto de ruptura

assimptotico o estimador SDE também tem esta caracteristica.

Tyler (1994) indicou quais as condigoes em que o ponto de ruptura empirico do
SDE é [(n — p 4+ 1)/2]/n, valor méximo do ponto de ruptura empirico para qualquer

estatistica de dispersao equivariante afim, com X em posicio geral > e n > p + 1.

Zuo et al. (2001) provaram que no caso da fungdo dos pesos, w, ser continua e
diferenciavel a distribuicao assimptotica do estimador de localizagao é normal. Para
este caso particular, Zuo et al. (2001) também indicaram a forma da fun¢do de
influéncia do funcional de localizacao equivalente ao SDE. Para isso, consideraram

w uma fungao peso (continua) e o funcional p—variado

_ Jw(PD (x,F))xdF (x)
Jw(PD(x,F))dF (x)’

t (F) (3.66)

o qual é Fisher—consistente para um parametro de localizacao p. Na expressao

anterior PD refere uma profundidade em projec¢ao (“projection depth”).

A “projection depth” de um ponto x € IRP com respeito a uma distribuicao F' é
definida por

1
PD(x,F) = 70’
onde .
0.1 = gy T 0

sendo F'[a] a distribuicao de aT’X. Quando F' ¢ a fungao de distribuicao empirica
obtém-se (3.62).

Entao, estes autores provaram que

Vi (4 (F,) — )5 N (0, VAR (K (X)),

2Neste caso nio existem mais de p pontos em qualquer subespaco afim de dimensionalidade
(p—1).
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com

Ky (x) = [y—p)w' (PD(y.F)) f(y,x)dF (y) + (x — p) w (PD(y, F))
e Jw(PD{(y,F))dF (x) ’

Oy, F) f2(x,u(y)) + fi (x,u(y))
o(Flu(y))(1+0(y,F))’

onde w' é a funcao derivada de w que também deve ser continua, fi e fy as funcoes

fly,x)=

b

de influéncia dos funcionais univariados u(F') e o(F) e u(x) a direcgao em que (3.67)

atinge o supremo.

A partir da forma de Ky, (x) Zuo et al. (2001) concluiram que caso os funcionais
p(.) e o(.) tenham funcgoes de influéncia limitadas entdo a fungio de influéncia
do funcional do tipo t é limitada. Como o funcional relacionado com o SDE é do
tipo (3.66), considerando pesos continuos e diferenciaveis, resulta uma fun¢ao de
influéncia limitada. Assim, nesse caso particular o estimador de localizagao Stahel—

Donoho é B-robusto.

Recentemente, Gervini (2002), apresentou a expressao explicita da fun¢ao de in-
fluéncia do funcional equivalente ao SDE da matriz de dispersao, admitindo deter-
minadas condicoes de regularidade e para o caso particular de distribuicoes elipti-
camente simétricas. Representando por V. = V(F)) o funcional Stahel-Donoho de

dispersao, a sua func¢ao de influéncia é

v = {20, g LD 1y

co (F) co (F) Ix[> P
2 (F) w (|[x]?/s3) lIx]|* = ¢s (F) | 1
+ {mgz& (I1x[1) + e (F) }]; . (3.68)

onde go(t) e g3(t) sdo fungoes reais e ¢o(F'), co(F) e c3(F') referem constantes. Note-se

que uma escolha adequada da funcao w pode tornar este estimador B—robusto.
A ordem de convergéncia deste estimador ¢ a desejavel, O(n?).

Contudo, este estimador apresenta alguns problemas relacionados com o seu calculo.
Para dimensao 2 é possivel usar um grelha suficientemente fina de S;, mas em

dimensoes superiores nao existe um método facil para se obter 7.

Stahel (1981) propos um algoritmo baseado em subamostras (de dimensao m) para
calcular uma versao aproximada de r. Maronna e Yohai (1995) estudaram diferentes
alternativas para a seleccao da dimensao e o niimero de subamostras a considerar, de

forma a garantir que este estimador aproximado tenha um ponto de ruptura proximo
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ao do SDE original. Mas os resultados s6 foram satisfatorios para amostras pequenas

em dimensoes baixas, no maximo n = 30 e p = 6.

O estimador Stahel-Donoho que vamos referir e utilizar no nosso trabalho, foi o
considerado por Orellana (1999) e Boente e Orellana (2001). Este foi construido
considerando para estimadores univariados de localizagao e escala a mediana e o

MAD (normalizado com a constante b = 1.4836), respectivamente.

A fungio de pesos considerada foi w (1) = I (1) 4 + (¢/r)" I (r),, o onde I[] é a
fungao indicatriz. Atribui-se ¢ =2 e c=/x2(0.95), de modo a obter um estimador
eficiente tanto para amostras normais multivariadas como para distribui¢oes com

caudas pesadas (Cauchy multivariada, Maronna e Yohai, 1995). Note-se no entanto

que com esta func¢ao de pesos nao sao aplicaveis os resultados de Zuo et al. (2001).
A medida de discorddncia r foi calculada com subamostras com m = 1000.

As ideias apresentadas neste capitulo servirao de base para o desenvolvimento desta

tese, dando-se especial relevo a abordagem infinitesimal de Hampel.
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Capitulo 4

Estimacao Robusta das

Componentes Principais Comuns

4.1 Introducao

A estimacao robusta em componentes principais comuns é um tema bastante re-
cente. Em “Common principal components and related models ” Flury (1988, pags.
161-162) sugere esta area para investigagao futura. No entanto, um ano antes,
Keramidas et al. (1987) quando comparavam graficamente as componentes princi-
pais de varios grupos, também fizeram um breve apontamento a este topico. Estes
autores, como vimos no capitulo anterior, preocuparam-se em comparar as compo-
nentes principais de varios grupos, sugerindo para esse efeito o uso de um vector
“tipico” . Este vector permite avaliar os angulos entre os vectores proprios de varios

grupos. Computacionalmente o vector “tipico” é calculado como max ig Ex;,i=

i; € Xij sao vectores unitarios. Portanto, o

k
1,...,k,7=1,...,p, onde E = zzlxiij
vector “tipico” X;; nao é mais que% vector proprio associado ao maior valor préprio
de E. Estes autores notaram que este calculo seria afectado pela presenca de ob-
servagoes amostrais discordantes. Nestas situacoes, os vectores proprios amostrais
dariam resultados anémalos. Assim, para tentar evitar esta situacao Keramidas et
al. (1987) sugeriam estimar o vector “tipico” com o estimador “a-trimmed mean”,
Tukey (1960). Com este estimador robusto as observagoes mais discordantes do

padrao geral nao influenciam tanto o processo de estimacao.

Schott, no trabalho de 1991 intitulado “Some tests for common principal components

subspaces in several groups”’, também aflorou o problema da estimacao robusta nas
bl



CPC. Como vimos no Capitulo 2, Subseccao 3.4, este autor preocupou-se em cons-
truir um novo teste de hipoteses (aproximado) para avaliar a validade do subespagco
gerado por ¢ < p componentes principais ser comum aos k grupos. Mas, como o
autor refere, quando nos deparamos com observacoes “outliers” na amostra, pode ser
conveniente calcular os vectores proprios de uma matriz de dispersao robusta. Schott
(1991) sugere entao, substituir a matriz de covariancias classica por uma matriz de
dispersao robusta estimada através do estimador—M multivariado proposto por Tyler
(1987).

Todavia, foi s6 no ano de 1992 que Novi Inverardi e Flury desenvolveram um trabalho
completo no topico da estimacao robusta em componentes principais comuns. Este
tema tem assim cerca de 10 anos de existéncia. Porventura esta serd uma das razoes

que justifica o reduzido niimero de publicacoes existentes.

A actualidade deste topico, a sua relevancia na area da estatistica, a escassez de
publicac¢oes, foram as principais razoes que nos levaram a desenvolver esta investi-
gagao. Neste capitulo iremos apresentar alguns dos resultados que obtivemos. Para

isso, organizdmos o capitulo do seguinte modo.

Na Seccao 2 apresentamos um resumo dos trés trabalhos publicados sobre estimacao
robusta em componentes principais comuns porque um dos nossos objectivos é a com-
paracao das nossas propostas com as dos outros autores. No entanto, o principal
objectivo deste capitulo é a inclusao de novos resultados robustos. Neste sentido, na
Seccao 3 deduzimos as funcoes de influéncia parciais dos funcionais relacionados com
os estimadores construidos com as técnicas de “plug—in” e de “projection—pursuit”.
A partir destas funcoes de influéncia parciais derivimos também as variancias as-

simptoticas dos estimadores relacionados.

4.2 Revisao bibliografica

Nesta subseccao pretendemos apresentar os trabalhos onde foram desenvolvidos e
aplicados procedimentos robustos para a estimacao das componentes principais co-
muns. Como referimos anteriormente, sao poucos os trabalhos publicados nesta area
da estatistica. De seguida apresentamos por ordem cronoldgica de publicacao os trés

trabalhos de que temos conhecimento.

Novi Inverardi, P. L. e Flury, B. N. (1992). Robust estimation of common

principal components.

Neste trabalho os autores alertaram para a necessidade da estimacao robusta dos
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valores e vectores proprios de matrizes de dispersao que verificam o modelo CPC.
Neste sentido, Novi Inverardi e Flury referem a estimacao robusta e independente de
cada uma das k matrizes de dispersao, com a posterior substituicao das matrizes de
covariancias cléassicas de (2.10) e (2.11) por essas matrizes. Foi sugerido o emprego
dos estimadores—-M de Maronna (1976) para estimar de forma robusta as matrizes

de dispersao de cada grupo.

Outra alternativa robusta foi construida generalizando, para k grupos, a sugestao de
Campbell (1980) para o modelo das componentes principais. Nesta proposta utiliza-
se uma versao robusta do algoritmo F-G, apresentado no Capitulo 2, que os autores
referem pela sigla RFGA, consequéncia das iniciais da designacao inglesa “Robust
Flury Gautschi Algoritm”. No RFGA é abandonado o principio da minimizacao
exacta, que caracteriza o nicleo da algoritmo F—G, em prole de um procedimento
de estimacao com a atribuicao de pesos as observacoes. Os pesos atribuem-se de
acordo com a influéncia que a observacao exerce na estimacao dos valores proprios
da matriz de dispersdo. Esta ideia surgiu a Campbell (1980) como consequéncia
das observagoes poderem ter simultaneamente altas influéncias numas direccoes e
baixas noutras. O objectivo deste algoritmo centra-se em encontrar os vectores
proprios comuns robustos, e os k valores proprios robustos associados para cada
grupo, que sao estimadores—M do modelo CPC. Assim, esta implementacao nao é
mais do que uma aplicacao dos estimadores—M de localizagao e dispersao a cada
componente comum de Sy, ..., Sg, conduzindo as p direccoes comuns sem grande
influéncia das observacoes discordantes. No primeiro passo do RFGA procede-se
a estimacao da matriz 3, designada por B, e das k£ matrizes diagonais Ly, ..., Ly
através do algoritmo F—G. Para a determinacao da m—ésima componente principal
comum robusta constroi-se a projeccao das observacgoes na direccao do vector b,
ie.,
Wi = X;by,, =1,...,k,

com X; a matriz (n; X p) que contém as observacoes referentes ao i—ésimo grupo.
De seguida as estimativas-M (localizacao e dispersao) das variaveis projectadas sao
sucessivamente utilizadas para ponderar as variaveis originais x;, sempre de acordo
com a influéncia que cada observacao exerce nos valores proprios da matriz de co-
variancias. Note-se que os pesos atribuidos a cada observacao variam de acordo
com a componente comum que se estd a estimar. Isto é justificado pelo facto ja
referido de uma observacao poder ter influéncia distinta nos diferentes funcionais.
Constroem-se de seguida k matrizes de covariancias, a partir dos dados ponderados
x;, S7,...,Sj, e aplica-se novamente o algoritmo F-G para obter B* e Lj, ..., L;.

Quando o critério de convergéncia estabelecido é alcancado, os k conjuntos de dados
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sao projectados no subespago ortogonal gerado pelos vectores proprios comuns ja
estimados anteriormente 87,...,3, |, pois ja foi feita a atribuicdo 3; = b}, para
1=1,...,m — 1. Todo este algoritmo é apresentado com bastante pormenor neste
trabalho de Novi Inverardi e Flury. Os autores escolheram a linguagem GAUSS

para a implementacao do RFGA.

Para avaliar o desempenho desta proposta robusta foi desenvolvido um estudo de
Monte Carlo com 2 grupos em dimensao 2, gerando dados de varias distribuicoes.

Consideraram amostras com 5% e 10% de contaminagao (¢), da mistura
(1 =€) N (05,15) + &N (05,0°1,)

fixando para o os valores 1, 1.5, 2, 2.5, 3,4, 5. Além disso, foi utilizado um conjunto de
dados reais (Jolicoeur e Mosimann, 1960), também estudados por Flury (1986b) no
contexto da andlise em componentes principais comuns. Neste caso foi introduzida

contaminacgao deterministica em trés observacoes de cada um dos dois grupos.

Com os resultados deste estudo foi possivel concluir que o desempenho do RFGA
para os dados nao contaminados ¢ semelhante ao do algoritmo F-G classico. Em con-
trapartida, no que refere as situacoes contaminadas, os resultados da versao robusta
RFGA sao muito mais resistentes, verificando-se que a influéncia das observagoes
discordantes nao é significativa, contrariamente ao observado com o algoritmo F-G
classico. Assim, os autores concluem que a abordagem desenvolvida e implementada,
no seguimento da desenvolvida por Campbell (1980) estima bem os parametros do
modelo das CPC, protegendo-os contra as contaminagoes introduzidas. Isto é uma
grande vantagem, face a alternativa classica que facilmente se vé afectada, quer pela

nao normalidade dos dados, quer pela presenca de observacoes discordantes.

Este trabalho teve o grande mérito de levantar o problema da estimacao robusta no
tema CPC, e pode eventualmente ter contribuido para o desenvolvimento dos traba-
lhos subsequentes. No entanto, estes autores nao se debrucaram sobre a importante
questao da escolha do(s) estimador(es) robusto(s), para a matriz de dispersao, que
conduziria a melhores resultados na estimacao dos parametros do modelo CPC. Esta
foi uma questao, entre varias, que ficou em aberto. No entanto, no proximo trabalho
desenvolvido nesta area houve a preocupacao de abordar esta questao, como veremos

de seguida.

Orellana, L. (1999). Métodos robustos para el analisis de componentes

principales comunes.

Nesta tese de mestrado, a autora centrou a sua investigacao na construcao de novos

métodos robustos para o modelo das CPC e também para o modelo proporcional.
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Este ultimo modelo é o Nivel 2 do sistema hierarquico de Flury (1988, pags. 60-62),

que apresentamos no Capitulo 2.

Considerando estruturas de covariancias que satisfazem (2.3), as propostas para a

estimacao robusta dos parametros deste modelo basearam-se em:

1. estimar robusta e independentemente as k& matrizes de dispersao, denotadas
por Vi,...,Vy, e substituir nas equagoes de verosimilhanca (2.10) e (2.11)

Si,...,S; por essas matrizes;

k

2. obter a matriz combinada V = % > n;V; e considerar para estimador de
i=1

(3 a matriz 3 construida com os vectores proprios de V, enquanto que para

estimador da matriz A; se considera a matriz _/AXZ = diag B Vi,/[; .

Para o modelo proporcional Orellana propoe uma metodologia analoga a referida
em 1, mas considerando as equagoes de verosimilhanca para este caso particular do
modelo CPC. Quando se observa a validade de (2.2) as equagoes de verosimilhanga

resultantes sao,

p T
'S, 3,
= L M, i=2...k, (4.1)
P A
I (=1
A = i 'sB;, j=1,... 4.2
N—k; Pi B Sy, 7 e 2
S (i — 1)
i=1 ¢

k
com N = > n;, sujeito as restri¢oes de ortogonalidade B8TB = I,,ecomp =1

i=1
(Flury, 1988, Capitulo 5).

Para além desta alternativa, foi proposto também o uso de outras duas estatisticas
para estimar as constantes de proporcionalidade. Uma destas estatisticas é cons-
truida a partir do quociente dos determinantes das matrizes de covariancias de dois
grupos. A outra é a estatistica do teste de esfericidade considerada por Muirhead
(1982, pags. 333-339).

Foi obtida a distribuicao assimptotica dos estimadores dos valores proprios, para o
modelo CPC nas situacoes 1 e 2, e também do estimador da constante de propor-

cionalidade do modelo proporcional.
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De forma andloga ao que se observa nas componentes principais, no modelo CPC
a estimacao das matrizes de dispersao é de extrema importancia e pode eventual-
mente afectar todo o processo de estimacao dos restantes parametros. Alids, as
matrizes de dispersao tém um papel fundamental em qualquer técnica da estatistica
multivariada. Dai que Orellana tenha reservado um capitulo da sua tese para anali-
sar esta questao, tentando avaliar o comportamento de varios estimadores. Com
este objectivo, efectuou um estudo de Monte Carlo para averiguar o desempenho
de quatro estimadores robustos das matrizes de dispersao e também do estimador
classico de méxima verosimilhanca, com o pressuposto da normalidade. No es-
tudo intervieram dois dos estimadores robustos multivariados que expusemos no
Capitulo 3, nomeadamente o estimador-M (Maronna, 1976) e o estimador Stahel—
Donoho (Stahel, 1981 e Donoho, 1982). Além destes, também foram seleccionados
dois outros estimadores robustos, o estimador de volume elipsoidal minimo (MVE)
de Rousseeuw (1983, 1985) e o estimador—S introduzido inicialmente por Rousseeuw
e Yohai (1984) no contexto da andlise em regressao. Posteriormente, Davies (1987)
generalizou o estimador—S de Rousseeuw e Yohai (1984) para problemas de anélise

multivariada.

De uma forma grosseira podemos dizer que o MVE procura o elipséide com vo-
lume minimo que cobre pelo menos s pontos da amostra. A quantidade s deve
ser escolhida de forma a igualar pelo menos metade do niimero de observacoes.
Quanto ao estimador—S, este é a solucao que minimiza o determinante de V,,, com
V, € PDS(p), sujeita a restri¢ao de

nil Zp(d (Xz:tnavn)) = bO )
i=1

com d? (X, t,, V,) = (X —t,,)" V1 (X —t,) e by > 0. Deve-se ainda ter o cuidado
de seleccionar p como uma fungao crescente mas limitada de d (X;, t,,, V,,), Lopuhaé
(1989).

Assim, o estimador—S ndo é mais do que uma versao suave (“smooth”) do MVE, e dai
a consequente escolha do nome de estimador—S. Note-se que este tltimo estimador
em vez de considerar apenas que determinada observacao estd dentro ou fora do
elipsoide, como faz o MVE, atribui a observacao um peso que é funcao de p. Este

estimador pertence a classe dos estimadores multivariados com alto ponto de ruptura.

Para avaliar os resultados do seu estudo de simulacao Orellana considerou a dis-

A . . . . 2

crepancia entre a matriz estimada e a verdadeira matriz, calculando Y > (vi; — 045)7,
(]

onde v;; € o (7, j)-ésimo elemento da matriz V estimada e o;; a correspondente en-
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trada da verdadeira matriz de dispersao 3. Além disso, como o interesse se con-
centra na estimacao da forma da matriz 3, e seguindo o trabalho de Maronna
e Yohai (1995), Orellana considerou indicadores da magnitude do enviesamento

do estimador V, calculando para isso o enviesamento de uma outra matriz W =

T
(E’1/2> \% (E’1/2> . Por sua vez, o enviesamento de W foi quantificado a custa do
desvio em relacao a esfericidade desta matriz, usando para isso o quociente entre o
maior e o menor valor proprio (excentricidade da matriz). Foi também considerada

a estatistica do teste de razao de verosimilhancas para avaliar este mesmo desvio.

Com base nos critérios de comparacao utilizados, foi possivel concluir que o estimador-
—M e o estimador Stahel-Donoho foram os que se mostraram mais adequados para
a estimacao das matrizes de dispersao, e portanto a utilizar no modelo das com-
ponentes principais comuns. Como Orellana realca, ambos os estimadores tém um
bom comportamento quando as observagoes sao normalmente distribuidas, sendo os
que apresentam menores erros médios e medianos e ainda menores erros quadraticos
médios. Deste modo, no estudo de robustez desenvolvido posteriormente a autora

utilizou estes dois estimadores robustos.

Foi realizada uma outra simulacao de Monte Carlo para comparar o comportamento
do estimador de maxima verosimilhanca das CPC em relacao a propostas resistentes
baseadas no estimador—M e no estimador Stahel-Donoho. Os estimadores resistentes
considerados neste estudo foram construidos pelo técnica referida em 1, para o mod-
elo CPC e proporcional. Consideraram-se duas populacoes em dimensao 4, com e
sem contaminacao. As contaminacoes estudadas abrangeram diversos casos, como
por exemplo, contaminacoes esféricas, simétricas e nao simétricas na direccao do
vector proprio relacionado com o menor (maior) valor préprio da primeira popu-

lacao.

Em apéndice, a autora apresenta o codigo dos programas, em liguagem MATLAB,

que permitiram desenvolver estes estudos.

A eficacia dos métodos robustos propostos foi também avaliada num conjunto de
dados reais (Fisher, 1936), considerando os dados originais, os dados com 4 obser-
vacoes da espécie Versicolor modificadas, e ainda o caso onde mais 3 observagoes da

espécie Virginica foram alteradas.

Destes estudos, Orellana concluiu que o estimador Stahel-Donoho apresenta um
comportamento razoavelmente estdvel nas contaminacdes consideradas. O tnico
inconveniente é que produz estimativas enviesadas para os valores proprios. No
que se refere ao estimador—M, este exibe uma maior sensibilidade, e nao traduz

bons resultados quando existe 10% de contaminacao. No entanto, quando o tipo
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de contaminacao é simétrica este estimador tem um comportamento similar ao do
Stahel-Donoho. Por outro lado, uma vantagem do estimador—M ¢é a sua simplicidade
computacional e a possibilidade de calibragao da eficiéncia em relacao ao estimador

de maxima verosimilhanca.

Foi ainda possivel concluir que a definicao de ponto de ruptura nao é adequada
quando se pretende estimar os eixos principais comuns. Como ja referimos, o ponto
de ruptura do funcional matriz de dispersao esta relacionado com a “implosao” ou
“explosao” da matriz, i.e., o menor valor proprio nao tender para zero e o maior valor
proprio nao tender para infinito. Note-se que nesta definicao nada intervém acerca
dos vectores proprios da matriz. A autora refere que seria importante a construcao
de uma definicao de ponto de ruptura para os funcionais vectores proprios da matriz

de dispersao.

Os resultados obtidos neste trabalho, no que diz respeito ao modelo CPC, sao tam-
bém incluidos na publicacdo Boente e Orellana (2001), que descrevemos seguida-

mente.

Boente, G. e Orellana, L. (2001). A robust approach to common principal

components.

As autoras para além de apresentarem os resultados de Orellana (1999), sugeriram
uma nova abordagem para a estimacao dos parametros do modelo CPC. Esta nova
técnica é uma generaliza¢do da que Li e Chen (1985) propuseram para a analise em
componentes principais, € baseia-se na técnica de “projection—pursuit”. Este termo
poderia eventualmente ser traduzido por perseguicao da projec¢ao, mas optamos pela
designacao inglesa. Como o nome sugere, os estimadores de “projection—pursuit”
encontram-se através de um processo iterativo que procura a direccao que torna
méxima (ou minima) uma medida de escala robusta dos dados projectados nessa

direccao.

Croux e Ruiz—Gazen (1996) desenvolveram um algoritmo réapido para calcular a
proposta de Li e Chen (1985), algoritmo esse que as autoras generalizaram para k

populacoes.

Como exemplo de aplicagao, Boente e Orellana escolheram os dados de Fisher (1936)
também estudados por Orellana (1999) neste contexto. Considerando os mesmos da-
dos modificados de Orellana (1999), e de forma a resolver os problemas observados
na estimacao classica de maxima, verosimilhanca, foram propostos trés métodos ro-
bustos de estimacao. Obtiveram as estimativas robustas pela técnica 1 de Orellana
(1999), atribuindo a V;, i = 1,..., k, estimadores-M (ME) e estimadores Stahel—
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Donoho (SDE), e pela técnica “projection—pursuit” usando o MAD como estimativa
robusta de escala (PPE). Além disso, avaliaram ainda as estimativas propostas por
Novi Inverardi e Flury (1992), (NFE).

O comportamento da alternativa de NFE e da técnica que utiliza o ME foi seme-
lhante ao dos estimadores de maxima verosimilhanca. Bastante melhor foi o método
com o SDE, estimando praticamente as mesmas direc¢oes principais comuns dos da-
dos originais. Quanto a técnica PPE, os resultados estao numa situacao intermédia,
uma vez que os eixos principais dos dados originais foram ligeiramente rodados.
Esta foi no entanto a unica alternativa que conduziu a resultados satisfatorios para

a estimacao dos valores proprios.

Foram desenvolvidos dois estudos de Monte Carlo, ambos com duas populagoes
com dimensoes 2 e 4. Em ambas as simulacoes foi observado o comportamento
dos seguintes procedimentos: a técnica que utiliza o SDE, a proposta NFE, e duas
alternativas “projection—pursuit”, uma construida com o estimador de escala MAD
e outra recorrendo a um estimador-M. Em dimensao 4 o desempenho foi ainda
comparado com as estimativas de maxima verosimilhanca e as obtidas através do
ME. Além disso, para p = 4 as autoras ainda obtiveram os eixos principais comuns a
partir das matrizes robustas combinadas, método 2 de Orellana (1999). No entanto,
os resultados desta abordagem nao foram incluidos neste trabalho dada a semelhanca

com os construidos através da substituicao das matrizes classicas pelas SDE.

Para p = 4, foram geradas 1000 réplicas de duas amostras independentes com di-

mensoes n; = ny = 100 e matrizes de dispersao,
3, =diag(1,2,3,4) e X, =diag(5,2.5,8,6).

Consideraram as trés situacoes distribucionais seguintes:

e Cy: dados normais, N (04,%;),i =1, 2.

o (. Xj1,...,X;, vectores aleatérios independentes e identicamente distribui-
dos (i.i.d.) a 0.9N(04, ;) + 0.1N(04,9%;). Esta contaminagao corresponde
a inflacionar a matriz de dispersao e assim afecta a variancia na direccao dos

eixos principais de cada populacao, mas nao a sua orientacao.

o Oy Xj,..., Xy, 580 1id. com (1 — e)N(04,%;) + eN(p, X;), com p =
(10,0,0,0)". Consideraram as contaminagoes resultantes de fixar & = 0.05 e
¢ = 0.10. Este caso corresponde a contaminar ambas as populacoes na direccao
do mais pequeno valor proprio da primeira populacao. O objectivo agora é

estudar possiveis alteracoes na estimacao das direcgoes principais.
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No que se refere aos valores proprios, as melhores estimativas sob contaminac¢ao
foram obtidas com o SDE. Quanto ao desempenho do ME, os fracos resultados
obtidos foram justificados pelo valor do ponto de ruptura empirico, que pode ser
muito inferior ao assimptotico (Maronna e Yohai, 1995, Adrover, 1998). Neste
estudo de simulacao o valor do ponto de ruptura assimptotico é cerca de 13%. Por
outro lado, a fraca eficiéncia das estimativas “projection—pursuit” foi justificada pela
eficiéncia, também fraca, dos estimadores de escala seleccionados. As estimativas
dos valores proprios construidas pela proposta de Nori Iverardi e Flury (1992) sdo as
que apresentam o pior desempenho sob a contaminagao C'y .. Nas restantes situagoes

o comportamento do NFE é similar ao do SDE.

Para avaliar os resultados do processo de estimacgao das direcgoes principais comuns,
foi calculado o quadrado da distancia entre a verdadeira direcgao principal (vector da
base canonica) e a direc¢do principal estimada. Quando os dados sdo afectados pela
contaminacao assimétrica Cy . os estimadores—M tém um comportamento bastante
fraco, comparével ao dos estimadores de maxima verosimilhanca, enquanto que o
SDE e o NFE sao muito menos sensiveis a este tipo de contaminacao. As propostas
“projection—pursuit” também se mostraram sensiveis a contaminagao imposta. Isto
pode ser justificado pelo facto da matriz ;4 = Zle 7;3; = diag(3,2.25,5.5,5) ter
valores proprios proximos. As dimensoes das amostras utilizadas poderao nao ser
suficientes para distinguir claramente as duas primeiras e as duas ultimas direcgoes
principais comuns. Posteriormente, na Subseccao 3.2 deste capitulo, sera justificada
a necessidade da construgao da matriz 3;4. Para a alternativa 2 de Orellana (1999),
as autoras referem o mesmo problema, pois esta hipdtese também utiliza a matriz
combinada. Em conclusao, todas as alternativas se mostraram bastante sensiveis a

contaminac¢ao quando o objectivo da estimacao sao as direccoes principais.

No estudo de Monte Carlo realizado em dimensao 2, tomou-se ny = ny = n =
50 e considerou-se apenas 500 replicacoes. A reducao do ntimero de replicagoes
para metade justifica-se pelos métodos de “projection—pursuit” e o SDE utilizarem
uma grelha suficientemente fina (1000 direc¢oes), em vez de recorrer a técnicas de
reamostragem como € necessario em dimensoes superiores. Este estudo também
foi delineado de forma a evitar o problema resultante da proximidade dos valores
proprios da matriz combinada. Neste sentido, as duas matrizes de dispersao tedricas

escolhidas foram,

3, = diag(4,14) e X, = diag(2,12),

que conduzem a ;4 = diag(3, 13).

As situagoes distribucionais consideradas foram,
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e Cy: dados normais, N (0,%;),i =1, 2.

o C1.: Xy, ..., Xy, s30 vectores aleatorios ii.d. a 0.8N(0g, %) + 0.14, +
0.1A_p com p = (4.72;-0.042) e Xy, ..., Xy, i.id. com distribui¢ao nao
contaminada N (0,9, 35).

Deste processo de simulagao, Boente e Orellana concluiram que o comportamento
das alternativas via SDE e NFE é semelhante ao observado em dimensao 4. Por
outro lado, as propostas “projection—pursuit” sao agora muito mais resistentes,
salientando-se favoravelmente a alternativa com o MAD. Conclui-se que estas novas
propostas “projection—pursuit” sao uma boa ferramenta para a estimacao dos eixos

principais comuns.

Foi também realcado por Boente e Orellana que a nocao de ponto de ruptura nao
é apropriada para a estimacao das direc¢oes principais. Neste estudo foi evidente
a sensibilidade dos estimadores dos vectores proprios face & contaminacao, embora
o valor méximo fixado para a contaminacao fosse 20% e muito inferior ao ponto de
ruptura. As autoras sugerem uma nocao de ponto de ruptura que tenha em conta o
coseno do angulo entre a verdadeira direccdo e a estimada. Orellana (1999) ja tinha

alertado para esta questao.

4.3 Novos resultados

Como se observou na sec¢ao anterior, em nenhum dos trés trabalhos expostos foram
deduzidas as funcoes de influéncia para os funcionais em causa. Como foi referido an-
teriormente, foram varios os autores que noutros contextos utilizaram estas fungoes
para derivar novas propostas robustas, em especial para a detec¢ao de observagoes
discordantes. Achamos assim importante dispor desta metodologia robusta para a
analise em componentes principais comuns. De notar que para o modelo em es-
tudo, que trata de funcionais relacionados com k populacoes simultaneamente, seré

necessario uma generalizacao da funcao de influéncia.

No Capitulo 1 ilustramos a necessidade de procedimentos robustos para a estimacgao
das componentes principais. De modo semelhante ao caso da andlise em compo-
nentes principais, a generalizacao para k grupos também pode ser afectada quer
pela presenca de observacoes discordantes, quer por desvios a distribuicao normal.
Relembre-se que a nao normalidade dos dados conduz a perda de algumas das “boas”

propriedades do estimador cléssico da matriz de covariancias, S;.
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Na tentativa de ilustrar a necessidade de procedimentos robustos na estimacao das
CPC, consideramos o exemplo de Fisher (1936) referido no Capitulo 1, com a ob-
servagao 50 do grupo Virginica modificada. AplicAmos de novo o programa de
Phillips (1994) para estimar os vectores proprios comuns, assim como as variancias

associadas em cada grupo. Os resultados encontrados indicam-se na Tabela 4.1.

vectores proprios valores proprios
sl 0.943 -0.334 Versicolor 0.301 0.064
sw 0.334 0.942 Virginica  0.435 0.197

Tabela 4.1: Analise em CPC.

Versicolor Virginica

sw
sw

sl sl

Figura 4.1: Elipses correspondentes a distdncia de Mahalanobis constante, sob CPC, e
eixos das CPC.

Construimos também os novos contornos com distancia de Mahalanobis constante,

(x — %;)T3;(x — %;) = 4. Na Figura 4.1 apresentam-se estes contornos com a so-

breposicao dos eixos principais comuns.

Para avaliar a influéncia, ou nao, das observacoes discordantes na estimacao dos
parametros do modelo CPC, procedemos também a estimacao robusta das compo-
nentes principais comuns e respectivas variancias. A técnica robusta utilizada foi
a mais intuitiva possivel. Esta consiste, em proceder primeiro a estimacao robusta
das matrizes de dispersao de cada grupo (independentemente). De seguida, substi-

tuir nas equagoes de verosimilhanga (2.10) e (2.11) as matrizes S; pelas matrizes
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de dispersao robustas encontradas. Resolvendo este sistema de equacoes, sujeito
a condigao (2.12), encontram-se umas estimativas robustas dos vectores proprios
comuns e dos valores proprios associados a cada grupo. Note-se que a solucao ro-
busta encontrada esté dependente da escolha dos estimadores robustos considerados
para as k matrizes de dispersao. FEste procedimento é referido na literatura pela
designacao “plug-in” e, como vimos na Sec¢ao 2, foi considerado pelos autores Novi
Inverardi e Flury (1992), Orellana (1999) e Boente e Orellana (2001).

A técnica “plug—in” foi aplicada com o estimador RMCD, apresentado no Capitulo 3,
Secgao 8, fixando o subconjunto dos dados a utilizar em h = [0.75n]. Os resultados

desta estimacao apresentam-se na Tabela 4.2. Foram ainda feitos gréaficos seme-

valores proprios
Versicolor 0.303 0.035
Virginica  0.285  0.063

vectores proprios
sl 0.937 -0.349
sw 0.349 0.937

Tabela 4.2: Analise robusta em CPC.

lhantes aos da Figura 4.1, mas considerando uma versao robusta da distancia de
Mahalanobis. Seguindo o trabalho de Rousseeuw e van Zomeren (1990), calculamos
os contornos limitados por (x — ;)T Vi(x — fi;) = 4, com V; e fi;, respectivamente,

as estimativas RMCD de dispersao e localizacao. Na Figura 4.2 encontram-se esses

sw

Versicolor

sl

sw

50

Virginica

sl

Figura 4.2: Elipses correspondentes a distdncia de Mahalanobis robusta constante, sob
CPC, e eixos das CPC robustas.
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contornos com a sobreposicao dos eixos das componentes principais comuns robustas.

Como se pode constatar pelos resultados obtidos, as direccoes das componentes
principais comuns classicas e robustas sao quase paralelas. Parece assim ser possivel
concluir que os eixos principais comuns nao sofreram alteracoes significativas com
a modificacao da tultima observacgao do grupo Virginica. Por outro lado, nota-se
com a estimacao robusta das CPC uma reducao significativa nos valores proprios.
Nota-se ainda que, de modo semelhante ao caso das CP apresentado na Figura 1.2,
os contornos de densidade constante no grupo Virginica da Figura 4.1 aumentaram
devido ao novo valor da observacao 50. E facil perceber que o aumento do nimero,
ou do valor, das observacoes discordantes poderia facilmente conduzir a estimacao

classica a resultados completamente inadequados.

Em conclusao, é importante dispor-se de procedimentos robustos para a estimacgao
das componentes principais comuns. Para além disso, é desejavel a comparacao do
grau de robustez dos diferentes procedimentos.

Como veremos nas Subseccoes 3.1 e 3.2 deste capitulo, para a estimacao robusta
das componentes principais comuns é sempre necessario considerar estimadores de
dispersao robustos, univariados ou multivariados. Assim, uma questao que se coloca
é qual sera o estimador robusto mais adequado. Como se sabe, é sempre preferivel
considerar um estimador com alto ponto de ruptura. Mas, dentro desta classe de

estimadores, qual serd o estimador mais apropriado?

Com o objectivo de esclarecer esta questao, recentemente Croux e Haesbroeck (2000)
estudaram este problema no caso de uma populacao, i.e., modelo das componentes
principais. O trabalho destes autores foi baseado em estudos de simulacao de Monte
Carlo e na func¢ao de influéncia de alguns funcionais. Como salientdmos no Capi-
tulo 3, a forma da func¢ao de influéncia permite avaliar a robustez do estimador
relacionado (equivalente) com o funcional em causa. Croux e Haesbroeck (2000) in-
dicaram qual o estimador, dentro dos utilizados, mais apropriado para a estimacao
robusta das componentes principais. Além disso, outros autores como Critchley
(1985) e Shi (1997) utilizaram a fun¢ao de influéncia, no contexto da anélise em
componentes principais, para a construcao de métodos graficos de diagnostico e de-

teccao de observacoes influentes.

2

Assim, é nosso objectivo, em primeiro lugar, calcular a funcao de influéncia para
o modelo das componentes principais comuns. Como ja referimos, no modelo das
componentes principais comuns tratamos com k grupos em simultaneo e a func¢ao de
influéncia de Hampel (1968, 1974) foi definida para problemas com funcionais num s6

grupo. E entao necessaria uma generalizacao da func¢ao de influéncia para problemas
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com funcionais dependentes de varias populagoes, e onde se admite que apenas a
1-ésima populacao sofre contaminacao. Embora este problema ja tivesse sido focado
por outros autores, como por exemplo Rousseeuw e Ronchetti (1981) e Hampel et al.
(1986), foram Pires (1995) e Pires e Branco (2002) que apresentaram uma definigao
explicita para esta generalizacao da funcao de influéncia, a que chamaram fungoes

de influéncia parciais.

Como os funcionais estudados neste trabalho sao p—variados apresenta-se a definicao

das funcoes de influéncia parciais para esta situacao.

Definig¢ao 4.1 (fungées de influéncia parciais p—dimensionais, Pires, 1995,
Pires e Branco, 2002) Seja F' a medida produto, F' = F; X - - - X Fj. Considere-se
Fyeio=Fi X - X Fj_1 X Fjyxe X Fjg41 X -+ X Fpcom Fix. = (1 —¢)F; + c/Ax.

As fungoes de influéncia parciais (PIF) do funcional T, p-dimensional, em F' sdo
dadas por
T Fx g,%0) T(F .
PIF,, (x, T, F) = lim (i) ZTWE) 50y (4.4)

e—0 £

com x € €2 e para o qual este limite existe.

Foi a analogia com a nocao de derivada parcial que levou os autores referidos an-
teriormente a designarem estas funcoes por funcoes de influéncia parciais, como se

pode comprovar com a definicao que se segue.

Definigao 4.2 (diferenciagao parcial & Gateaux) Seja F' a medida produto, F' =
Fix---x Fy. Considere-se GE(e, F;,)) = F1 X+ X F;,_1XGE(F;,,e) X Fj,11 X+ X F},
com GE(F;,e) = (1—¢)F;+¢H,. O funcional T, p-dimensional, diz-se parcialmente

diferenciavel & Gateaux em F', em ordem a F; , se existir uma fun¢io a;,(x) tal que

07

i TIGE (. )l = T (F)

e—0 £

_ / aiy (x) dH;, (%).

Comparando estas duas defini¢coes é facil concluir que no caso do funcional T ser

parcialmente diferencidvel a Gateaux em F' em ordem a Fj, entao
a;,(x) = PIF; (x, T, F),
e além disso
/aio (x)dF;, (x) = /PIFZ-0 (x, T, F)dF;, (x) = 0,.
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Pires e Branco (2002) mostraram também que o resultado apresentado em (3.20),

no caso do funcional T depender de k populacoes, generaliza-se para

N3 {T(Fy) — T(F)} = f: ! ipm (xi. T, F) + VNR (Fy — F) , (4.5)

1
i1 (Ting)? 55

onde Fy representa a funcao de distribuicao empirica de k amostras independentes

Xij,izl,...,k,jzl,...,ni.
Quando VNR (Fy — F) S 0, entao pelo teorema do limite central e lema de Slutsky
resulta que, Nz [T(Fy) — T(F)] tem distribui¢do assimptética normal p-variada

com média 0, e matriz de covariancias assimptotica dada por
k
ASVAR(T, F) =7 By, {PIFZ- (X1, T, F) PIF; (Xi1, T, F)T} . (46)
i=1

O resultado (4.6) é bastante util para a deduc¢ao da variancia assimptoética do esti-

mador equivalente ao funcional T.

A partir das funcoes de influéncia parciais é possivel definir medidas sumarias equi-
valentes as introduzidas por Hampel (1968). Uma outra nocao, também bastante
importante na area da estatistica robusta e introduzida por Rousseeuw (1981), é a
de B-robustez. Quando os estimadores se referem a parametros que dependem de

véarias distribuicoes o conceito de B-robustez generaliza-se da forma que se segue.

Definigao 4.3 (estimador B-robusto com dependéncia de varias popu-
lagoes, Pires 1995) Um estimador equivalente a um funcional T que dependa de
véarias distribuicoes é B—robusto se todas as suas func¢oes de influéncia parciais sao

limitadas, i.e,

vi=~(T,F)=supPIF; (x, T,F) <o, i=1,...,k.

Como exemplo, consideramos F; a funcao de distribuicao de X;, 7 =1, ..., k, vector
aleatorio de IR? com vector média p,; e matriz de dispersao X; € PDS(p) e S,

o estimador classico usual e nao corrigido da matriz de covariancias 3J; definido

por Sz = ni i’: (X” — Xz) (X” — XZ')T, com Xz =
i j=1

i X

=4 ei=1,...,k Note-
‘ ng

=1

se que é necessario utilizar o estimador nao centrado para garantir a equivaléncia

entre estimador e funcional da matriz de covariancias'. No entanto, o resultado

Ver resultado da pag. 46.
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que apresentamos de seguida é aproximadamente valido quando S; ¢ o estimador

centrado da matriz de covariancias da i-ésima populacao.

Considere-se V;(F;) = V; o funcional da matriz de covariancias da i-ésima populacao
equivalente ao estimador S;. De forma anéloga ao resultado da péagina 56, a funcao

de influéncia deste funcional vem
T
IF(x, Vi, i) = (x — ;) (x — ;)" — % (4.7)
Admita-se agora que consideramos o caso em que as k populagdes possuem a mesma
matriz de covariancias, ou seja (2.1). Um estimador classico natural para 3; =

k
¥y =,...,= X é a matriz de covariancias amostral combinada, Sp = > 7;S;.
=1

1=
Como consequéncia, o estimador Sp refere-se a um parametro, 3, que depende de
k populacoes e o estudo das suas propriedades de robustez nao deve descurar esta

situacao.

Nesse sentido, considera-se F' a distribuicao resultante da medida produto, F' =
Fy x --- X Fy e V(F) = V o funcional equivalente ao estimador Sp. Qual sera a
alteracao sofrida no funcional V com a colocagao de uma massa pontual no ponto
x; com probabilidade € no i-ésimo grupo? A resposta a esta questao é dada pela

funcao de influéncia parcial da i-ésima populacgao.

E facil verificar que para o funcional V as funcées de influéncia parciais sao
PIF; (x, V,F) = 7,IF (x, Vi, F) = 7 | (x — ;) (x — ;)" — =], (4.8)

o que evidencia a falta de B-robustez do estimador Sp.

Estes novos conceitos de robustez infinitesimal permitiram-nos construir as fungoes
de influéncia parciais para os funcionais relacionados com os estimadores do modelo
das componentes principais comuns e, com isso, propor novas alternativas robustas

nesta area da estatistica.

Foram deduzidas as funcoes de influéncia parciais dos funcionais relacionados com

os estimadores obtidos com as duas alternativas seguintes:

’ . « T,
e técnica de “plug-in”;

e técnica de “projection—pursuit”.

Enquanto decorria o nosso trabalho, em simultaneo, independentemente e sem ser
do nosso conhecimento a Professora Graciela Boente desenvolvia, na Argentina,

uma investigacao andloga, também com o estudo infinitesimal das caracteristicas de
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robustez dos funcionais do modelo CPC, e obviamente com a construcao das funcoes
de influéncia parciais. Quando confrontados os resultados de ambas as investigacgoes,

resolveu-se efectuar a publicagdo conjunta Boente, Pires e Rodrigues (2002a).

4.3.1 Funcoes de influéncia parciais e variancias assimptoti-

cas dos estimadores “plug-in”

Nesta subseccao vamos apresentar a deducao das funcoes de influéncia parciais dos
funcionais relacionados com os estimadores “plug-in”. Para isso, considerdmos um
sistema de equagdes semelhante ao de maxima verosimilhanga de Flury (1984), apre-
sentado em (2.10), (2.11) e (2.12), mas com n; em vez de (n; — 1) para garantir a
equivaléncia entre funcionais e estimadores, substituindo as matrizes de covariancias
amostrais por matrizes de dispersao robustas. Os estimadores “plug-in” vao ser entao

definidos como a solucao de

diag (B"V.8) = A;, (4.9)
LIS VIR
BL (Z niMVi) B, = 0, param # j , (4.10)
i=1 tma\ij
BrB; = bmj, (4.11)

onde V; é uma matriz de dispersao robusta e consistente para ; e d,,; é o simbolo

de Kronecker.

Para a construcao das funcoes de influéncia parciais, considera-se uma dada dis-
tribuicao F' definida pela medida produto F' = F; X --- x F}, com X; ~ F;, sendo
F; uma distribui¢ao com parametro de localizacao p; e matriz de dispersao ¥; que
satisfaz o modelo (2.3). De forma a simplificar os célculos inerentes a derivacao das
funcoes de influéncia parciais, e sem qualquer perda de generalidade, assumimos que
os k vectores média sdo o vector nulo de IRP. Representa-se por V; = V,(F;) o fun-
cional da matriz de dispersao avaliado na distribuicao do ¢-ésimo grupo. Considera-
se ainda o par de funcionais By (F), Av(F),i=1,...,k, com V = (Vy,...,V}),

que é solucao do sistema

diag { By (F)" Vi(F)By(F)} = Avi(F), (4.12)

L Mwanl(F) = My (F)
{Z” A i (F) v iy (F)

/BV m(F)T

’

IBV,m(F)TIBV,j(F) = ‘5mj : (4-14)

=1
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Nos casos em que o funcional V; é Fisher—consistente para o parametro X;, i.e.
quando se verifica a igualdade V;(F;) = X;, entao as solugoes (Av ;(F), By (F)) sao
Fisher—consistentes para os parametros (A;, 3) do modelo das componentes princi-

Pais cOMUNS.

Além disso, quando o funcional V; = V,(F;) é equivariante para transformagoes
afins, ou seja

Vi(AX +b) = AV (X)AT,

os funcionais By ,, € Av i, possuem equivaridncia ortogonal. A demonstragao deste

resultado encontra-se na proposicao que se segue.

Proposigao 4.1 (equivariancia ortogonal dos funcionais das CPC)

Seja X;, 7 =1,...,k, um vector de IRP com distribuicao F; e matriz de dispersao X;

que satisfaz (2.3). Represente-se por V;(F;) o funcional da matriz de dispersao do

i-ésimo grupo, equivariante face a transformagoes afins. Sejam Ay ;(F) e By (F)

os funcionais solu¢ao do sistema (4.12), (4.13) e (4.14). Considerando U; = I'X,,

com I' uma matriz ortogonal (p X p), entdo os funcionais solu¢ao do sistema rodado

ortogonalmente, (Ay ;(G), By (G)), verificam By ,,,(F) = T8y ,,(G) e Ay im(F) =
v.im(G), onde G = G X - -+ X G} & a distribuicdo de U;.

Dem: Como o funcional V;(F;) é equivariante para transformagoes afins resulta que
Vu,(G;) = TV(F;)T”, e da ortogonalidade de T' vem que V,(F;) = T" Vy,(G;)T.
Substituindo no sistema (4.12), (4.13) e (4.14) tem-se

diag { By (G)'T" Vi, (G)TBY(G)} = Avi(G) .

T A,im(G) — Av,ii (G .
Bv,m(G)TF {ZTZ szi(é))\v\;(é))VU(Gz)}rﬂvg(G) = 0,m#7,

IBV(G)TFTFIBV(G) = 1,
implicando as igualdades que By (G) = T8y (F') e Ay ;(G) =Av (F). O

No teorema seguinte apresentamos as func¢oes de influéncia parciais dos funcionais

equivalentes aos estimadores “plug—in” dos parametros do modelo das CPC.

Teorema 4.1 (fungoes de influéncia parciais dos funcionais equivalentes
aos estimadores “plug—in” do modelo CPC)

Seja Xii,..., X, © = 1,...,k, uma amostra aleatéria da distribui¢ao F;, com
parametro de localizagio p;, = 0, e matriz de dispersao 3; que satisfaz o mo-

delo (2.3). Represente-se por F' a distribui¢do definida pela medida produto F' =
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k
Fi x -+ X Fj, eassuma-se que, n;, =7; N,com 0 <7, <1le ZTi =1.

i=1
Considere-se V;(F;) um funcional consistente segundo Fisher da matriz de dispersao,
i.e., Vi(F;) = X;. Represente-se por (Xi1,...,Ayp) e (B4,...,8,), respectivamente
os valores proprios e os vectores proprios comuns da matriz ;. Assuma-se ainda
que Ajp > -+ > Ay, e que IF (x, V;, F}) existe.

Entao, as fungées de influéncia parciais das solugoes (Avy ;i (F), By (F)) de (4.12) a
(4.14) sdo dadas por

PIF;(x, \v,¢j, F) = 04 B} IF (x, V;, ;) B; (4.15)

1

9y~
PIFi(Xa IBV,ja F) =T Z )\l] - )\lm {Z L ()\lm - )\ZJ) }{IB’JTIF (X7 Via E) IBm} IBm

k
mtj )\zm)\zg —1 )\Em)\fj

(4.16)

Dem: A técnica que utilizamos nesta demonstracao é semelhante a usada por Croux

e Haesbroeck (2000) na demonstragao do Lema 3.
Considere-se a seguinte mistura Fj . = (1 — ) F; + eAx e seja Fx.;, = F; X --- X
Fi 1 X Fixe X Fiyy x -+ x F}, a medida produto com contaminagao na i—ésima

populagao. Considerem-se também os seguintes funcionais sob contaminacao:

® Bi..=DBv, (Fxr.i), o funcional relacionado com o estimador do j-ésimo vector

proprio e com a i—ésima populacao sofrendo contaminacao;

® N\jici = Avyj (Fxe;) o funcional relacionado com o estimador do ¢-ésimo valor
proprio da populacao j com a i—ésima populacao contaminada pontualmente

em X;

e V,. =V, (Fix.) o funcional sob a contaminagao da i-ésima populagao, equi-

valente ao estimador da matriz de dispersao da i-ésima populacao.

Represente-se por V, = V, (F}) o funcional equivalente ao estimador da matriz de
dispersao da /—ésima populacao, sem qualquer populacao contaminada.

As fungoes de influéncia parciais das solugoes (Av ;(F), By (F')) de (4.12) a (4.14)
podem ser construidas substituindo-se nas equagoes (4.12), (4.13) e (4.14) F por

Fx . ; e posteriormente avaliando a sua derivada em ordem a e.
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Assim, com a introducao da contaminacao na i—ésima populacao resulta o sistema

Njei = BjeiVieBics, (4.17)
Mjei = ,Bigﬂ-vzﬁj,g,i ; para £ # i, (4.18)

T i )\Em,a,z' - )\Ej,e,i
O - IBm,E,i Z T —VZ IBj’E,i +

J4
)\lm,e,i )\Zj,a,z'

I=1,04i
)\imai - )\zaz .
+ Bl | R, Bjeis param #j, (4.19)
” Nime,i Nijei ’ ”
T
5mj = IBm,a,i /Bj,s,i . (420)

e Funcoes de influéncia parciais dos valores proprios.

Derivando a equacdo (4.20) em ordem a &, obtém-se

PIF;(x, By m: F)'B,, = 0, param=j, (4.21)
PIF;(x, By F)T,Bj + PIFy(x, By '3, = 0, param#j. (4.22)

Com a diferenciagao da equacao (4.17) resulta
PIF;(x, Av¢j, F) = PIF;(x, By ;, F)" 2,848 1F (x, V;, F;) 8,4+ 8] %;PIF;(x, By ;, F).
Usando o facto de 3,8; = \;;3;, obtém-se
PIF;(x, Avij, F) = 2\;PIF;(x, By ;, F)' B; + B IF(x, V;, F}) 3;, (4.23)
ficando com a aplicagao de (4.21) a igualdade
PIF;(x, A\v,i;, F) = B]IF(x, V;, F})B; (4.24)

obtendo-se assim (4.15) para ¢ = i. Por outro lado, derivando em ordem a ¢ a

equagao (4.18) resulta
PIFi(Xa )‘V,Zja F) = PIF; (X7 IBV,]’: F)TEEIBJ‘ + IB?EEPIFZ(Xa IBV,ja F)

Usando novamente a relagao 3,8; = A;;3; vem

PIF;(x, Av¢j, F) = 2)\;PIF;(x, By ;, F)" B;. (4.25)
Aplicando a (4.25) a condigao de ortogonalidade (4.21) obtém-se
PIF;(x, Av ¢, F') =0, para { # i, (4.26)

o que implica (4.15).
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e Funcoes de influéncia parciais dos vectores proprios.

Para a demonstracao de (4.16), diferencia-se a equagao (4.19), com a aplicacao da

regra da derivacao da funcao composta, o que conduz a

k

Ao — A
0 = PIFi(x, By m, F) (Z T ‘/\E . ZJZ@),B +
m L)
k
)\Zm )\lj
3, | PIF; o F
+ (Z e~ )\Em)\EJ l) (X:IBV,]a )+

k
a )\mai_)\'ei
+ ﬂﬁ{an <¥>

—1 )\Em,e,z)\ﬁj,a,z

Aim = Aij .
EZOEz + TiT)\szIF(X’ Vz‘aFi)} Bj,m#j.

é nao nulo quando ¢ = ¢ vem
e=0

O [ MNomei— Nici
Notando que — (M)
88 )\gm,g7i)\gj75,i

k

Aem — A
0 = PIF,(x, ﬂvym,F)T (Z Tg#zz) B, +
Im\Lj

(=1

k
)\Zm )\lj
E 3, | PIF; L F
+ ( e~ )\Zm)\EJ l) (X:IBV,]a )+

a m,en )\ij £ T
L Zmst T ¥.3.
" 7—85 ( Aim,e iNijie i ) a:O'Bm B+
Aim — Nij g ,
+ TiﬁﬁmIF(X, Vi, Fi)B; para m # j . (4.27)
imAij

Usando de novo X,83; = A;;3; em (4.23) em conjunto com a condi¢do de ortogona-
lidade ,BZ;L,BJ- = 0, para m # j, e a relacao (4.19), vem

- _
Aem — Mij
0 = | D n= | [FPIFi(x. By, F) ) +
L =1 tm ]
£ A — Agj T
+ ZTET PIFi(XaIBV,jaF) B +
L¢=1 7]
)‘im_ % ]
+ U RTTR(x, Vi, F)B; = para m # j
)\1m)\2j
k
Ao — A
= [Z”—( EA . ) ]PIF (x, By, F)'B,, +
=1 Im N\
+ Tii;:l;)\)\ijﬂle(X,Vi,E)ﬁj, para m # j ,
imAij
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o que implica que

Aij — Aim i .
PIF;(x, By, F)" B,, = 22 i {BLIF (x. Vi, F) B;} om # j .
J Xim\ij k O — A J
ZTZ m Z])
)\Em)\ﬁj

(4.28)

Estas (p — 1) equagdes juntamente com (4.21) podem ser escritas como
BTPIF;(x, By ;, F) =u, (4.29)
onde u é um vector cuja m-ésima componente & &,,iCn; 3 IF (x, Vi, Fi) B,, € Cm;

representa o factor constante dependente dos valores proprios e de 7; de (4.28).
Pré-multiplicando (4.29) por B obtém-se

PIF;(x, By ;s F) = Y cmjBmiB IF (x, Vi, F}) B, . (4.30)
m#j
o que escrito na forma vectorial da (4.16). [

Como se pode observar, as funcoes de influéncia parciais de ambos os funcionais
dependem da funcao de influéncia do funcional V,;. O seguinte lema caracteriza
de uma forma geral a func¢ao de influéncia de um funcional equivariante, V;(F;), da

matriz de dispersao.

Lema 4.1 (caracterizagao da IF (x,V;, F;), Croux e Haesbroeck, 2000) Para
qualquer funcional V;(F;) da matriz de dispersao que goze de equivaridncia afim e

possua fungao de influéncia, existem duas fungoes av,, vy, : [0, 00] — IR tais que
IF (x, Vi, F;) = av, [d;(x)] xx" — v [di (x)] %, (4.31)

com d? (x) = x ¥;x e F; uma distribui¢do elipticamente simétrica com p, = 0,.

Dem: Considere-se que X; ~ F; elipticamente simétrica, com média 0, e matriz de
dispersao X; e re;l)resente—se por G a distribuicao esfericamente simétrica comum a
todos os Z; = zfxi, parat=1,...,k. Como V; é um funcional equivariante para
transformacoes afins, vem

resultando

MI»—‘

IF (x, V,, F}) = £71F (2,, Vi, G) £7 | (4.32)

M\»—l

com z; = E
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Note-se que, neste caso a notacao para referir os funcionais foi diferente da usada
anteriormente. Quando os funcionais sao p—dimensionais é muitas vezes feito este
abuso de notagao indicando V(X;) em vez de V(F;).

Uma vez que G é uma distribuicao esférica e simétrica pelo Lema 1 de Hampel et

al. (1986), pagina 276, existem duas fungoes reais ay, e vy, para as quais
IF (2, V. G) = av, (|2) 22" — v, (|l2) L, . (4.33)

sendo I, a matriz identidade (pxp) e ||.|| o operador norma Euclidiana. Substituindo
(4.33) em (4.32) vem

1 1
IF (x, Vi, ;) = 3} {av, (|zil]) ziz] — v, (lz:) L} 7. (4.34)

_1
Notando que na expressao anterior ||z;|| = HE’ 2XH = x'%; 'x = d; (x), imediata-
mente resulta (4.31). [

Em Croux e Haesbroeck (2000) encontra-se indicada a fun¢ao ay, para os casos em
que o funcional V;(F;) é equivalente ao seguintes estimadores robustos: estimador—
M, estimador—S e estimador RMCD. Para o funcional classico S;(F;), i.e. o funcional
equivalente & matriz de covariancias amostral nao corrigida, ambas as func¢oes sao a
identidade.

E interessante constatar que as funcdes de influéncia parciais para os funcionais dos
valores proprios sao analogas as obtidas por Croux e Haesbroeck (2000) para o caso
de uma populacao. No que se refere as funcoes de influéncia parciais dos funcionais
vectores proprios, estas tém forma semelhante as deduzidas por Croux e Haesbroeck
(2000) para o modelo das componentes principais. De facto, estas altimas podem

obter-se como caso particular de (4.16) com k =1

IF (x, By, ;. F) = ) ﬁ {BIIF (x, Vi, F}) B} B - (4.35)

m#j

Confrontando (4.16) com (4.35) nota-se que o aumento do nimero de populagoes
originou a inclusao de pesos, relacionados com os inversos das variancias dos vec-
tores proprios, os quais dependem dos valores proprios das k populacoes. E ainda
importante referir que, quando o desvio em relacao a esfericidade é nulo para todos
os pares de vectores proprios de todos os grupos, as funcoes de influéncia parciais
nao estao definidas. Um problema semelhante ocorre com a funcao de influéncia

dos funcionais dos vectores proprios do modelo das componentes principais, como
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facilmente se observa em (4.35). Esta situagdo é consequéncia das observagoes pro-
jectadas, em todos os subespacos gerados por todos os pares de vectores proprios,

descreverem esferas perfeitas.

Assim, temos que exigir que em pelo menos uma das populagoes exista pelo menos
um par de valores proprios distintos, para garantir a construcao destas fungoes. No
entanto, a exigéncia (um pouco mais forte) de Ay; > -+ > Ay, também é necessaria
no modelo das componentes principais comuns para permitir a construcao dos vec-
tores comuns sem qualquer problema. Portanto, a restricao referida para construgao

das funcoes de influéncia parciais é inerente ao modelo em que trabalhamos.

Da observacao das expressoes (4.15) e (4.16) é facil concluir que, com a escolha
de estimadores das matrizes de dispersao B—robustos os estimadores “plug—in” dos
vectores proprios comuns e respectivas variancias associadas possuem também esta
desejada caracteristica. Em contrapartida, verifica-se a auséncia desta propriedade
quando o funcional V; é equivalente ao estimator cléssico S;, a matriz de covarian-
cias amostral corrigida. Neste caso, e atendendo ao resultado (4.4), as funcdes de

influéncia parciais vém

PIF;(x, Asyj, F)) = 5&,3? (xx" = %) B, = bu ((,3?3()2 - )\ij) , (4.36)

k 2) !
Aii — Nim Te ()\Em - )‘E)
PIF, WF) = m) J
(XHBS,]7 ) Ty Z A > {Z )\Em)\fj *

X (B7xB1x) By, . (4.37)

onde a presenca do termo x, sem qualquer peso, evidencia a auséncia de B-robustez
do estimador S;. No caso diagonal, isto é quando 8 = I, a expressao (4.37) escreve-
se

k 2 —1
Aij — Aim 7o (Aom — Aij) .
PIF; (z, Bs,mj, G) = T {Z N Zmzi M FE ],

PIF1 (Z, /BS,mj; G) = O s m=7.

No trabalho de Croux e Haesbroeck (2000) encontram-se gréficos das fungoes (4.36).
No que se refere aos vectores proprios, nos graficos de Croux e Haesbroeck (2000) nao

intervém os pesos da equagao (4.37). No entanto, a forma das funcdes de influéncia
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parciais (4.37) é a mesma das estudadas por Croux e Haesbroeck (2000), e dai que
nao se tenham incluido graficos neste trabalho. Além disso, Croux e Haesbroeck
(2000) ainda ilustram graficamente o comportamento das funcoes de influéncia dos
funcionais vectores e valores proprios para o caso em que o funcional da matriz de

dispersao é o relacionado com o estimador—S.

Como referimos anteriormente, as funcoes de influéncia parciais podem ser bastante
lteis para o calculo das variancias assimptoticas dos estimadores do modelo em
questao. Tendo em conta o resultado (4.6), facilmente obtemos o seguinte corolario
do Teorema 4.1, indicando as variancias assimptoticas dos estimadores “plug—in”

para o modelo das componentes principais comuns.

Corolario 4.1 (variancias assimptdéticas dos estimadores “plug—in” do mode-
lo CPC)

Seja X;1,..., X, ¢ = 1,...,k, uma amostra aleatéria da distribuicao F;, com

parametro de localizagao p; = 0, e matriz de dispersao 3; = A;, tal que X; satisfaz
k

o modelo (2.3) com B8 =1,. Assuma-se que n; =7, N,com 0 <7, <1le Zn =1.
i=1

_1

Considerem-se os vectores aleatorios estandardizados A, *X; = Z; todos com a
mesma distribui¢ao esférica G para todo i = 1,...,k. Assuma-se que, 0(Gg) = 1
sendo Gy a distribuicao de Z;, com j = 1,...,p, e o representa o funcional de

escala correspondente a raiz quadrada de um elemento da diagonal de V; (F') e 019
o funcional correspondente a um elemento nao diagonal de V; (F). Assuma-se ainda

que A;; > -+- > A, € que existem as variancias assimptoticas de 6 e 612 em Go.

Entao, as variancias assimptoticas dos estimadores de “plug—in”; solucao de (4.10),
(4.10) e (4.11) sao dadas por

~ 1 .
ASVAR (Agj) = 43 —ASVAR (5,Go) .

-1

k 2
A Aij — Aim . .
ASVAR (ﬁ]m) = Zﬂ(])\”ﬁ) ASVAR (0'12, G(] X G(]) , para m 7£ 7]
i=1
ASVAR (@m) =0, param =7 ,

k
ASCOV (Bjm,ﬁjr) _ ;Ti()‘im ;ﬂ:\m) ()\zi/;—Zj\z]) o

X
1
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Em particular quando G ~ N (0,,1,), tem-se que

~ 1 R
ASVAR (A@) =40} ~ASVAR(6,®) .

-1

ASVAR (615, @ x @), param # J

k

2
Z . (Aij = Aim)
AijNim

=1

ASVAR (B ) =

ASCOV (Bjm, Byr) = 0, para m#j m#r r#j.

Dem: A partir do resultado (4.6) e da equacao (4.15), obtém-se

k
ASVAR (ij) = Z%EF [&zﬂle(X,Vz-,F)ﬂjﬂ]TIF(X,Vi,F)Tﬂj] =
i=1 "

1

=~ By, [ﬂfIF (X, V,, F) B;87TF (X, V,, F)" 5]} .
T3,
Como ;] ~ Gy quando X ~ Fj;, em conjunto com o resultado do Lema 4.1
resulta &
ASVAR (XM) = %EFZ { (87 (v, XX" — 2

= o[l = }

1 2
e T—Z)\EJEFZ O‘Vz < - ’YV[

1
= X, [IF (i, 0%, Go)*| =
_ 4)@%ASVAR (6, Go) .

Para o estimador dos vectores proprios, a variancia assimptotica é dada por
f1
ASVAR (5mj) = Y —Bp [ PIF(X, v,y F)Y].
i=1 "

Para (m = j) o resultado é 6bvio porque PIF; (x, fv ;, F') = 0.
Para (m # j) do Lema 4.1 e de (4.16) para o caso diagonal tem-se
k

-1
7t Mo — Aij)”
PIF;(x, Bv, mj, F') = T, i )\ )\ {Z A Zj)} vy, [di(X)]ﬁ?Xﬁsz.
im\ij

= AmAg

(4.38)
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Logo

~ i Aij — Aim s TZ()\Em_)‘E‘)Q B
ASVAR () = 37 (ﬁ) {; T

Alov, [X)] 8 XBLXT)"} . param £

X
&

Assim, tem-se que

k k -2
ASVAR (Em]) = Z TZW {Z Te ()\;;nm;;\ejh } )

i=1 im7Aig =1
2
,BTX ,BTXT
x Ep{ oy, [d(X)] =2 m ; para m ,
F; V; [ ( )] \/)\7” m 7& J
isto é
. F g = Aim)? -
ASVAR </8m]> = [Z Tz% EG {IF (Z, 0192, Go)}2 s para m 7£ ] ,
i ij/\im
e portanto
~ F O = i) -
ASVAR (ﬁmj) - [Z r | ASVAR (012,Go) . param £,
i—1 ij\im

como queriamos demonstrar.

Para a covariancia assimptotica, sabemos que

- 1
ASCOV (Bms Bir) = - —Er [ PIF(X. By, m, F)PIF: (X, By, v, F)].
m#£j#r

T
; =+ ~ Gy quando X ~ F;, resulta
052

Utilizando a expressao (4.16) e o facto de

ASCOV(E- E-) = zk:r i) Qir = Ay)
jmsy Mjr - 7 \/— )\Z_r

E a2 [ =]
Im — N\ -
T, T~ X
T
x Eg [ijzlmzl,}, (4.39)

quando m # j, m#rer # j.
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No caso particular de G ~ N (0,,1,), como Zy;, Z1,,, e Z1, sdo variaveis aleatorias

independentes, isto conduz a anulagao do segundo membro da equacao (4.39). O

Os resultados apresentados no Corolario 4.1 também foram derivados por Boente
e Orellana (2001) para o caso particular das variaveis terem distribui¢do normal
p—variada. No entanto, a abordagem utilizada por Boente e Orellana (2001) para

obter estes resultados foi diferente da aqui considerada.

Como caso especial do Corolario 4.1, vamos considerar o funcional V;(F;) = S;(F;)
para populacoes normalmente distribuidas. Como se viu no Capitulo 3 a funcao de

influéncia do funcional variancia é
IF (z,0° (F),F) = 2" — 0, (4.40)

quando E(X) = 0.

Assim, a variancia assimptotica dos estimadores dos valores proprios fica

) 4)2, 42, 72 —1\?
ASVAR (Aij) = _"YF, [IF(Z,U,GO)Z] = ‘”EG< 1 ) . (4.41)

T T; 2

Note-se que na equagao (4.41) se aplicou a regra de derivacao da fungdo composta

para obter

IF(x,0(F),F) =

O facto de o(Gy) = 1, conduz a

RNt
ASVAR (X;) = B 21, - 1].

1
Tendo em conta a expressao do r-ésimo momento ordinédrio da distribuicao normal
univariada
E(X")=(r—1)(r—3)... 1 x ¢", para r par,

vem que
2

ASVAR (Xij) _ 2

T;

sendo esta a variancia assimptodtica dos estimadores de maxima verosimilhanca
obtida por Flury (1986, 1988, Capitulo 4).

No que se refere ao estimador dos vectores proprios, temos que

-1

E¢ [IF (Z,012,Go)] , m #j , (4.42)

k N2
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com o9 o funcional correspondente a um elemento nao diagonal de V; (F).

Analogamente a (4.40), temos a seguinte fun¢ao de influéncia para o funcional oy,

equivalente ao elemento S5 da matriz de covariancias amostral nao corrigida S;
IF (X, 019 (F),F) = X1T9 — 019, (443)

onde 015 representa o elemento correspondente da matriz ;. A aplicacdo deste

resultado em (4.42) conduz a

ASVAR (Bjm) [Zn . = i)’

J )\1m

-1

Eo[Z473),  varam#).

Como o(Gy) =1, vem

-1
ASVAR (Bjm) = [Zn A”Am 2] :

0 que coincide com a variancia assimptoética do estimador de maxima verosimilhanca
dos vectores proprios comuns (Flury, 1986, 1988, Capitulo 4), como nao podia deixar
de ser.

Com as variancias assimptoéticas deduzidas anteriormente, e seguindo o trabalho de
Croux e Haesbroeck (2000), é possivel definir as eficiéncias assimptoticas relativas

dos estimadores sob o modelo normal como

ASVAR (iij) ‘V:S ) . )

Bl (Aij) T ASVAR (Xij) " 2ASVAR(6,®) ASVAR(62,®)’ (4.44)
€
() - Ul iy 0

Como se verifica em (4.45) as eficiéncias assimptoticas dos estimadores dos vectores
proprios comuns dependem da eficiéncia dos elementos de V nao diagonais. Por sua
vez, para os valores proprios a eficiéncia apresentada em (4.44) relaciona-se com a
eficiéncia dos elementos diagonais de V.

4.3.2 Funcoes de influéncia parciais e variancias assimptoti-

cas dos estimadores “projection—pursuit”

O método de estimagao “projection—pursuit” (PP) pode ser aplicado em alternativa a
metodologia “plug—in” para a estimacao dos parametros do modelo das componentes

PTINCIPALS COMUNS.
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A técnica PP foi originalmente proposta por Kruskal (1969, 1972). No entanto,
foram os autores Friedman e Tukey (1974) que implementaram com sucesso esta
técnica. Alids, foi nesse mesmo trabalho que pela primeira vez se utilizou a de-
signacao de “projection—pursuit”. Esta técnica exploratoria quando aplicada a uma
nuvem de pontos multidimensionais procura encontrar projeccoes, num espaco de
baixa dimensao (unidimensional ou bidimensional), que revelem caracteristicas im-

portantes dos dados. Como Huber (1985) refere,

“PP emerges as the most powerful method yet invented to lift one—dimensional

statistical techniques to higher dimensions”.
Para expormos o método PP, é necessario introduzir a nocao de projeccao linear.

Definigao 4.4 (projecgao linear) Uma projec¢ao linear de IRP em IR® é qualquer
aplicagao linear do tipo

Z=BX, XelrR?, Zc IR,

onde B é uma matriz (s X p) com caracteristica s.

Quando os vectores que constituem as linhas da matriz B sdao ortonormados, a

projeccao ¢ designada por projec¢ao ortogonal.

Sendo X uma variavel aleatoria p—dimensional com funcao de distribuicao F', entao
a variavel aleatoria projectada, s—dimensional, Z = BX tem distribuicao referida
por F'[B]. Por definicdo o método PP procura a projec¢gao B maximizando, ou

minimizando, uma certa funcao objectivo ou indice de projec¢ao <(F [B]).

No caso particular de s = 1, quando B se reduz a um vector e que referimos por b”,
a funcio de distribuicdo da variavel aleatéria univarida Z ¢ F [b]. E muito frequente
o emprego da técnica PP neste caso particular, utilizando vectores normados. Isto
porque, no caso unidimensional é possivel examinar de uma forma mais exaustiva
qual a projeccao que revela aspectos interessantes. Em altas dimensoes este pro-
cesso é quase impraticavel. Além disso, como Huber (1985) refere, uma fungao de
distribuicao p—dimensional fica completamente caracterizada pelo conjunto de todas
as projecgoes unidimensionais F' [b]. Isto é consequéncia de qualquer fungao de dis-
tribuicdo F' (neste caso multivariada) ser unicamente determinada pela sua funcao
caracteristica 1 e por a funcao caracteristica 1, de uma projeccao unidimensional

F [b], na direccao de b, igualar o corte de ¢ nessa direcc¢ao,
U (1) = B (¢™X) =y (tb)
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Pela forma como o método PP é definido, é facil apercebermo-nos que alguns méto-
dos classicos da andlise multivariada sao casos especiais da técnica PP. Entre eles

podemos citar a analise em componentes principais e a andlise discriminante.

Por outro lado, quando o método de estimacao PP é baseado num indice de projeccao
robusto, consegue-se obter estimadores que aliam boas propriedades de robustez e
eficiéncia. Como Donoho et al. (1985) salientam o alto ponto de ruptura esta de-
pendente do comportamento do estimador em projeccoes especiais. Como a técnica
PP é utilizada para pesquisar as projec¢oes apropriadas, e actuar (proceder com o
célculo do indice de projec¢ao) quando as encontra, é natural que preserve esta pro-
priedade. Além disso, com o método PP é possivel criar estimadores equivariantes.
Como exemplo podemos referir o estimador de Stahel-Donoho (SDE), que se baseia
em projeccoes e combina as propriedades alto ponto de ruptura e equivaridncia para

transformacoes afins, como vimos no Capitulo 3.

Inicialmente, a estimacao via PP apresentava o inconveniente de consumir muito
tempo computacional. E facil apercebermo-nos que a pesquisa das direccoes que
revelam caracteristicas interessantes dos dados poderd ser bastante dispendiosa.
Actualmente, com o avan¢o da tecnologia informética este problema perdeu parte

da sua importancia e a técnica PP é cada vez mais utilizada.

No que se refere ao modelo das componentes principais, a proposta da estimacao
das direcgoes principais e respectivas variancias via PP foi da autoria de Li e Chen
(1985). Estes autores construiram estimadores PP através da maximizagao (e mini-
mizagao) iterativa de um estimador de escala robusto. Verificaram ainda que estes
estimadores sao equivariantes para transformacoes ortogonais, consistentes, gozam
de robustez qualitativa e mantém o ponto de ruptura dos estimadores de escala.
Croux e Ruiz—Gazen (1996) desenvolveram um algoritmo rapido para o calculo destes
estimadores e posteriormente Croux e Ruiz—Gazen (2000) estudaram o ponto de
ruptura das matrizes de dispersao relacionadas com os estimadores obtidos com este
algoritmo. Além disso, Croux e Ruiz-Gazen (2000) ainda obtiveram as funcdes de
influéncia dos funcionais “projection—pursuit”. Dada a relevancia deste tema, varios
outros autores aplicaram e estudaram esta metodologia, por exemplo, Patak (1991),
Xie et al. (1993), Berrendero (1996) e Hubert et al. (2002). Muito recentemente,
Cui et al. (2002) deduziram a distribuicdo assimptotica dos estimadores PP das

componentes principais.

Como referimos na Secgao 2, Boente e Orellana (2001) aplicaram a metodologia PP
na estimacao dos vectores proprios comuns, e respectivas variancias associadas para

cada grupo, a dados cuja estrutura de covariancias ¢ bem traduzida pelo modelo
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CPC. Para patentear a metodologia utilizada, considera-se X, ¢ = 1,...,k e
{=1,...,n;, vectores aleatorios independentes de k amostras independentes de IRP
com parametro de localiza¢ao p,; e matriz de dispersao X;, com X; = (X1, ..., Xin,)-
Novamente vamos assumir, para simplificar a exposicao e sem perda de generalidade,

que p; = 0.

Seguindo as ideias de Li e Chen (1985) para o caso de uma populagao, os estimadores

das direcgoes comuns 3 sao solucao de

,31 = argmaxZn (XTb) ,/B\j = argmaXZnsQ(Xz-Tb) ., J=2,...,p,

(4.46)
onde B; = {b : |[b]| = 1,b7B,, = 0, param = 1,...,j — 1} e s representa um
estimador de escala univariado. Os pesos 7; foram incluidos de forma a adaptar o

procedimento as diferentes dimensdes amostrais.

Os estimadores dos valores proprios da i-ésima populacao sao entao calculados com
Xij = 32(XZ-TB]'), para j=1,...,p.

Este procedimento baseia-se no facto de para o modelo das CPC a decomposi¢ao
comum dada em (2.3) implicar que para qualquer b € RP, e i = 1,....k, a

VAR (bTXz-l) = b"BA,B'b. Assim, o primeiro (ou o ltimo) eixo principal 3,
k
pode ser obtido com a maximizac¢ao (ou a minimizagao) de Z VAR (bTXﬂ) com
i=1
b € IR? e ||b|| = 1. Para permitir este procedimento ainda é necessério exigir que a
k

matriz X;q = ani nao tenha valores proprios miltiplos. O segundo eixo prin-

cipal é definido considerando direc¢oes ortogonais a 3, e assim sucessivamente. Os
valores proprios da i-ésima populacao sao claramente VAR (XiT,Bj) = ,BJTZi,Bj =

Finalmente, ordenam-se os vectores proprios de acordo com a ordenacao decrescente
dos valores proprios da primeira populacao. Isto permite definir os estimadores

“projection—pursuit” para o modelo CPC como em (4.46).

Como salientamos no capitulo anterior, a equivaridncia afim é uma propriedade dese-
javel. Quanto aos estimadores PP das CPC, estes possuem equivaridincia ortogonal,
isto é, sao equivariantes quando é aplicada a mesma matriz de rotacao ortogonal a
todas as populages. A exigéncia da mesma rotagao preserva a estrutura de cova-

riancias do modelo das CPC como referem Boente e Orellana (2001).

Para o calculo destes estimadores Boente e Orellana (2001) generalizam o algoritmo
de Croux e Ruiz—Gazen (1996), que calcula a proposta de Li e Chen (1985) para

problemas com k populagoes. No entanto, as autoras Boente e Orellana (2001) nao
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deduziram as funcoes de influéncia parciais associadas aos funcionais equivalentes
aos estimadores de interesse. S6 com a construcao destas fungoes é que o trabalho de
Croux e Ruiz—Gazen (2000) sera generalizado para situac¢oes onde intervém vérios
grupos. Neste sentido, nesta subseccao vamos construir as funcoes de influéncia
parciais dos funcionais vectores proprios comuns e valores proprios, como a adicional
deducao das variancias dos estimadores equivalentes. Para isto, considera-se que X;
sao vectores aleatorios independentes, tais que X; ~ F;, onde F; tem parametro de
localizagao 0, e matriz de dispersio X; = C;CT que satisfaz (2.3), e representa-se
por Fj[b] a distribuigao de b”X;.

Seja s(b) = ¢(F[b]) = ¢, 702 (Fy[b]) onde o(-) & um funcional de escala univaria-

do, o qual se supoe equivariante em escala.

Considere-se a distribuicao F' definida pela medida produto, F = F}| X -+« X Fj. Os
funcionais PP das direc¢oes comuns 3, (F) = (8,,(F),...,B,,(F)) sao solucdo de

IBUI(F) = argmaxg(b),
IIbll=1

F) = argmaxc(b), j=2,...,p,
beB;

onde B; = {b: ||b|]| = 1,b?8,,(F)=0, param=1,...,j —1}.

Por sua vez, os funcionais relacionados com os estimadores dos valores proprios e da

matriz de dispersao sao definidos por

Aoij(F) = o (Fi[B,,;(F)]) , (4.47)

Vai(F) =

)

M~

Aoij (F)By;(F)B,,; (F)" . (4.48)

1

<.
Il

Embora os estimadores definidos com a maximiza¢ao e a minimizagao sejam dife-
rentes os funcionais equivalentes tomam os mesmos valores para distribuicoes teori-

cas pelo que as suas func¢oes de influéncia parciais sao as mesmas.

Quando a matriz ;4 = Zle 7;2; nao tem valores proprios multiplos, Boente e Orel-
lana (2001) mostraram que os funcionais B,(F') e A, ;;(F) sao Fisher—consistentes
para qualquer distribuicdo F, caso Z; = C; 'X; tenha a mesma distribuicdo esférica
G,i=1,..., k. Para isto se verificar, ainda é necessario admitir que o(Gy) = 1,
onde (G representa a distribuicao de Z;;. Portanto, caso estas condicoes sejam

satisfeitas, tem-se que B, (F) = B e A\,;;(F) = \ij, como é desejavel.

No teorema seguinte apresentamos as expressoes das funcoes de influéncia parciais

dos funcionais PP.
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Teorema 4.2 (fungoes de influéncia parciais dos funcionais equivalentes
aos estimadores PP do modelo CPC)

Sejam X; vectores aleatorios independentes com distribuicao elipticamente simétrica
F;, com parametro de localizagdo p; = 0, e matriz de dispersio ¥; = C;CT,
que satisfaz o modelo (2.3). Considerem-se ainda os vectores aleatérios Z; =
C;lXi com distribuicao esférica G para todo i = 1,...,k. Assuma-se também
que 0(Gp) = 1, onde Gy representa a distribuigao de Zyq, e que 3;q = Zle =
Bdiag (v1,...,v,) BT com vy > vy > -+ > b,

Entdo, se a funcao (¢,y) — o ((1 — €)Gy + €A,) é continua e duas vezes diferenciavel

em (0,y), tem-se que para qualquer x

x' 3,
PIFi(X7 )\U,ljaF) - (5&2)\2j IF \/—)\JaaaGU ) (449)
]
x' B, S .
PIF;(x,3,,,F) = 7/ DIF 0,Go | Y B, (x"B,) +
\/)‘J s=ji1 9 T Vs
I 1 x’'B
: s DIF s 3. 4.
t BV DI (R0 G ) () (450

p XT,B-
PIF;(x, Vor, F) = 052 NIF <—J,a, Go) 8,87 +
s e /)\zj 170
-1

a )‘Z] ls
+ ZZ Vi — v, Ti )\isx

j=2 s=1 J

T:Bs
x DIF (’f//\_a G0> (x"B,) (B8] +B,87) . (4.51)

onde DIF(y, 0, Gy) representa a derivada de IF(y, 0, Gy) em ordem a y.

Dem: A técnica usada nesta demonstracao é a mesma da utilizada por Croux e

Ruiz-Gazen (2000) na demonstra¢ao do Teorema 1.

Represente-se por F' a distribuicao definida pela medida produto F' = F} x - - - x F},
k
e assuma-se que n, =7; N,com0< 7, <1le Zn =1.
i=1
Seja Fixe = (1—e)F;+eAxcom Fy.; = Fi X« X F, 1 X Fjx . X Fi 11 X+ - X F}, a me-
dida produto com contaminagao na i—ésima populacao. Considerem-se os seguintes
funcionais sob contaminacio, B;. ; = Boj (Fxci); Aejei = o? (Fe [,Bj’g’i]), para { # i
e Nijei = 0" (Fixe [Bjei])- Sejaainda Viei = Vo (Fee) = 303 MijeibByciBe

e Funcoes de influéncia parciais dos vectores proprios.
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Para j fixo pretende-se obter as funcoes de influéncia parciais do funcional 8, ;,

< )
que sao dadas por 3 IBj,E,i‘E:U'

O funcional 3
dade, i.e.aﬂ?giﬂjgi— 1 e,@{ai,@jei =0paras=1,...,7—1lej=1,...,p. Assim,

;i € tal que maximiza ¢ (Fy . ; [b]), sujeito a restri¢io de ortogonali-

resulta que 3, _;, maximiza a funcao Lagrangeana

74,58

L(b,v,a) = 70 (Fix [b]) + Y _ 7iy0” (Fy, [b]) — 7 (b"b — 1) Z asb’B, .,

ioFi
(4.52)
e assim, deve satisfazer a equacao
5 —
Op - ab ( )|b /8 ’QZ)(S) - 2’%8]',5,1' - z_; asﬁs,a,i ’ (453)
com
0
Y(e) = % S ( XH[ 1) |b :3]5
0
— Tiaba ( 1x5[b |b /8 +1z7;17_108b ])|b 16]510. (454)
Como ,BJTN,BJ-’E’Z- =1le ,Bzgyi,@jﬁ’i =0 paras=1,...,5 —1 tem-se que
w(g)TIBj,E,i = 2/}/ J
V() By = a5, s=1,....5—1. (4.55)
Consequentemente, (4.53) pode ser escrito como
J
wie) =) (V) Byei) By (4.56)
s=1
Derivando (4.56) em ordem a &, vem
) J
S V@)= = Y [(W(0)PIF; (x, B, F)) B,] +
s=1
J
+ Z|:< 05_77/) |6 0)/83+(¢( )TIB )PIF (X /8(73a ) . (457)
s=1

Como a distribui¢ao F; é elipticamente simétrica e o(Gy) = 1, usando o facto de
o? (Fy[b]) = bTX;b, obtém-se

5 k
P(0) = 5° (Fx0,[b]) |b=ﬂj = 2mz::17i02i0:8j =
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o que implica ¥ (0)"8, =0, para = 1,...,5 — 1.

Representando por P =1, — Zzzl B,BL, entao (4.57) pode ser escrita como

) J
P15 th(e)le=o = 20 > BIPIFi(x. B, . F)B, + 2v;PIFi(x. B, ;. F) . (4.58)
s=1
Note-se que o resultado (4.58) é consequéncia de P;,,18; = 0, e de

0
Py (B2 0 (e)l0) B, =0,

Por outro lado, de (4.54) e uma vez que ¢(F[b]) = b7%; b, pela regra da derivacio

da funcao composta vem que

0 g (0
il o= 2 (R,
e = g (g thason)|
0 0
+ o< (Fi(b)l,_g ) PIF: (x. B,,. F) =
0
= 234 PIFi(x,8,,, F) + Ti%IF (b X, 0 ,E[b]) |b:,8].' (4.59)
Usando a equivariancia do funcional de escala, vem
5, 0 b’ x
—1IF (b"x,0% Fb = b"¥,;b) IF
8b ( X,0, [ ]) |b:16j ab ( ) (\/mﬂ ) |b /8

= 2),B8,IF ( ) +

+ A DIF| == Bx .02, Gy

De (4.59) e (4.60) obtém-se

0 BTx
— —o = 2X.,PIF, F) 42103, 1F J 2 q
8877/)(6” =0 id (X’IBU,]’ )+ T, JIBJ <\/)\71‘]”0- s 0) +

,BTX ) x ,3 X
Ti\ij DIF = ,0°,Gq oW _ 4.61

Portanto de (4.61), (4.58) pode ser escrita como

J
20, Y B) PIFi(x, B, ,, F)B, + 2v;PIF;(x, B, ;, F) =

s=1

T
X
=2 Pj+1 Eld PIFl(X, ,Bg’j, F) + Ti/ )\”DIF < IB]

v

0'2, G()) Pj+1X. (462)
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Notando que Big,@j,g = 1, resulta a ortogonalidade entre o funcional vector préprio e

as suas fungoes de influéncia parciais, i.e., PIF;(x, B, ;, F)T,Bj = 0. Com este facto,

(4.62) & equivalente a

j—1
2 (P B — viL) PIF(x, 8, F) = 2v; Y _ BIPIF(x.8,,.F)B, —

s=1

fDIF(\/Ta GO) j1X. (4.63)

Por outro lado, como

k k J
PinXig = ZTiEi_ZTiEizﬁsﬁg:
= ZTz ZZTZ 1313 /3

i=1 s=1
kg
= Z Z TidisBBL — D) TidiaBBL =
i=1 s=1 i=1 s=1
P
= Z Z Ti)\isﬁsﬁsT =
=1 s=j5+1
T
= Z (Zﬂ zs) /8 18 Z VSIBSIBS ’
s=j+1 s=7+1
a matriz P; 34 — 1, = §:j+1 vsB,8 — 1,1, tem caracteristica completa e

mversa

P J
_ 1 1
(PjnZiq — L) = Z VﬂsﬁsT B Z ;,65,65
J s=1 J

V J—
s=j+1 $

Entao vem, (P;13;q — I/jI],J)f1 B, = —Vijﬂs paras=1,...,5—1,e

p
_ 1
(PjsiZig — vL) ' Pip = > B85 -

omjt1 Vs T Vi
Assim, de (4.63) obtém-se
j—1
PIF;(x,8,,.F) = —> B PIFi(x,B, . F)B, -
s=1
IBJTX 2 T
——52];1 — \i;DIF (\/Tja ,G0> Blx . (4.64)

Do resultado (4.64) tem-se que para qualquer s = j+1,...,p

B x
PIF(x, B, F)'B, = mﬁsﬁ Aij DIF <\/]7’02’G0> Bix.
S 17

116



Por tltimo, usando o facto de IF (y, 0%, Gy) = 2IF (y, 0, Gy), obtém-se (4.50).
o Fungoes de influéncia parciais dos valores proprios.

Usando ofactode Njje; = 02 (Fixe [B;..:]) paral # i, ede Ao = 0% (Fy [B;.4]) =
e ZEg,Bj -.i» com a regra da diferenciagao da fun¢ao composta, resulta
9, 9 !
PIFZ (X, )\U,ij, F) = ga (E,E,X [IBJ]) |E 0+ ab ( i [b]) |b:16' PIF; (X lBUJ’
= 1F (b"x.0" F (b))],_g + (2%:8,)" PIF (x, B, F) =

= IF (b"x, 0%, F; (b) )\bzﬂj +2X;; B8] PIF (x,8,,,F) =

T
= 2)\,IF (ﬁ o G0> , (4.65)

\/)\714].’ b

parat=1,...,k,7=1,...,p.

Entdo, vem que PIF; (x, A,zj, F) = 2A;; 03] PIF;(x, B
¢ # i, o que conclui a prova de (4.49).

F)y=0,parai=1,...,ke

0,37

o Funcoes de influéncia parciais das matrizes de dispersao.

— _ NP T N
Uma vez que Vy.; = V,(Fox;) = ijl MjeiBic B € usando as expressoes

das funcoes de influéncia parciais obtidas para os vectores e valores proprios, vem

p p
PIFi(x, Vor, F) = > PIFi(x, A, F)B,8] + > A\PIFi(x, B, ;, )BT +
=1

J=1

p
+ Z AeiB;PIFi(x, B, ;, F)"

i=1

Assim,
- Bjxi T
PIF;(x, Vo, F) = 5gi2ZAijIF \/—)\Tj,a,Gg 8,8 +

T
+ Z)\@Z VSTZ' )\is DIF <\/)\£15 g, G())

s=1

X (x B;) [ﬁsﬂ + 8,87 +
1

p Jj- T,B
+ )\5 A”DIF< , ,G)

j=
X (X ,Bj) [:8518]' +,8j:8ﬂ ;
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resultando finalmente que

p

T
PIF;(x, Vo0, F) = 5&22/\”.15“ Lo, G0> 8,81 +

,BjX'
\/Aij’
p j-1 T
)‘Zj s X IB )
+ Ais DIF 2 0,Go | X
22 (6

(<78, (8.5 + 8,67]

o que conclui a prova. O

X

Analogamente ao exposto na Subseccao 3.1, as funcoes de influéncia parciais dos
funcionais valores proprios sao semelhantes as obtidas por Croux e Ruiz—Gazen
(2000). Por outro lado, no que diz respeito as funcgées de influéncia parciais dos
vectores proprios comuns, embora a forma destas funcoes seja a mesma da deduzida
por Croux e Ruiz—Gazen (2000) para o modelo das componentes principais, nota-
se a inclusao de pesos relacionados com os valores proprios da matriz de dispersao
combinada, ¥;y. Quando & = 1 em (4.50) a func¢do de influéncia do funcional vector

préoprio vem

B x' B3, u 1 T
IF(x,8,;,F) = \/E DIF (Wao—: Go) s;l ﬁﬁs (X ,35) +

j—1

n v ngIF(\/AE G‘o)( 'B;) . (4.66)

coincidindo com a obtida por Croux e Ruiz—Gazen (2000), como nao podia deixar

de ser.

A principal altera¢ao de (4.50) em relagio a (4.66) é a modificagdo do denominador
(Aj — As) para (v; — vs). Isto é compreensivel, uma vez que para o modelo das

componentes parciais comuns este funcional é comum as k populacoes.

Observando as equagoes (4.49) e (4.50) é facil concluir que a escolha de um fun-
cional de escala com fung¢ao de influéncia limitada origina que os valores proprios
tenham funcoes de influéncia parciais limitadas. Por sua vez, para o funcional
vectores proprios, as suas funcgoes de influéncia parciais mantém-se sempre ilimi-
tadas, independentemente da escolha do funcional de escala. Isto deve-se ao facto

de o crescimento do termo x7'3,, s = j + 1,...,p, nao poder ser compensado por
DIF < \/é o, G(]) porque este actua em direcgoes ortogonais uma vez que j # s.

Este problema também existe para o modelo das componentes principais, como se

constata na equagao (4.66).
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Com este método de estimacao é impossivel construir um estimador B-robusto
para os vectores proprios comuns. No entanto, embora os estimadores dos vectores
proprios sejam sensiveis a pequenas quantidades de contaminacao, podem possuir
boas propriedades de robustez global. Croux e Ruiz-Gazen (2000) referem esta
caracteristica dos estimadores PP, no contexto da andlise em componentes prin-
cipais. Por exemplo, para possuirem um alto ponto de ruptura basta considerar
um estimador de escala com esta caracteristica. Em complemento das funcoes de
influéncia parciais, que avaliam localmente a robustez dos funcionais, as curvas de
enviesamento mdzimo parciais (PB) indicam a robustez global dos funcionais. Estas
curvas, que generalizam a curva de enviesamento mdzimo (“maxbias curve”, Huber,

1964) para k populagoes, sao definidas da forma que se segue.

B(e)

declive = y{(T, F)

Figura 4.3: Curva de enviesamento maximo de um estimador genérico, T', com ponto de

ruptura positivo e fung¢ao de influéncia limitada.

Defini¢ao 4.5 (curvas de enviesamento maximo parciais) Seja F' a medida
produto, F' = Fy x - - - x F}. Considere-se GE, ;) = Fy X ---x F;;_1 XGE;; . X Fj 11 X
-+ X Fy com GE;. = GE (F;,e) ={G;: G; = (1 —¢)F,+e¢H,;, H; € F}.
As curvas de enviesamento mdzimo parciais (PB) do funcional T, p-dimensional,
em F' sao dadas por

PB,,(¢) =PB,,(e,T,F)= sup [|T(GE.;,)— T(F)| , w=1,...,k.

Gi€GE;j ¢

(4.67)

A curva de enviesamento mdrimo é bastante util e sumaria varias medidas da ro-

bustez dos funcionais, incluindo o seu ponto de ruptura e a sensibilidade a grandes
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B(e)

Figura 4.4: Curva de enviesamento maximo de um estimador genérico, T, com ponto de

ruptura positivo e func¢ao de influéncia ilimitada.

erros. Quando a curva de enviesamento mdximo é continua em ¢ = 0, entao T
considera-se tanto mais robusto em F', em sentido quantitativo, quanto mais rapida
for a convergéncia desta curva para zero com ¢ (sob condi¢oes de regularidade tem-se
que 2PB; () = 7}). Regra geral a curva de enviesamento mdzimo d4 uma descrigao
mais completa da robustez do funcional que ambas as caracteristicas referidas ante-
riormente, o ponto de ruptura e a sensibilidade a grandes erros. As Figuras 4.3 e 4.4
ilustram qualitativamente, para um funcional genérico, o que acabamos de explicar.
No entanto, como referem Croux e Haesbroeck (2002), a construcao das curvas de
enviesamento mdximo geralmente nao é um tema simples de abordar, especialmente

em situagoes multivariadas.

Voltando a escolha do funcional de escala o, é simples verificar que quando este é
seleccionado de forma a ser equivalente ao estimador variancia, ambas as funcoes de

influéncia parciais se tornam ilimitadas. Considerando o*(F) = VAR(F) e como
1
IF(y: g, G) = 5 {y2 - VAR(G)} )

resulta que

2
PTFi(x, Aar, o F) = 0 {(x"8,)" = Ay} (4.68)
p
1
PIFi(x. BvaR, ;- F) = 7 ) ——x"B, x'B; B, . (4.69)
s#j 0 7

Os autores Croux e Ruiz—Gazen (2000) apresentaram graficos das funcées de in-

fluéncia para os valores e vectores proprios quando o é o desvio padrao e também
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quando o é o funcional robusto relacionado com o estimador-Q (Rousseeuw e Croux,
1992, 1993). Este estimador com alto ponto de ruptura é dado pelo primeiro quartil

da amostra das diferencas entre pares de observagoes, i.e.,

onde d é um factor para obter consisténcia e k = <["/22]+1).

(Quanto as variancias assimptoticas dos estimadores PP dos vectores proprios comuns

e dos valores proprios, estas podem ser obtidas recorrendo a (4.6).

Corolario 4.2 (varidncias assimptoticas dos estimadores PP do modelo
CPC)

Sejam X; = (X;1,...,X;n,) comi = 1,..., k, vectores aleatorios independentes de k
amostras, supostamente também independentes, e com distribuicao F;. Suponha-se

que a localizagao é pu; = 0, e a matriz de dispersao X; = A; é tal que X; satisfaz
k

(2.3) com B8 =1,. Assuma-se que n;, =7; N, com 0 < 7; < 1 e que Zn =1.
i=1
_1
Considere-se o vector A, *X;; = Z;, com a mesma distribuigao esférica G para todo
i=1,...,k. Assuma-se ainda que, 0(Gy) = 1 onde Gy é a distribui¢ao de Zy; , e

que 3;q = diag (v1,..., 1), com vy > vy > -+ > 1

Representando por s(-) um estimador univariado relacionado com o(-), os esti-

madores dos eixos principais comuns definem-se resolvendo iterativamente

,/8\1 = argmaXZTz (XTb) ,

l[bl[=1

i=1
R k
. = argmax TS XTb ) =2,...,p, 4.70
B g Z ), p (4.70)
onde B; = {b: ||b]| = 1,b73,, =0 param = ...,j —1}.

Os estimadores dos valores proprios e da matriz de dispersao da i-ésima populagao

sao calculados por
)\ij = 52(XZ-T,3j) para j=1,...,p, V, = Z)\ij/@jﬁj . (4‘71)
=1

Entao, no caso da funcao (,y) — o {(1 —¢)Go +€A,} ser continua e duas vezes

diferenciavel em (0, y), as variancias assimptoticas dos estimadores PP, solugio de
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(4.70), sao dadas por
ASVAR (XM) = 4N - ASVAR (5,Go)
ASVAR (Bjm) = Y 5 B {DIF (Z1;.0,Go) Zim}? . param#j,
— = Um)
ASVAR (Bjm) = 0, param = j .
Em particular, quando G = N (0,,L,), tem-se
~ , 1
ASVAR (Agj) — 42 “ASVAR(s,9) ,
Ty
. i VDY
ASVAR (5jm) - Zn%ﬂp (DIF (Y,0,®)}?,  param#j,
=1 \Vj — Vm

Ascov(Bjm,Bjr) = 0, paam#j, m#r, r#j.

T

'?j ~ Gy quando X ~ Fj,
42

Dem: De (4.6), usando-se (4.49) e o facto de que

obtém-se

)
L)

~ b XT3, ’ 1
ASVAR (AM) Z; - {MAU IF( IJ,U,GO)} :4)\§jT—KASVAR(s,GO).

De (4.50) e uma vez que 3 = I,,, obtém-se
ASVAR (Bjm) S Zn Aij ) _Eq {DIF (Z1;,0.Go) Zin}* +

AijAim
+ 6m<j Z Tiji)QEG { DIF (Zlma g, Go) le}2 =

i—1 I/j — Um

k Nis s
= ) n%Eg {DIF (Z,;,0,G0) Zim}

— (V= Vn
onde 0p,s; =0sem < jedys,; =1sem> j.
Para a covariancia assimptotica, sabemos que
k
ASCOV (Bjm, Bj,) -y TlEF [ PIF:(X, By, jm, F))PIF; (X, By, ir. F))].
i=1 '

Assim, quando G = N (0,,1,), e uma vez que Zy;, Zy,, and Z;, sao independentes
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para j #r,j#mem#r e Eg {DIF (Y,0,®)} =0, é facil verificar que

k 1
~ ~ )\1 ()\1m)\zr)2
ASCOV (Boms i) = dsseng D iy 5508
i=1 Jo MRy
X  Eg [{DIF (Z1;,0,G0)}* Zim Z1r] +
k 1
)\i' ()\zm)‘zr)2
+ 5m '57' j T; ! X
<g¥r<g Zz:; (l/j _ Vm)(Vj _ Vr)
X EG { DIF (Zlm: g, GU) DIF (ZlT? g, GO) (21])2} +
k 1
)\i' ()\zm)\zr)2
+ Opsibrei Y T J X
>77r<) ZXZI: (l/] _ Vm)(]/j _ Vr)
X Eg{ DIF (le,O', Go) DIF (Zhn,O', Go) Zlm le}—F
k 1
Aij (AimAir )2
+ 5m '57' j T; 2 X
<g¥r>g Zz; (l/j _ Vm)(Vj _ ,/T)

X EG { DIF (le, g, Go) DIF (Zlma a, G(]) Zl,« le} ,

resultando entao ASCOV (Bjm, Bj,) = 0, o que conclui a prova. O

E facil concluirmos que, para o caso particular do funcional o?(F) = VAR(F), a
variancia assimptotica dos estimadores dos valores proprios é igual a dos estimadores
de méaxima verosimilhanca. Por outro lado, no que se refere a variancia assimptotica
do estimador dos vectores proprios, esta nao iguala a variancia assimptotica dos

estimadores de maxima verosimilhanca. Neste caso, a variancia assimptotica é

~ k Ao \s
o ij/\im
ASVAR (Bjm) = ;1 o]

alcancando-se a variancia assimptotica dos estimadores construidos a custa da ma-
triz de dispersdo combinada, Boente e Orellana (2001). Note-se que a eficiéncia
assimptotica destes estimadores depende dos valores proprios de cada 3; e também
de Eid'

As funcaoes de influéncia parciais aqui construidas vao-nos permitir propor técnicas
para a deteccao de observacoes discordantes tanto para o caso das componentes
principais, como para as componentes principais comuns. Todo este estudo serd
apresentado em pormenor no Capitulo 6 desta tese. Além disso, no capitulo que se
segue serao introduzidos novos estimadores “projection—pursuit” e sera feito o estudo

das suas propriedades de robustez via funcoes de influéncia parciais.
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Capitulo 5

Estimadores “Projection—Pursuit”

(zerais

5.1 Introducao

Neste capitulo pretendemos generalizar os estimadores de “projection—pursuit” apre-
sentados anteriormente. Esta decisao foi tomada face a algumas vantagens destes
estimadores em relacao a alternativa “plug-in”. Embora se possa construir o processo
de “plug—in” com estimadores com alto ponto de ruptura, por exemplo empregando o
MCD (Rousseeuw, 1984) como Croux e Haesbroeck (2000) fizeram na estimagao das
componentes principais, esta metodologia vé-se limitada a problemas com dimensoes
pequenas ou moderadas. Para se ver porqué, considere-se a técnica “plug—in” com
o MCD. Este estimador, como se viu, é definido & custa da média e da matriz de
covariancias do subconjunto das h observagoes com o menor determinante da matriz
de covariancias. Mas, o MCD s6 pode ser calculado se o niimero de variaveis for
p < h, pois caso contririo a matriz de covariancias de qualquer subconjunto h tem
determinante zero. Além disso, em todas as situagoes a alternativa “plug-in” s6 é
aplicavel a conjuntos de dados com mais observagoes por grupo do que variaveis.
Por vezes podem ocorrer situacoes onde isto nao se verifica e nesse caso o método PP
¢ uma alternativa. Por outro lado, para o caso particular do modelo CPC, Boente e
Orellana (2001) concluem, com base no estudo de Monte Carlo por elas desenvolvido,
que os estimadores “plug—in” mostram uma grande sensibilidade a contaminacoes na

direc¢ao do menor valor préprio, sendo assim preferivel a alternativa PP.

Uma outra vantagem da alternativa PP advém do seu processo sequencial de es-

timacao. Este facto permite parar a estimacao em qualquer passo, nao sendo



necessario esperar pela estimacao de todas as direccoes comuns. Isto é particu-
larmente atractivo quando o objectivo do estudo recai sobre um subconjunto dos
vectores proprios comuns, associados com maior (menor) variabilidade. Com esta
técnica consegue-se economizar tempo e recursos relativamente ao processo “plug—
in”.

Dadas as vantagens do método PP pareceu-nos interessante tentar construir novos
estimadores com esta técnica. Seria muito vantajoso dispormos de novos procedi-
mentos com melhores desempenhos na estimacao dos parametros do modelo CPC.
Em especial, seria interessante criar estimadores que alcangassem melhores resulta-
dos na estimacao das direcgoes principais comuns. Isto porque como se pode ver,
na simula¢ao desenvolvida por Boente e Orellana (2001), os estimadores PP das di-
recgoes principais em estudo mostraram-se ainda sensiveis & contaminacgao exercida

(embora menos que os “plug-in”).

Com este objectivo em mente estruturamos este capitulo da seguinte forma. Na
Seccao 2 apresentamos os novos estimadores e a motivacao da sua definicao. O
estudo da consisténcia segundo Fisher destes estimadores encontra-se na Seccao 3.
De forma a poder avaliar a robustez das novas propostas construimos na Seccao 4 as
funcoes de influéncia parciais dos funcionais introduzidos. Apresentamos também a
derivagao heuristica das variancias assimptoéticas dos estimadores relacionados com
estes funcionais. A investigacao desenvolvida conduziu ao estudo particular dos
estimadores com a aplicacao da funcao logaritmo, tendo sido possivel demonstrar
a optimalidade desses estimadores para o caso particular do modelo proporcional.

Todos estes resultados sao apresentados na Sec¢ao 5.

Por ultimo, Seccao 6 e Seccao 7, comparamos o desempenho dos estimadores aqui
propostos com os sugeridos por Boente e Orellana (2001). Para isso consideramos
em primeiro lugar trés situagoes de dados simulados com amostras normalmente
distribuidas e amostras contaminadas. Em segundo lugar sao estudados os dados
reais do Exemplo 1 (Hemofilia) da Subseccao 3.3 do Capitulo 2 e também um outro
conjunto de dados reais, Exemplo 2 (Variedades de Castanheiros), composto por
2 grupos num espaco de dimensao 5. Refira-se ainda que a comparacao com a
abordagem de Novi Inverardi e Flury (1992) e de Orellana (1999) estd também
subjacente ao nosso estudo, uma vez que o trabalho de Boente e Orellana (2001)
contemplou esta questao. As conclusoes mais importantes desta pesquisa foram
condensadas no artigo Boente, Pires e Rodrigues (2002b), submetido para publicagao
em Julho de 2002.
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5.2 Definicao dos estimadores

No Capitulo 4 abordamos os estimadores PP das direccoes principais comuns e dis-
persoes, introduzidos por Boente e Orellana (2001). Estes estimadores, apresentados
m (4.46), constroem-se & custa da maximizagao (ou minimizac¢ao) de uma medida

de dispersao combinada das observacoes projectadas.

Por outro lado, como ja referimos, seguindo Flury e Gautschi (1986) e Flury (1988,

péag. 68) os estimadores de maxima verosimilhanga de 8 também minimizam

ﬁ [det {diag (Fi)}] i

i=1

onde F; = 87S,8, e S; ¢ a matriz de covaridncias amostral da i—ésima populacao.
Novamente (n; — 1) foi substituido por n; de forma a garantir a equivaléncia entre

os funcionais e os estimadores.

Por sua vez, a minimizagao de (5.1) é também equivalente a minimizar
k . n;
det {diag (F;)} 1™
In (g [ det (F;) = Z n; In [det {diag (F Z n;In{det (F;)} =
= Z n; In [det {diag (F Z n;In{det (S;)} =

_ Zlen i) Zniln{det(Si)},

=1

onde /;; sao os elementos diagonais de F;. Portanto, o estimador de maxima
. . 3 . ~ . . . k p
verosimilhanca 3 pode ser visto como a solugdo minimizante de > ;| n; j=11n ().
~ ~T o~ . 5 .
Por outro lado, tendo em conta que \;; = 3, S;3; iguala a variancia amostral das
variaveis projectadas, um novo procedimento “projection—pursuit” robusto pode ser

obtido resolvendo iterativamente

,31 —argmaxzn ln{s (XTb) } ,3 —argmaxann{s (XTb) } =2,...,p,
Ilbll=1 =4 beB;
(5.2)

onde s é um estimador de escala robusto.

Outra solucao seria obtida tomando o operador maximo, analogamente ao que acon-

tece no caso de apenas uma populacao.

Como vimos, a pré-aplicacao do operador logaritmo em (5.2) a variabilidade das

variaveis projectadas surgiu em consequéncia da solu¢ao de maxima verosimilhanga.
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Contudo, do mesmo modo que aplicamos a fun¢ao logaritmo pode-se utilizar qual-
quer outra funcao, estritamente crescente e positiva, e com ela criar novos esti-

madores PP robustos.

Assim, um procedimento PP mais geral sera obtido considerando uma funcgao estri-

tamente crescente f : IRT — IRT e as direc¢does comuns estimadas como

k k
31 = argmaxan{sQ(Xin)} , ,@j = argmaXZTif {sQ(XZTb)}, j=2,...,p.
i=1

bl=1 = bes,
(5.3)

Considerando o operador minimo em vez de méximo surgird uma defini¢ao diferente
de (5.3) mas ambos os casos conduzem as mesmas fungoes de influéncia parciais,

pelo que sao assimptoticamente equivalentes.

Quanto aos estimadores dos valores proprios da i—ésima populagao, estes podem ser
calculados como Xij = SZ(X;TFB]-) para j = 1,...,p. Para evitar ambiguidades os
vectores proprios serao posteriormente ordenados por ordem decrescente dos valores
proprios da primeira populagao. Havendo casos de igualdade estre ordenam-se pela
segunda populagao e assim sucessivamente. (Note-se que o modelo CPC exige que
para cada par de valores proprios exista pelo menos uma populagao onde eles sao
distintos.)

5.3 Fisher—consisténcia

Para apresentar as condigoes segundo as quais os funcionais em estudo sao Fisher—
consistentes para os parametros de interesse considera-se que X;, ¢ = 1,...,k, re-
presentam vectores aleatorios independentes e identicamente distribuidos com F;. A
distribui¢do F; tem parametro de localizagio u; e matriz de dispersio ¥; = C;CT
que satisfaz (2.3). Analogamente ao que foi feito no capitulo anterior, e sem perda
de generalidade, vamos assumir que g, = 0,. Representa-se por F;[b] a distribui¢ao
de b"X, e por F a medida produto definida como F = F} x --- x F},.

Seja ¢(b) = Zle 7; f{co? (F;[b])}, onde o(-) indica o funcional de escala univariado
relacionado com o estimador s. Admite-se que o estimador de escala s é equivariante

face a transformacoes de escala.

Neste contexto, os funcionais “projection—pursuit” das direc¢des comuns B, (F) =
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(By1(F),...,B,,(F)) sao solucao de

B,,(F) = argmaxq(b).
[[b]|=1

F) = argmax¢(b), j=2,...,p, (5.4)
beB;

onde B; = {b : ||b]] = 1,b?B,,(F) = 0, param = 1,...,j — 1}, segundo a

ordenagao proposta no caso dos estimadores, enquanto que os funcionais valores

proprios e matrizes de dispersao sao definidos como

Aoij(F) = o (F; [B,;(F)]) . (5.5)
VoilF) = 3 i (F)Boy (F)B,,(F)" . (5.6)

Boente e Orellana (2001) obtiveram as condigdes sob as quais os funcionais definidos

por (5.4) serdo Fisher—consistentes, no caso de f(t) =id(t) = t.

O teorema seguinte estabelece a Fisher—consisténcia dos funcionais (5.4) e (5.5),

para uma func¢io geral f e, também, para o caso especial de f(t) = In(¢).

Teorema 5.1 (Fisher—consisténcia dos funcionais PP gerais)

Sejam X,;, 1 = 1,...,k, vectores aleatorios independentes com distribuicao eliptica-
mente simétrica Fj, com parametros de localizacao pu; = 0, e matrizes de dispersao
3, = C,CT que satisfazem (2.3). Assuma-se que C;'X; = Z; tem a mesma dis-
tribuicao esférica G para todo 7 = 1, ..., k. Denote-se por GGy a distribuicao de 7,
e por F[b] a distribui¢ao de b’ X;.

Seja o(-) um funcional de escala, equivariante para transformagoes de escala, e tal
que o(Go) = 1. Represente-se por 3,(F) = (B, ,(F),...,B8,,(F)) asolucio de (5.4)
e seja Aoij(F) = 0 (Fi[By,;(F)]).

Entao, tem-se que

(i) se f é estritamente crescente e diferenciavel, A; = diag(M\;i,...,\;) ¢ uma
matriz com A\;; > --- > A\, para ¢ = 1,...,k e se existir um indice iy = ig(j) tal
que Njg; > Ajgj+1 para j = 1,...,p — 1, entdo os funcionais 8,(F) e A, ;;(F) sdo

Fisher—consistentes;

(ii) se f é estritamente crescente de classe C! e f' nao constante e se Jjzm, (v; —
k

Vim)(Vmj — Vm) < 0, onde v;; = E 7i.f (Nij) Ais € vj = v}, entdo os funcionais nao
i=1
sao Fisher—consistentes;
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(iii) se f ¢é estritamente crescente, de classe C', e f"(t) < 0, Vt > 0 (f"(t) >
0, Vt > 0), entao os funcionais obtidos por minimiza¢ao (maximizagao) sao Fisher—
consistentes se e s6 se para cada par de valores proprios existir pelo menos uma

populacao para a qual eles sao distintos, i.e., Vjzm Jiy © Xigj 7 Aigm;

(iv) se f é estritamente crescente, de classe C', e f"(t) < 0, Vt > 0 (f"(t) >
0, Vt > 0), entdo os funcionais obtidos por maximiza¢ao (minimizagao) sao Fisher—
consistentes se e 86 s€ Vzm Jip  Nigj # Nigm € Vjzm (V5 — Vim) Vmj — Vi) > 0.
Dem: Sem perda de generalidade considere-se o caso diagonal, i.e., 3; = A;. Neste
caso, a condicao de Fisher—consisténcia para os vectores proprios é equivalente a
B, (F) = L,

Vamos entao supor que se pretende determinar o primeiro vector préprio B, que
maximiza ¢ (F' [b]) sujeito a condicao ||3,|| = 1. Assim, £, maximiza (minimiza) a

funcao Lagrangeana

k
L(b,y) =Y 7f (b"Ab) —v (b"b—1) , (5.7)
i=1
e tem que satisfazer a equacao
0 T
0, = =-L(b.7)],_g, = 2ZT,A B.f (BT ABy) — 298, - (5.8)

Admita-se novamente sem perda de generalidade que f’ é nao constante, pois o caso
de f" constante (ou seja f(t) =id(t) x constante) foi tratado por Boente e Orellana
(2001). E facil verificar que para qualquer f, com f’ ndo constante, todos os vectores
da base canodnica sao solu¢ao de (5.8) sem qualquer outra condi¢ao adicional. A
falta de consisténcia é equivalente a existéncia de outras solucoes diferentes da base
canodnica. Para isto acontecer entao pelo menos duas linhas da equacao matricial

(5.8) devem ser do tipo

0
% ( y Y |b =p1; — 27_1 1]51] A1/31) _751]' =0 ) (59)
J

com (;; # 0, ou seja, pelo menos um par de equagoes

k
ZTi)\z’jfl (BIAB)) —7=0,
ol (5.10)
ZTi)\imf’ (,BipAiﬂl) -v=0.
i=1

130



O facto de ~ ser tnico implica que

27_1 iy 1m f (IBfA'lﬂl) - . (511)

(i) Uma vez que f' nunca se anula e os termos (\;; — Aiy,) tém todos o mesmo sinal e
nao sao simultaneamente nulos, pela condicao de teorema, conclui-se que a condicao

(5.11) é impossivel, ou seja nao existe solugao para 3, fora da base canénica.

Considerando agora a direccao 8,, com r = 2,...,p, a equacao Lagrangeana com a

adicao da restricao de ortogonalidade vem

L(b,y,a) =Y 7f (b"A;b) =~ (b"b - 1) ZaSbTﬁ (5.12)

.
Il B
—

-

Portanto, o vector 3, tem que satisfazer a equagao

0

Op:%

r—1
( Vs )|b /8 - 2ZTzA /8 f IBTAZIBr) - 2’7181" - ZQSIBS ’ (513)
s=1

e as linhas desta equagao matricial sao do tipo

k r—1
2 ZTi)\ijﬂrjfl (IBzAz/Br) - 27ﬂrj - Z as/st =0 ; ] - 17 <P (514)
i=1 s=1

Para r = 2 admita-se que B, = e; (primeiro vector da base canénica de IRP), pois
no caso contrario ja se verificou a nao consisténcia. Isto implica que G5y = 0 e
que a1 = 0 pelo que a parcela referente a ortogonalidade desaparece. Aplicando
sucessivamente este argumento garante-se que as conclusoes com base na anélise do
sistema (5.10) sdo validas para r = 1,...,p, conduzindo portanto a demonstracao
da condicao (i) para os vectores proprios. A Fisher—consisténcia relativamente aos

valores proprios decorre imediatamente de o(Gy) = 1.

(ii) Pelo argumento apresentado no final da demonstracao de (i), relativo as res-
tricoes de ortogonalidade, basta analisar a determinagao da primeira direc¢ao prin-

cipal comum. Por uma questao de simplicidade de notagao, considera-se by =

(b, .., bp)T. O problema em causa resume-se a encontrar os extremos da funcao
k
{(b) = Zﬂ‘f (BT Ai 4 +02Xyp) | (5.15)
i=1

sujeito a b} 4 -+ 4 b2 = 1. Este problema é equivalente a determinar os extremos

da funcao
£(2) =D 7f (M= dip) 214 -+ (Nip=1) — Aip) 2 + Aip) (5.16)
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sujeitoa0 <z <1,i=1,...,p—1e0<1—2;—---—2,1 <1, 0 que é equivalente
a exigir que z pertenca ao “simplex” de dimensao p — 1, S,_1. De notar que como

Sp—1 € compacto e f é continua existem extremos globais.

Seja &m (2z) a restricao de £ (z) sobre a fronteira que une os vértices correspondentes

azj=1leaz,=1,

k
Eim (2) =D 7if (Nij = Nip) 2 + Aim) = Ejm (27) - (5.17)
=1
Tem-se assim que
k
o (21) =D 7 (Nij = Aim) ' (Nij = Xim) 25 + Aim) - (5.18)
=1

Vamos agora supor que 3, (V5 — Vim)(Vimj — Vm) < 0, isto é,

Z 7 (Mij — Aim) f' (Aim)] [Z 7 (Nij — Aim) f1 (i) | <0 (5.19)

Esta condicao implica, em face da continuidade de f’, que existe uma solucao de
m () = 0 com 0 < 2z; < 1, pois &, (0) x &, (1) < 0, 0 que corresponde a um

vector ndo pertencente a base canoénica e demonstra (ii).

(iii) E facil verificar que se f"(t) < 0,Vt > 0 (f"(t) > 0,Vt > 0) e se Yz Jiy :
Nigj 7 Nigm entao A€ (z) < 0 (A& (z) > 0), com A o operador Laplaciano, isto é
€ (z) é estritamente superharmonica (subharmonica). Logo pelo principio do mi-
nimo (méximo) £ (z) ndo pode ter minimos (maximos) locais no interior de S,_;.
Aplicando sucessivamente este argumento as restrigoes de £ (z) sobre as fronteiras de
Sp—1, e uma vez que as caracteristicas do Laplaciano se mantém, temos que concluir
que o minimo (méaximo) global é atingido num vértice, o que corresponde a um

vector da base canonica e demonstra (iii).

(iv) Sem perda de generalidade vamos considerar apenas o caso f”(t) < 0,Vt > 0.
Em primeiro lugar é facil verificar que, sendo £ (z) superharmonica, se existir um
méximo local no interior de S,_; ele tera de ser global. Por outro lado se existir um
méximo global no interior terd necessariamente de existir pelo menos um maximo
global da restricao de £ (z) numa das fronteiras abertas de dimensao 1, (pois se tal
nao acontecer teremos de concluir que existe pelo menos um ponto de S,_; onde a
fungao nao é superharmonica). Basta entao procurar condigées para a existéncia de
maximos globais nas restri¢oes de & (z) as arestas de S,_y. Como f"(t) < 0, f' é
decrescente e &' (z;) anula-se para 0 < z; < 1 se e 50 se &, (0) x &, (1) <0, o que

conclui a demonstracao. O
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Observacgoes:

1. E possivel demonstrar (i) relaxando a condicio de diferenciabilidade de f. No
entanto, esta condicao nao é na pratica uma restricao uma vez que as fungoes

que se utilizam sao diferenciaveis.

2. Deve notar-se que o facto de os funcionais dos vectores proprios poderem ser,
para certas combinacoes dos valores proprios, diferentes da base canoénica, nao
implica necessariamente um comportamento totalmente descabido em termos
amostrais (como acontece nas componentes principais usuais quando ha valores
proprios iguais), pois aqui o que sucede é que se obtém um namero finito de

solucoes cuja média é a solucao correcta.

Para simplificar a notacao seja N; a matriz simétrica e com diagonal nula tal que
N;(j,m) = (V; — Vjm)(Umj — Vm). Dados f e A;, i = 1,...,k, ha problemas de

consisténcia se existir algum Ny (j,m) < 0.

5.4 Funcoes de influéncia parciais e variancias as-

simptoticas dos estimadores

Nesta subseccao vamos apresentar a deducao das funcoes de influéncia parciais dos
funcionais “projection—pursuit” gerais. Foi novamente o resultado (4.4) que nos

permitiu deduzir o teorema que se segue.

Teorema 5.2 (fungdes de influéncia parciais dos funcionais equivalentes

aos estimadores PP gerais do modelo CPC)

Sejam X; vectores aleatorios independentes com distribuicao elipticamente simétrica
F;, com parametros de localizagao p; = 0, e matrizes de dispersao X; = C,C] que
satisfazem (2.3). Admita-se que os vectores C; 'X; = Z; tém distribuigio esférica G
para todoi =1,..., k. Assuma-se que o(Ggy) = 1, onde G representa a distribuigao
de Zi4.

Considere-se f uma funcao estritamente crescente continua e duas vezes diferenciavel
e seja ainda (¢,y) — o ((1 —¢)Gyp +€A,) uma funcdo continua e duas vezes dife-
renciavel em (0, y). Entdo, as fungdes de influéncia parciais dos funcionais definidos
por (5.4), (5.5) e (5.6), sdo dadas, para todo x, por

1)

x'3,
PIFZ'(X, )\07@7’, F) =2 5& )‘ij IF ) J , 0, G(] 5 (520)
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T
PIF;(x, B, F) = 7; B XZ \/Zf DIF<3 : ,Go> B+

sy \Y )\is

,BTX p
) DIF 0,G L (5.21
+ i/ Niif (A <\/)\T] o 0)52121’/1 Jsﬁ x B,, (5.21)

p T
IB'Xi T
PIFi(X,VUg,F) = 5@1‘ 2 E )\ZJIF (—] , 0, G(] ,8,8 +
s s /)\1] 177

p j—1

+ ZZ/\@_V iV is ' (Mis)
7j=2 s=1 S s
X DIF( x' B, aG)(xTﬂ) (8,87 + B,87) (5.22)
\/)\_is’ o J sy s ) o ’

onde DIF(y,o,Gy) representa a derivada de IF(y,o0,Go) em ordem a y, v, =
k

ZTifl ()‘z]) )\zs, Vj = Vjj € COI Vjg 7& Vj; para s 7§ 7.

i=1
Dem: A técnica usada nesta demonstracao é semelhante a utilizada no Teorema
4.2.

Seja F' a distribuicao definida pela medida produto F' = F} x --- x Fj. Assuma-se
k

queni:nN,comO<n<1eZT¢:1.
i=1

Represente-se por Fjx. = (1—¢)Fj+eAx, com Fy . ; = Fy XX F;_ 1 X Fj x . X Fj 11 X

-+ X F},, amedida produto com contaminacao na i—ésima populagao. Considerem-se
os seguintes funcionais sob contaminagao, B, . ; = B (Fx.,i), Mjesi = o? (Fg [,Bj’gyi] ),
para { £ i e Nje; =02 (Fixe [Bji])-
Considere-se ainda V. ; =V, (Fx.;) = Z?Zl )\gj,g,iﬁjﬁ’iﬁgza,i.
e Funcoes de influéncia parciais dos vectores proprios.

B, .; maximiza ¢ (Fy . ; [b]) sujeito as condigoes de ortogonalidade B]TE Bi..=1le

IBZ,E,iIBj,E’i =0paras=1,...,7 — 1. Assim, B;_; maximiza a fungao Lagrangeana
j—1
L(b,v, &) = 1 f{0” (F, ix, [P]) }+Z Tinf{0? (Fy [b]) } = (bTb - 1)_2 aSbT/Bs,E,i ,
toF£L s=1
(5.23)
e tem que satisfazer a equacgao
0 —
OP = a_bL(b’ e a)|b:,8j’5’i = ’QZ}(S) - 2713]',5,1' - Z aSIBs,s,i ) (524)
s=1
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com

0
P(e) = a—b§ (Fx,e,i[b]) |b:'6j,s,i =

P 0
= Tioe 0" (Fixe DDy g+ D s Ho” (Fg D}, g

=
(5.25)
isto é
9e) = TS0 (Fine 1810 o 10” (P By, +
b Y (0 (BB ) g A0 (Fu b)Y - (526)

1071

De ¢(e)T = 27,325714—2?;} B ; e da ortogonalidade dos vectores proprios comuns
tem-se que

¢(8)Tﬁj,a,i = 2v,
V(E) Byes = ay, s=1,....j-1.

Portanto, (5.24) pode ser escrita como

P(e) = (¥(e)" By.i) By (5.27)

s=1

Derivando em ordem a ¢ a expressao (5.27), obtém-se

%@D(s)k:o = zj: {(@D(O)TPIE (x. Bps: F)) B, + <ﬂzg¢(5)|5:0> ﬂs} +

s=1 Oe
+ ) (¥(0)"B,) PIF; (x. B, F) . (5.28)
s=1
Uma vez que F; é uma distribuigdo elipticamente simétrica e como o(Gy) = 1,

usando o facto de o2 (Fy[b]) = bTX;b, vem
0 S,
v(0) = gps (Foxilbl) l,_g = ;Tz‘a—bf (b"=b) |, =
— 23 nma, s (50, -
1‘;1
= 2) 7nf (\j) MB; = 2v8;
i=1
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o que implica que ¥(0)"8, =0 para s=1,...,j — 1. Assim,

0 d 0
L veles = 3 [WOTPIF (., 7)) B+ (B 000 8] +

s=1
+ (v(0)"B,) PIF; (x,8,,. F) . (5.29)
Considerando P, =T, — 37, 3,87, (5.29) pode ser escrita como
9 J
T
Pjﬂggb(g)k:o =20,y BIPIF(x,B,,, F)B, + 20,PIF;(x,3,,, F) . (5.30)
s=1
k
Por outro lado, de (5.26) e uma vez que ¢(F[b]) = ZTif (b"%;b) tem-se pela
i=1

regra da diferenciacao da funcao composta que

%¢(5)|5:0 = %(%C(Fx’&i(b)))

x PIF; (x,8,,,F) =
= 2§J-PIF-(x B, F) +

g (F O )

b:IBj,i,s

+ [f {o* (F;[b]) } IF (b"x, 0%, F;[b])] : (5.31)
b:,BJ.
~ k P
onde EJ = ZTZ'f’ ()\ZJ) Ez = ZijIBSIBZ‘
i=1 s=1
Novamente pela equivariancia do funcional de escala, tem-se
O (g 2 Ty 2 O ruy 2t
O 17 {0t (BT} IF (0t BB)] | = [ o (BTSB))] | x

b=

B b=0;
XIR(B]x, 0%, F[,]) 40" (8] 5:8,) o IF(b"x, 0%, F[b])]

b=03,

isto é

)
5 [f'{c® (b"2;b) } IF (b"x, 0”, Fi[b])] =20 " (Nij) B; Aij X

b=03,

B x ) B7x
xIF (\/TM’UQ’GO) —|—f ()\ZJ) X {QAZJ,BJIF (\/jTij’UQ’G0> } +
BTx x B7x
+1" (Aij) X  AyDIF| —4=,0°,G )( - ﬂ)} 5.32
(Aij) { j (\/)\Tg 0,40 » N j ( )
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De (5.31) e (5.32), vem que

a ~
gw(dkzo = 2%, PIFi(x,8,;, F) 4+ 21 {f" (M) Aij + 1 (Nij) } MijB; %

T
x IF (\1%;7027G0) +Tif’ ()‘ZJ) )‘ZJ X
ij
'BJTX 2 T
x DIF \/T,U , Go (X—ﬂjxﬂj) . (5.33)
ij

Assim, em consequéncia de (5.33), (5.30) pode ser escrita como

J
20; Y B] PIFi(x, B, ,, F)B, + 2w,PIFi(x,B,;F)=

= 2]-:)j—i—l i]’ PIFi(XaIBa,jaF) +Ti V )\ijfl ()\ ) X

T
DIF <3J;,02, G0> Pix . (5.34)
]

F)T3; =0, e portanto (5.34) é equivalente

X

De ,Bigﬂj,g = 1 resulta que PIF;(x, 3

a

0,37

2<Pj+12 yj,,) PIF;(x,8,,, F) = QVJZ,BTPIF (%, 8,5, F)B, — 1in/Ag f (A

T
DIF <§7)\i,02, G0> P x. (5.35)
j

X

Por outro lado, tem-se que

P.%; =

J
zy 2 ZTZ zy EZZIBSIBZZ
=1

k

> onf
izl .
Z Ti zy 2 ZZTz 131616

i=1 s=1
- ZZTZ zy zs,B IB ZZTZ ZSIB /3
= 1 §= 1 =1 s=1
- Z Z Tz zs:B IB
i=1 s=j+1
D k
s=j+1 \i=1

Uma vez que Zle Tif" (Nij) ANis = vjs, vem

p
P = Z v;sB,8 . (5.36)

s=j+1
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p
. . = _ T c ot
Resulta entao que a matriz P; 3, — 1,1, = E vjsB,Bs — v;I, tem caracteristica
s=j+1
completa, pois v;, # vj; para s # j, com inversa

~ 1 p 1 J 1
(Pj+12j - VjIp) = > B VﬂsﬁsT -3 ;ﬁsﬁf ;
J s=1 J

s=j4+1 I8

e portanto

~ -1 1
<P]+12J - I/jIP) 185 = _V_IBS )
J

para s =1,...,7 — 1. Assim, tem-se

~ -1 P 1
(PJ‘HEJ‘—VJ‘IP) Pin =3 — B0

s=j+1 Vis = Vj
A aplicac¢ao do resultado anterior em (5.35) conduz a
j—=1 1 &
PIF (X ,80_], — - ZIB] PIFZ(Xa 180',57F)183 2 Z l/]s o ) \/ ij
s=1 s=j+1
T
P X
x DIF B 0%, Go | BTx. (5.37)
De (5.37), para s = j + 1,...,p vem que
PIF:(x, 8, ., )8, = riv/3a f (Ais) DIF Bx g 87x
.7 - z ) ) 0 s
J 2(1/3 ’ V )\1]'

Como consequéncia,

PIF;(x,B8,;. F) = -7 B] XZ \/ATsf'(Ais) X

J— I/S]

Vo

Finalmente, usando o facto de IF (y,0%, Go) = 2IF (y, 0, Gy), obtém-se o resultado
(5.21).

T
X DIF(i}T 2G0> \/ i (O
T p
X DIF(ﬂjX,UZ,G()) 3 ! B'xB,.  (538)

smjt1 is T Vi

e Funcoes de influéncia parciais dos valores proprios.
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Usando o facto de \jj.; = 02 (Fix. [,Bj,gyi]) para { # i, e de ;. ; = o? (F, [:3]',5,1‘]) =

Bzg’iﬁgﬂj,gai, com a regra da diferenciacao da funcao composta, resulta

0 ) ’
PIF; (X, )\U,ijaF) = goj (E,E,X [IBJ]) |E o+ |:ab ( 1[b]) |b:,6- PIF; (X ,nga ) =
= IF (b'x, 0% Fi(b))],_g + (22:8;)" PIF (x.8,,,F) =

= IF (b"x, 0%, F; (b) )\bzﬂj +2X;; B8] PIF (x,8,,,F) =

T
== 2)\”IF &,O’, GO s
\/)\ij

parati=1,....k,7=1,....,p

Entdo, vem que PIF; (x, Ao, F) = 2\;8] PIF;(x, 8
¢ # i, o que conclui a prova de (5.20).

F)=0,parai=1,..., ke

0.3

e Funcoes de influéncia parciais das matrizes de dispersao.

Como Viy.; = Vi, (F.xi) = 75:1 Agjﬁ’z-ﬂj’g’i,ﬂzg,i, e usando as expressoes das

funcoes de influéncia parciais para os vectores e valores proprios, vem que

p p
PIF;(x, Vou. F) = Y PIFi(x, Ao F)B;8] + > \PIFi(x. 8, F)B] +

p
+ ) AyBPIFi(x, B, F)"

j=1

portanto

p T
B x T
PIF;(x, Vor, F) = 205 3 MIF (J—,O,Gg 8,8} +
= /)\1] 177

p j—1
+ ZZ)\ZJ \/:f
7j=2 s=1

T
x DIF (?Aﬁ o, G0> (x"B;) (B,8] +B,8) +

p
1
+ Z A“us—usﬁ“”“ 7 (Nis) %

x DIF(XT'BSUG>( "8;) (8,8 + B,67)
Vs e
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resultando finalmente
PIF;(x, Vo, F) = 652 MIF [ —=,0,Go | 8,87 +
=1 )\ij I

p—)\@
+ > v/ Xis (A

. Vsy — Vs
71=2 s=1
piF (X2 5 6y) (x" H T
X \/)\_is’o-’ 0 (X 18]) [IBSIB] +163165} )
0 que conclui a prova. 1

E facil constatar, através da observacio de (5.20), que para os valores proprios as
funcoes de influéncia parciais sao limitadas caso se considere um funcional de escala
com funcao de influéncia limitada. Esta situacao é exactamente a mesma que a
observada em (4.49) com a aplicagao da fun¢ao identidade, dado que as fung¢des de
influéncia parciais dos valores proprios nao dependem da funcao f considerada. Por
outro lado, no que se refere as funcgoes de influéncia parciais dos vectores proprios

estas mantém-se ilimitadas para qualquer f devido ao efeito do termo XT,Bj (que nao

pode ser compensado por DIF ( \/ﬁ o, Gg) uma vez que este actua numa direccao

ortogonal).

No caso particular de f(¢) = In(¢) resulta

_ a7 11 Bsx
PIF;(x,8,,. F) = nﬂjx; Vs]_l\/—:DIF<\/_aGO> B, +

+ . DIFE (—j G) Ep 1 B.x 3 (5 39)
g .
» Uy L0 1 ] s s

4
s=j+1 Js

p T,
PIFi(X,VU’g, F) = 5@1' QZ)V]IF (IB]—,O', Gg) ,33,331 +

T
x DIF (%a G0> (x"8;) (B.8] +B8,87) . (5.40)

Confrontando (5.39) com (4.50), observa-se que a introdugdo da fun¢do logaritmo
originou a pré—multiplicacao do termo xT,Bj pelo inverso da raiz quadrada da va-
riancia das componentes principais comuns. A medida que a variabilidade dos eixos
comuns aumenta o efeito do termo XT,Bj vai diminuindo, conduzindo a uma menor
influéncia de contaminagoes pontuais desfavoraveis, contrariamente ao que se verifica

com os estimadores PP usuais construidos com a funcao identidade.
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As varidncias assimptoéticas dos estimadores PP gerais dos valores e vectores proprios
podem ser obtidas heuristicamente através de (4.6). Estes resultados sdo apresen-

tados no corolario que se segue.

Corolario 5.1 (variancias assimptéticas dos estimadores PP gerais do
modelo CPC)

Sejam X;i,..., X, ¢ = 1,...,k, vectores aleatérios independentes de k& amostras
independentes com distribuicao Fj. Seja p; = 0, o parametro de localizacao e

3; = A, a matriz de dispersao que satisfaz o modelo (2.3) com 3 = I,. Assuma-se
k

também que n;, = N, com 0 < 7;<1e Zn =1.
i=1
_1
Considere-se que A, *X;; = Z; tem a mesma distribuicao esférica G para todo o
i=1,..., k. Assuma-se ainda que 0(Gy) = 1, onde G representa a distribuic¢do de
ZH.

Represente-se por s(-) o estimador de escala univariado relacionado com o(+) e seja
X; = (Xi,..., X)) para i =1,..., k. Os estimadores dos eixos principais comuns
definem-se com a resolucdo iterativa de (5.3), enquanto que os estimadores dos

valores proprios e da matriz de dispersao da i-ésima populacao sao calculados por
~ P oot
Aij :SQ(XZT,Bj) , paraj=1,...,p, Vi:z)\ijﬁjﬁj ) (5.41)
7=1

Entdo, caso f seja duas vezes diferenciavel e a funcio (¢,y) — o ((1 —e)Go + €A,)
seja continua e também duas vezes diferenciavel em (0, y), as variancias assimptoticas

dos estimadores PP solugdo de (5.3) e (5.41) sdo dadas por

- 1
ASVAR (A@) = 4 ASVAR(5,Go) | (5.42)
k ! .. 2 . ! . 2
ASVAR <Bjm> = Zn)\ij)\z‘m {6m>] it ()\”2} + Omes 1S (Almg} } X
P (¥ = Vjm) (Vmj = Vi)
x Eq{DIF (Z;,0,Go) Zim}> , m#7, (5.43)
ASVAR (Bjm) -0, m=j. (5.44)
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Em particular, no caso de G = N (0,,1,), tem-se que

ASVAR (X@j) = = ASVAR(s o) |

ASVAR (B,,) = E;mmm {%J O A )} }X

(VJ l/]m) (ij Vm)2
x By [DIF (Y,0,®)]>,  param#j, (5.45)
ASCOV(@m,EjT) = 0, param=#j, m#r, r#j,
k
onde Vis = ZTifl ()\ZJ) )\is, Vj = Vjj € Vjg # Vj; para s 7£ ]
i=1

Dem: De (4.6) vem que

k
ASVAR (%) = S LBy, [PIFA(X, Ay, FY?]

Ti

=1
k
ASVAR (Ejm) — ZlEF [PIF,(X. Byim: F)?] -

X7 (3.
B, ~ (G quando X ~ Fj;, obtém-se
by

Ly

k T3 2
ASVAR (%) = Z% {MA” IF (X—\/Aﬁﬂa GU) }
i=1 ij

= 4= ASVAR(s Go) .

Usando (5.20) em conjunto com o facto de

A partir de (5.21) e considerando que 3 = I, resulta

~ b X"B,
ASVAR (ﬁjm) - _Zn v/ ' (\ij) DIF m,a,co

2

X

2

Bom (XTB,) | +

V;
| s=j+1 3 Vs

i Jj—1 XT,B . 2
+ HVS] oA ' (s DIF(m,a,GU) (X ﬂj)] .

Assim

k 2
- (i)} AijAim
ASVAR (@m) - 5m>jzﬁ{f (Ay)} )g Eg {DIF (Z1;,0,Go) Zim}* +

i=1 (Vj_yjm

+ m<] Z {f’( zm)} )‘z)j)\sz {DIF (Zlm,U GU) le}

i=1 (Vm] Um
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resultando finalmente

ASVAR (Bjm) = zk;ﬂ)\z])\lm {(5m>3 ({V{I ( I/Ji’l})g + 5m<]({l/fn:](71/11})2} g

x  Eg{DIF (Z;,0,Go) Zim}’

onde 0., = 0 caso m < j e dy5; = 1 se m > j.
Por outro lado, no caso particular de G = N (0,,1,), e uma vez que Zy;, Zy,, € Z1, s20
variaveis aleatorias independentes se j # r, j #m e m # r e Eg [DIF (Y, 0,®)] =0,

resulta entao

b Z {f’( i)} NV Nim VA
03 vj ij)(’/y VJ"")
x Eg [{DIF (le,a, Go)}’ {Zimz1r}] +
k
Omeibray ¥ 7 LYY x
R ; (Vmj = V) (Vrj — 1)
X Eg{ DIF (Zi,,0,Go) DIF (Z,,0,Go) (Z1;)?} +
5m>j5r<j Z i )\ij V )\zm V )\11"f ()\zg) f ()\11") x
— (vj = Vjm) (vrj — 1)
X EG { DIF (le, g, Go) DIF (Zl,«, g, Go) Zlm le} +
k
t OOy Y TV ! X
R ; (Vimj = vm) (v — Vi)

X Eg{ DIF (le,O', Go) DIF (Zlmaaa GU) Zhn le} ,

ASCOV (Bjm, Bj,) -

ficando ASCOV (Bjm, Bj,) = 0, o que conclui a demonstracao. O

Em particular, quando f(t) = In(¢) é facil concluir que a variancia assimptoética dos

estimadores dos vectores proprios comuns fica

~ 1 Aij 1
ASVAR ( Bim, i< Om —— 4 e —————— X
(/BJ ) ZT { <Ji\__ )\” (1 o ij)Q >) )\1m (1 . ij)Q}
X EG {DIF (le, g, G(]) Zlm} . (546)

E ainda interessante referir que, caso todas as populacoes tenham a mesma matriz

de dispersao a variancia assimptoética dos estimadores PP dos vectores proprios é
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independente da funcao f. Nesta situacao, para m > j vem que

k
; TN Amf! (Ag)?

ASVAR () - 7 Ec {DIF (Z1;,0,Go) Zim}* =
(a0 0y-a)
Aidm
= mE(; {DIF (Zyj,0,Go) Zim}” (5.47)

obtendo-se a mesma expressao para m < j. Este resultado coincide com o obtido
por Croux e Ruiz—Gazen (2000) para o caso das componentes principais, como nao
podia deixar de ser. Refira-se ainda que para este caso particular os estimadores PP

gerais coincidem com os estimadores PP usuais.

5.5 A optimalidade da funcao logaritmo

O nosso estudo incidiu, com maior profundidade, sobre os estimadores “projection—
pursuit” construidos com a aplicagao da funcao logaritmo. Como se viu ante-
riormente, estes estimadores surgiram na sequéncia das equacoes de verosimilhanca
de Flury (1984) e portanto aproximam-se da abordagem deste autor. Foi possivel
provar que com estes estimadores PP, construidos com o logaritmo da variabilidade
combinada das k varidveis projectadas, se atinge a variancia assimptotica minima
sob a validade do modelo proporcional. Este resultado é mais formalmente apresen-
tado na proposicao que se segue. Relembre-se que a estrutura de dispersao inerente
ao modelo proporcional, apresentada em (2.2), é mais exigente que a do modelo
CPC porque impoe que as k matrizes de dispersao se relacionem apenas através de

uma constante de proporcionalidade.

Proposigao 5.1 (optimalidade da fungao logaritmo para k£ populagoes pro-

porcionais)

Sejam X;i,...,X;n,, ¢ = 1,...,k, vectores aleatorios independentes de k amostras
aleatorias independentes com distribuicao Fj, com parametro de localizacao p; = 0,

e matriz de dispersao ¥; = A; = p; A, com ¥; satisfazendo o modelo proporcional
k
(2.2) com B =1I,, py = 1. Considere-se n; = 7;N, com 0 < 7; < 1, ZTZ' =1le

i=1
k

N = an Seja Ay = diag (A1,..., ) e assuma-se que A; > --- > A,
i=1

N

Considere-se ainda que A, 2X;; = Z; tem a mesma distribui¢ao esférica G para
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todo o i =1,...,k. Assuma-se que 0(Gy) = 1, onde Gy representa a distribuigdo

da varidvel aleatoria 7.

Denote-se por s(+) um estimador de escala univariado relacionado com o funcional de
escala o(-) para o qual a funcao (¢,y) — o ((1 —e)Gy +€A,) é continua e duas vezes
diferenciavel em (0,y). Entdo, os estimadores definidos por (5.3), para f crescente
e duas vezes diferenciavel, atingem o valor minimo da variancia assimptotica dada

por (5.43) quando f(t) = In(¢).

Dem: Por uma questao de simplicidade, considera-se apenas a situacao de m > j.

A demonstragao para o caso de m < j é analoga.

Para o modelo proporcional o facto de A;, = p; A\, leva a igualdade

(Vjm — v anz piX;) Am — Nj) - (5.48)

Aplicando (5.48) em (5.43), resulta
Mdm S o [ (o))
(Am _)\) {ZZ \Tipif! (Pi)\j)}Q
x  Eq{DIF (Zy;,0,Go) Zim}" - (5.49)

ASVAR (Bjm) X

Portanto, de (5.49), é evidente que o minimo da variancia assimptotica é atingido

para uma funcao f estritamente crescente que minimiza

k k )
ZW? {f" (o X))’ Z {Ti%pifl (Pi)‘j)}
V() = = ;= 7 =
{Z Tipif’ (Pi)‘j)} {Zﬂé T pif’ (Pi)\j)}
Iy I? *
, (5.50)
(¥7¢€)

1\n|>-A

T 1y r 0"
onde y; = (7'12P1f (P1Aj) 5o Th2 pif (Pk)\j)) § = (Tl ---,Tk‘—’) . Da de-

e
sigualdade de Cauchy—Schwartz resulta que (yf§)2 < |ly;|I*II€* e assim V(f) >
€172 = 1.

Por outro lado,

> Tl (pid) ™ M)

V(n) = —= = =l =1, (5.51)

{Zﬁpz‘ (Pz)\j)_l} ()‘j)_2 (Zﬂ)
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o que conclui a prova. |

A investigacao prosseguiu no sentido de se tentar aprofundar as propriedades destes
estimadores PP particulares, sob a validade do modelo (2.2). Centrando o estudo
sobre a variancia assimptoética, foi ainda possivel demonstrar que, restringindo a
classe de funcoes onde f pode ser escolhida, a inica funcao que minimiza a variancia

assimptotica é f(t) = In(¢). Este resultado apresenta-se na proposi¢ao que se segue.

Proposi¢ao 5.2 (unicidade da optimalidade da funcgido logaritmo para

populagGes proporcionais)

Sejam X,;1,..., Xy, © = 1,..., k, vectores aleatérios independentes de k& amostras
aleatorias independentes com distribuicao Fj, com parametro de localizacao p; = 0,

e matriz de dispersao ¥; = A; = p; A, com ¥; satisfazendo o modelo proporcional
k

(2.2) com B =1,, py = 1. Considere-se n; = 7, N, com 0 < 7; < 1, ZTZ' =1le
i=1

k
N = an Seja Ay = diag (A1,..., ) e assuma-se que Ay > --- > A,
i=1
_1
Considere-se ainda que A, *X;; = Z; tem a mesma distribuigao esférica G para
todo o i = 1,..., k. Assuma-se que o(Gy) = 1, onde G, representa a distribuigao

da variavel aleatoéria 2.

Denote-se por s(-) um estimador de escala univariado relacionado com o funcional
de escala o(+) e para o qual a func¢ao (¢,y) — o ((1 — )Gy +€4,) é continua e duas
vezes diferenciavel em (0,y). Entdo, dentro da classe de fun¢oes F = {f(t) : f'(t) =
t*~' o > 0} a tnica fungio para a qual os estimadores definidos por (5.3) atingem
o valor minimo da varidncia assimptotica, dada por (5.43), é f(t) = In(¢).

Dem: Novamente por uma questao de simplicidade considera-se s6 a situacao de
m < j.

Considerando (5.43) para a classe de fungoes F = {f(t) : f'(t) = t*',a > 0},
resulta

k
Z Ti)\ij)\im)\?ja_Q
= > X BEq {DIF (Z,;,0,Go) Zin}? . (5.52)

AR () = {zma YO — A )}

Assim, o processo de pesquisa do minimo da variancia assimptotica passa pela
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procura do valor de a que minimiza

k
Z Tiai)\%o‘
i=1
Vie) = — : (559
{121 T (1 — az-) )\%}
com a; = A= j=1,... k (notar que existe pelo menos um a; # 1). Derivando esta

Aij
expressao em ordem a «, notando que os termos com ¢ = £ se anulam e agrupando

os termos com indices simétricos, obtém-se

ko k
Z > {Tinai (1 — ag)log ()\?j) )\?JQ‘)\% — 1imeag (1 — a;) log ()\?j) )\f;-l)\f‘j}

(S0 ang)

=1

ki1

DD TiTIAGAG [log ()\?j)—log ()\ef)] [a; (1—ay) A% — ag (1-ay) ?]}
_i=14=1 5.54)
= - 3 . (5.

{27} (1—0,1') )\%}
No caso do modelo proporcional, que se esta a considerar, tem-se a; = - - - = ay = ’E\—"},
J

pelo que a expressao anterior se pode escrever como

~.
—_

k —
o T Z g (= 3g) flog (43) — log (3)]
V() = 1 =] . (5.55)

()\m _)\)2 k . 3

Como todas as parcelas de (5.55) sdo maiores ou iguais a zero conclui-se que V' (a) =

0 se e sO se todas as parcelas se anularem, ou seja (como 7; # 0 V; e \;; #0 VY, ;)

se e sO se
(A% =A%) [log (A) —log (A3)] =0, Vi, (5.56)

0 que é equivalente a (A\;; — Ayj)) = 0 ,V,;y, ou @ = 0. A primeira condi¢ao é
impossivel porque 3;, : p;, # 1, conclui-se entdao que V'(0) = 0 e que V' (a) >
0, Vas0, 0 que é equivalente a dizer que V («) atinge o minimo apenas para oo = 0

como se queria demonstrar. O

Observacoes:

1. Como se viu as funcoes de influéncia parciais dos funcionais valores proprios

nao dependem da funcao f. Assim, sob o modelo proporcional, a aplicacao
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da fun¢ao f(t) = In(¢) conduz a estimadores dos vectores proprios com a
menor variancia assimptotica, para um dado estimador de escala, enquanto
que o desempenho dos estimadores dos valores proprios e das constantes de

proporcionalidade é o mesmo do observado com a funcao identidade.

. Para o modelo proporcional com dados normalmente distribuidos a variancia
assimptotica do m-ésimo elemento do estimador de méxima verosimilhanca
% (Flury, 1986a, Flury, 1988, Capitulo 5). A
variancia assimptotica dos estimadores dos valores proprios comuns com a

da direcgao comum 3; é

aplicacdo da funcao f(t) = In(¢) é por (5.49) e por (5.51) igual a

%Eé [DIF (Y, 0,®)]* . (5.57)

Nestas condicoes, a eficiéncia relativa entre estes estimadores PP e os de méxi-

ASVAR (Bjm) =

ma verosimilhanca é
Am

Eff (3. ) _ O =,)”
’ 2mX By [DIF (Y, 0, @)

— Eo [DIF (Y,0,®)] 7>, (5.58)
Am=2;)

e portanto, nao depende das constantes de proporcionalidade como acontece

quando f (t) = t. Além disso, (5.58) no caso particular de o?(F) = VAR(F)

atinge o valor 1. Este resultado mostra que estes novos estimadores PP de

B, tém assimptoticamente 0 mesmo desempenho que os estimadores de méxi-

ma verosimilhanca sob o modelo normal (se no indice de projecgio se usar o

estimador classico da variancia).

. Com ¢é evidente se (\;; = Ayj) , Vi¢ entdo p; = 1, V;, pelo que estamos no caso de
igualdade de matrizes e, a parte das localizagoes diferentes, V' («) nao depende
de a. Este problema é equivalente ao caso de k = 1, ou seja as componentes
principais usuais e entdo conclui-se que, qualquer que seja f(-) crescente e
diferenciavel, os estimadores obtidos sdo equivalentes (como nao podia deixar

de ser).

. Admitindo, por exemplo, que A; < --+ < A e que q; < 1,V; (para garantir
que o denominador de (5.54) é positivo), é facil concluir que V' (a)) > 0 para
Va>0 se a1 < --+ < ag, ou seja que também nestas condicoes f () = In(t) é
Optima dentro da classe F. De notar que por (5.54) V' (0) atinge o valor zero
se e s0 se a; = ay, V;£¢, OU seja apenas no caso proporcional. Isto nao implica,
no entanto, que a funcao logaritmo seja 6ptima s6 para o modelo proporcional.
De facto, como a > 0, se tivermos V' (a)) > 0 para V,>¢ a funcao V' («) atinge

o minimo em « = 0.
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5.6 Estudo de simulacao

Desenvolveram-se dois estudos de simulacao de Monte Carlo, um em dimensao 4 e
outro em dimensao 2, para comparar o comportamento dos estimadores definidos em
(5.3) com f(t) =1In(t) e f(t) =t. O altimo caso corresponde a proposta de Boente
e Orellana (2001) e foi também por nos estudado no Capitulo 4. As conclusoes

fundamentais do estudo presente encontram-se no artigo Boente, Pires e Rodrigues
(2002b).

Em ambas as simulagoes foram considerados os estimadores PP resultantes da apli-
cagdo de f(t) = In(t) e f(t) = t. Usou-se a notagdo LPP; e LPP, para indicar os
estimadores correspondentes a primeira funcao, enquanto que PP; e PPy referem
os estimadores relacionados com a segunda opcao. Em qualquer dos casos foram
considerados dois estimadores robustos para a escala. O indice 1 indica que a escala
¢ estimada pelo MAD (consistente sob o modelo normal) enquanto que o indice 2 é
utilizado quando é empregue o estimador—M. A escolha do MAD deveu-se essencial-
mente a sua simplicidade de célculo e, consequentemente, a diminuicao do tempo
de espera para a conclusao do processo de simulacao. Quanto ao estimador—-M de
escala este, como referimos anteriormente (pag. 65), foi o considerado por Boente e
Orellana (2001).

Com base nos resultados dum estudo prévio com um niimero reduzido de simulacoes,
onde as direcgoes comuns foram estimadas recorrendo aos operadores maximo e mi-
nimo, optou-se por utilizar neste estudo de Monte Carlo os estimadores consequéncia

da maximizacao.

Para o calculo computacional dos estimadores propostos foram utilizados os progra-
mas implementados em codigo MATLAB da autoria da Professora Graciela Boente
e da Dra. Liliana Orellana. Desta forma evitaimos que a comparacao dos nossos re-
sultados com os de Boente e Orellana (2001) fosse, eventualmente, influenciada pelo
procedimento computacional. Além disso, e como nao tinhamos & nossa disposi¢cao
computadores adequados para calculos intensivos, permitiu-nos usar o programa
MATLAB que tem a vantagem de consumir menos tempo de CPU que a maior
parte dos programas estatisticos. Este aspecto é mesmo crucial quando se trabalha
com computadores pessoais com 256 MB de memoéria RAM. No entanto, também
foram construidos novos c6digos na linguagem do programa estatistico S-PLUS ver-
sao 2000. No Apéndice C apresentamos, como exemplo, a listagem do programa em
S-PLUS que estima os parametros do modelo CPC através do estimador LPP; con-

struido com o operador maximo e que recorre a uma nova técnica para a pesquisa
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das direcgoes. Na subseccao que se segue este novo método para a procura das

direccoes de projeccao é apresentado detalhadamente.

5.6.1 Resultados da simulacao em dimensao 4

Em dimensao p = 4 foram considerados dois procedimentos distintos para o calculo
das varias estimativas “projection—pursuit”. O primeiro procedimento foi o consi-
derado por Boente e Orellana (2001) e consiste numa adaptagao da proposta de
Croux e Ruiz—Gazen (1996) para a pesquisa das possiveis direc¢oes em problemas
com apenas uma populacao. Para o caso de k populagoes, o algoritmo pode ser

resumido da forma seguinte,

e PASSO 1. Atribuir ¢ = 1.

e PASSO 2. Para cada b € IRP, tal que ||b|| = 1, definir

k

r(b) = ZTZf {52 (XZTb)}

=1

Seja by o valor que maximiza r (b). Definir

b(] ’
s (Xib) .

> @)
. (]
| Il

e PASSO 3. Seja ¢ = ¢+ 1. Definir X7 = (I],J — Bq,quTfl) X,
parat=1,...,keonde B,_; = (Bl,...,,@q_l), parag=2...,p.

e PASSO 4. Se ¢ < p, atribuir X, = X parai = 1,..., k e voltar ao PASSO 2.

e PASSO 5. Ordenar os vectores proprios ,@1, ce ,@p de acordo com a ordem

decrescente dos valores proprios da primeira populagao.

No PASSO 2, em vez de maximizar sobre todas as possiveis direccoes, o que é
na pratica impossivel, usa-se o algoritmo de Croux e Ruiz-Gazen (1996) adap-
tado. Para isso, define-se Py = I, e P, = (Ip — Bq_lB:}F_l), ou seja a matriz de
projeccao no subespago gerado pelos primeiros (¢ — 1) eixos. Considera-se A, =

{P,(Xs — ), j=1,...,n;, i=1,...,k}, onde pi,; representa uma estimativa de
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localizagdo com alto ponto de ruptura para a i-ésima populagao (por exemplo o SDE
de localizacao). Sendo M, o nimero de vectores nao nulos em A, e a, os vectores
de A; com £ =1..., M,, a pesquisa serd apenas efectuada nas direc¢oes H:—EH’ para
¢ =1...,M, Para este processo de procura utilizou-se a sigla DD, construida a
partir das iniciais de “data directions”, porque as possiveis direccoes comuns sao
procuradas nas direc¢oes dos dados. Este método de pesquisa esta condicionado ao
numero de observagoes, o que pode ser problematico em casos com reduzido niimero
de observacoes, especialmente em dimensoes elevadas. Na tentativa de contornar
este problema, foi considerada uma nova alternativa para a pesquisa das direcgoes
comuns. Com o novo procedimento, denotado por RD, iniciais da designagao “ran-
dom directions”, as direc¢oes comuns sao procuradas fazendo as alteragoes que se

seguem ao processo DD,

i) geram-se aleatoriamente 1000 direcgoes através de Z; ~ N (0,,1,),

ii) considera-se A; = {P,(Z;, — ), j=1...,1000}, onde fx é o SDE

de localizagao de (Zq, . .., Z1o0)-

Note-se que, na alternativa RD sao criadas 1000 direc¢oes uniformemente distribui-
das sobre a esfera unitaria de IRP. Isto é consequéncia do resultado de Kariya e
Eaton (1977) onde os autores provam que um vector aleatério X, com distribuicao
esférica, pode ser factorizado como X = RU em que R = ||X]|| é estocasticamente
independente de U = ﬁ e U é uniformemente distribuido sobre a esfera unitéria
de IRP.

No estudo desenvolvido foram considerados os trés modelos que se seguem:

e Modelo 1. k = 2 populagoes com Xy = diag(4,3,2,1) e Xy = diag(6, 8,2.5,5).
k

Os funcionais com f (¢) = id(f) sdo consistentes porque ;5 = ZT,Ei =
i=1

diag(5,5.5,2.25,3). Esperam-se problemas em relacao a f (t) = In (¢) porque
Ny, é tal que N, (1,2) < 0 e N, (3,4) < 0 (as restante entradas sdo nao

negativas). Esta foi a situagao estudada por Boente e Orellana (2001).

e Modelo 2. k£ = 2 populagoes com matrizes de dispersao proporcionais tais
que ¥; = diag(4,3,2,1) e ¥y = 4 ¥4. Os funcionais com f (t) = id (¢) e com
f(t) =1In(t) sdo consistentes porque se mantém a ordem dos valores proprios

nas duas populagoes.

e Modelo 3. k = 3 populacoes com matrizes de dispersao dadas por X; =
diag(8,4,2,1), ¥y, =5 % e X3 = diag(16,12,8,4). Os funcionais com f (t) =
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id () e com f(t) = In(¢) sdo consistentes porque se mantém a ordem dos

valores proprios nas trés populacoes.

Em todos os modelos, foram efectuadas 1000 replicacdes gerando-se k amostras
independentes com dimensao n; = n = 100, 7 = 1, 2. Os verdadeiros eixos principais
sao os eixos do sistema cartesiano, dados pelos vectores unitarios e;. Os vectores
proprios foram ordenados de acordo com a ordem decrescente dos valores proprios

da primeira populagao e portanto 3, = e;.

No estudo desenvolvido foram gerados dados normalmente distribuidos, que se re-
ferenciam por Cy, enquanto que Cj. e (5, representam os dois tipos de dados

contaminados apresentados a seguir:

o O Xip, ..., Xy, 580 i.4.d. 0.9N (04, X;) + 0.1N (04, 9%;), fixando-se ¢ = 10%.

o Oy Xy, ..., X sd0 iid. (1—)N(04, ;) +eN (1, =;) com g = (0,0,0,10)7,
para € = 5% e ¢ = 10%.

Estes cenarios sao os mesmos que foram considerados por Boente e Orellana (2001)
para avaliar o comportamento do estimadores PP; e PPy no Modelo 1. Por uma
questao de simplicidade e seguindo os trabalhos de Orellana (1999) e Boente e Orel-
lana (2001), apresentamos apenas os resultados referentes a estimagao dos vectores

proprios comuns e dos valores proprios para o primeiro grupo.

As Tabelas 5.1 e 5.2 dao-nos medidas sumaérias relativas a estimacgao dos vectores
proprios comuns para o Modelo 1, indicando respectivamente, a mediana e a média
das distancias entre o vector estimado e o verdadeiro vector proprio, i.e., ||,§] —-B; II%.
Esta distancia permite também determinar o angulo, 6;, entre a j-ésima direcgao
estimada e a verdadeira direcgao fazendo cos(é\j) =1- ||B] —B,][*/2. E facil verificar
que o tltimo resultado é consequéncia da igualdade ||3; — B,|1* = ||B;|[> + ||8;||* —
2118111181 cos 6.

As Tabelas 5.3 e 5.4 sumariam os resultados para o Modelo 2, enquanto que as

Tabelas 5.5 e 5.6 referem-se ao ultimo modelo, Modelo 3.

Para o Modelo 3, por uma questao de economia de tempo, s6 observamos o com-
portamento dos estimadores sob o efeito da contaminacao Cy.. Relembre-se que a
contaminagao C . s6 influencia a variancia dos eixos principais de cada direc¢ao nao
alterando as direcgoes dos eixos e o objectivo deste estudo é avaliar o efeito de f (¢)
na estimacao dos eixos principais. A nossa opcao é justificada pelo facto da escolha
da funcao f (¢) nao influenciar, assimptoticamente, a estimagao dos valores proprios
(Teorema 5.2).
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Representando por ASE;(f) a média assimptotica de n||,/3\3 — B,l|* é facil verificar
que ASE;(f) = ZASVAR (Ejm>, uma vez que ASVAR (Ejj> = 0. Assim, sob

m#j
as condicoes estabelecidas na Proposicao 5.1, esta expressao atingird o seu minimo

quando f(t) = In(¢). Referenciando por V*(f) a funcao de f que pré—multiplica o
operador valor esperado em (5.49), a aplicacao da fun¢ao f(t) = ¢t em (5.49) conduz

a

A, ko2
V* (id) = —22 ST, S —— (5.59)

Con = A [574 p}

Por outro lado, o emprego de f(t) = In(¢) origina

AN
V*(n)= —2™ _ para m#j. 5.60
(In) O P #J (5.60)
ASE;(id) d T
Por conseguinte, o racio R, = AST;(]II) iguala ;szi ;Tip?. Assim, sob
Ch, e para o modelo proporcional aqui considerado, tem-se R, = % = 1.36. Note-

se que os valores da Tabela 5.4, para o estimador—M de escala, traduzem uma boa
aproximacao do valor de R4. Por exemplo, para o caso da primeira direc¢ao principal
observa-se para valor estimado de R, aproximadamente 1.27. Os resultados desta
tabela mostram claramente a vantagem de f(t) = In(¢) face a funcdo identidade
na estimacao das direccoes comuns. Refira-se ainda que para os outros modelos
também é possivel calcular valores do mesmo tipo, embora dependentes do vector

proprio em causa.

As Tabelas 5.7, 5.8 e 5.9 reportam as médias, desvios padroes e erros quadréticos
médios das estimativas dos valores proprios de X; para o Modelo 1, Modelo 2 e

Modelo 3, respectivamente.

Os “melhores” resultados para a estimacao dos valores proprios, sob contaminacao,
sao obtidos com as estimativas baseadas no estimador-M de escala, ver Tabelas
5.7, 5.8 e 5.9. Contrariamente as nossas expectativas, nao se observou uma grande
melhoria quando se pesquisa em 1000 direccoes aleatorias em vez de tomar as di-
reccoes das observacoes normalizadas. A pesquisa em direccoes aleatérias poderd,
eventualmente, ser uma boa alternativa para amostras de mais baixas dimensoes.
A fraca eficiéncia das estimativas dos valores proprios, em ambos os procedimentos
“projection—pursuit”, podera estar relacionada com a baixa eficiéncia do MAD e do
estimador—-M de escala escolhido. Melhores resultados seriam provavelmente obti-
dos aplicando estimadores de escala mais eficientes. Uma alternativa seria utilizar

um estimador-M ponderado com uma outra funcao y ou, seguindo a sugestao de
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A PPI,DD PPQ,DD PPI,RD PPQ,RD LPPI,DD LPP2,DD LPPI,RD LPPQ,RD
Co 0.4157 0.3654 0.4166 0.3618  0.3909 0.3580 0.4063 0.3583

4 Ci,0.10 0.4125 0.3672 0.4002 0.3527  0.4264 0.3607 0.4078 0.3656
Ca,0.05 0.4678 0.4582 0.4863 0.4712  0.4585 0.4409 0.4783 0.4595
Cs,0.10 0.5411 0.5365 0.5832 0.5397  0.5366 0.4986 0.5692 0.5710
Co 0.4975 0.4029 0.4781 0.3931  0.4491 0.3913 0.4359 0.3931

3 Ci,0.10 0.5080 0.4041 0.4815 0.3931  0.4808 0.3919 0.4708 0.4155
C2,0.05 0.6230 0.5492 0.6440 0.5299  0.5475 0.5095 0.5505 0.4909
C2,0.10 0.7670 0.7243 0.7367 0.7038  0.6778 0.6630 0.6618 0.7002
Co 0.3956 0.2363 0.4378 0.2031  0.4857 0.4028 0.5057 0.3968

2 Ch,0.10 0.3764 0.2255 0.4139 0.2322  0.4422 0.4045 0.4830 0.3906
Ca2,0.05 0.8699 0.8205 0.9616 0.7572  0.7349 0.6776 0.7807 0.6558
C2,0.10 1.4109 1.5810 1.4301 1.6368  1.2473 1.3623 1.3024 1.4167
Co 0.3625 0.2814 0.4058 0.2685  0.4087 0.3606 0.4114 0.3780

1 Ci,0.10 0.3519 0.2679 0.4106 0.2790  0.3807 0.3815 0.4414 0.3489
C2,0.05 0.6790 0.6972 0.7988 0.7259  0.6847 0.6772 0.7050 0.6744
Ca,0.10 1.3291 1.5579 1.2906 1.5869  1.1359 1.3248 1.1940 1.4114

Tabela 5.1: Mediana do quadrado da distancia entre a direccao principal comum estimada

e o verdadeiro eixo principal relacionado com o valor préprio A da primeira populacao,
Modelo 1.

A PPI,DD PPQ,DD PPI,RD PPQ,RD LPPI,DD LPP2,DD LPPI,RD LPPQ,RD
Co 0.5813 0.5327 0.5743 0.5479  0.5552 0.5279 0.5611 0.5437

4 Ci,0.10 0.5979 0.5428 0.5755 0.5309  0.5918 0.5430 0.5695 0.5372
Cs,0.05 0.6132 0.6191 0.6395 0.6142  0.6195 0.6089 0.6266 0.5864
Cs,0.10 0.6836 0.6901 0.7231 0.6989  0.6895 0.6648 0.6988 0.6987
Co 0.7120 0.6203 0.6986 0.6184  0.6453 0.5774 0.6195 0.5919

3 Ci,0.10 0.7135 0.6221 0.7061 0.6111  0.6654 0.5857 0.6329 0.5836
Ca,0.05 0.7771 0.7373 0.7848 0.7174  0.7234 0.6780 0.7121 0.6426
Cs,0.10 0.8878 0.8551 0.8829 0.8617  0.8106 0.7822 0.8105 0.8245
Co 0.6777 0.5219 0.7062 0.4685  0.6429 0.5108 0.6350 0.4940

2 C1,0.10 0.6572 0.4750 0.6796 0.4910  0.6037 0.5086 0.6294 0.5001
Ca,0.05 0.9127 0.8936 0.9453 0.8663  0.8668 0.8031 0.8652 0.7828
C2,0.10 1.1987 1.3167 1.1975 1.3800 1.1474 1.2045 1.1756 1.2506
Co 0.5677 0.4703 0.6100 0.4498  0.5445 0.4636 0.5643 0.4610

1 Ci,0.10 0.5426 0.4439 0.5803 0.4454  0.5216 0.4654 0.5616 0.4582
Ca2,0.05 0.8600 0.8909 0.9169 0.8898  0.8165 0.8020 0.8279 0.8112
C2,0.10 1.2129 1.3491 1.2061 1.3968 1.1371 1.2428 1.1813 1.2935

Tabela 5.2: Média do quadrado da distancia entre a direc¢ao principal comum estimada
e o verdadeiro eixo principal relacionado com o valor préprio A da primeira populacao,
Modelo 1.
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A PPI,DD PPQ,DD PPI,RD PPQ,RD LPPl,DD LPPQ,DD LPPl,RD LPPQ,RD
Co 0.2833 0.2046 0.3409 0.2002  0.2264 0.1516 0.2298 0.1739

4 Cie.a0 0.2832 0.1986 0.2981 0.1980  0.2089 0.1544 0.2232 0.1886
C2,0.05 0.2932 0.2471 0.3570 0.2360  0.2473 0.1983 0.2809 0.1910
Ca,0.10 0.3727 0.3421 0.4239 0.3768  0.3143 0.2800 0.3600 0.2762
Co 0.5535 0.4069 0.5747 0.3951  0.3874 0.2558 0.3973 0.2860

3 Cie.a0 0.5140 0.3779 0.5180 0.3931  0.3704 0.2681 0.3930 0.2842
C2,0.05 0.5893 0.4492 0.6428 0.4574 0.4204 0.3388 0.4711 0.3348
C2,0.10 0.7244 0.6642 0.7730 0.6559  0.5634 0.5024 0.5655 0.4794
Co 0.3443 0.2060 0.3405 0.1940  0.2454 0.1532 0.2437 0.1595

2 Ch,0.10 0.3286 0.2128 0.3486 0.1959  0.2522 0.1643 0.2561 0.1586
Ca2,0.05 0.5070 0.3766 0.5086 0.3734  0.3446 0.2759 0.3612 0.2903
C2,0.10 0.7076 0.7313 0.8000 0.7574  0.5834 0.5520 0.6173 0.6001
Co 0.1268 0.0650 0.1293 0.0646  0.1056 0.0554 0.1078 0.0522

1 Ci0.10 0.1246 0.0712 0.1319 0.0693  0.1046 0.0562 0.1117 0.0581
Ca,0.05 0.2740 0.2458 0.2809 0.2541  0.2460 0.2427 0.2662 0.2500
C2,0.10 0.5271 0.5820 0.6036 0.6211  0.4875 0.5601 0.5427 0.5960

Tabela 5.3: Mediana do quadrado da distancia entre a direc¢ao principal comum estimada

e o verdadeiro eixo principal relacionado com o valor préprio A da primeira populacao,
Modelo 2.

A PPI,DD PPQ,DD PPI,RD PPQ,RD LPPl,DD LPPQ,DD LPPl,RD LPPQ,RD
Co 0.4977 0.4147 0.5240 0.4137  0.4162 0.3263 0.4130 0.3244

4 Cie.10 0.4881 0.4075 0.4730 0.4140 0.4081 0.3276 0.4251 0.3214
Ca,0.05 0.5107 0.4584 0.5426 0.4444  0.4168 0.3767 0.4446 0.3526
C2,0.10 0.5910 0.5501 0.6225 0.5575  0.4882 0.4502 0.5153 0.4505
Co 0.7212 0.5926 0.7218 0.5848  0.5800 0.4588 0.5589 0.4473

3 Ci,e.10 0.6845 0.5798 0.6962 0.5838  0.5499 0.4526 0.5559 0.4486
Ca,0.05 0.7525 0.6532 0.7777 0.6444  0.6057 0.5180 0.6243 0.5045
C2,0.10 0.8417 0.8107 0.8814 0.8030  0.7250 0.6775 0.7243 0.6617
Co 0.5466 0.3849 0.5312 0.3706  0.3942 0.2707 0.3666 0.2677

2 Ci,0.10 0.5278 0.3861 0.5464 0.3677  0.3777 0.2712 0.3643 0.2683
Ca,0.05 0.6885 0.5617 0.6762 0.5516  0.5173 0.3996 0.5225 0.4337
C2,0.10 0.8449 0.8377 0.8829 0.8514  0.7256 0.7334 0.7530 0.7355
Co 0.2211 0.1182 0.2106 0.1150  0.1611 0.0863 0.1532 0.0822

1 Ci,0.10 0.2300 0.1244 0.2322 0.1190 0.1662 0.0915 0.1631 0.0900
Ca,0.05 0.4279 0.3535 0.4173 0.3682  0.3461 0.2943 0.3526 0.3211
C2,0.10 0.6488 0.7111 0.7092 0.7404 0.6030 0.6684 0.6535 0.6997

Tabela 5.4: Média do quadrado da distancia entre a direc¢ao principal comum estimada
e o verdadeiro eixo principal relacionado com o valor préprio A da primeira populacao,
Modelo 2.
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A PPI,DD PPQ,DD PPI,RD PPQ,RD LPPI,DD LPP2,DD LPPI,RD LPPQ,RD
Co 0.0867 0.0474 0.1212 0.0472  0.0808 0.0434 0.0984 0.0455

8 Ca,0.05 0.0930 0.0531 0.1236 0.0622  0.0908 0.0554 0.1233 0.0865
C2,0.10 0.1090 0.0690 0.1321 0.0889  0.1084 0.0806 0.1321 0.1062
Co 0.1631 0.0804 0.1874 0.0838  0.1289 0.0710 0.1536 0.0775

4 Cs,0.05 0.1867 0.1165 0.2236 0.1269  0.1716 0.1155 0.1974 0.1226
C2,0.10 0.2514 0.1972 0.3027 0.2111  0.2528 0.2045 0.2750 0.2316
Co 0.1674 0.0800 0.1832 0.0878  0.1379 0.0678 0.1430 0.0698

2 C2,0.05 0.2667 0.2029 0.2989 0.2014  0.2311 0.1828 0.2677 0.1968
C2,0.10 0.4936 0.4494 0.5561 0.5226  0.4347 0.4729 0.5252 0.5400
Co 0.0878 0.0396 0.0947 0.0416  0.0720 0.0311 0.0814 0.0347

1 Cs,0.05 0.2001 0.1686 0.2195 0.1720  0.1916 0.1805 0.2177 0.1896
C2,0.10 0.4197 0.4458 0.4657 0.5080  0.4282 0.5018 0.5237 0.5801

Tabela 5.5: Mediana do quadrado da distancia entre a direccao principal comum estimada

e o verdadeiro eixo principal relacionado com o valor préprio A da primeira populacao,
Modelo 3.

A PPI,DD PPQ,DD PPI,RD PPQ,RD LPPI,DD LPP2,DD LPPI,RD LPPQ,RD
Co 0.1659 0.0979 0.1823 0.1204  0.1353 0.0842 0.1555 0.0879

8 Ca,0.05 0.1744 0.1076 0.2008 0.1157  0.1535 0.0976 0.1640 0.1103
C2,0.10 0.2083 0.1393 0.2298 0.1388  0.1731 0.1286 0.2011 0.1495
Co 0.2916 0.1559 0.3133 0.1760  0.2116 0.1248 0.2296 0.1209

4 Cs0.05 0.3241 0.1990 0.3666 0.2038  0.2620 0.1675 0.2714 0.1748
C2,0.10 0.4121 0.3169 0.4634 0.3215 0.3425 0.2770 0.3741 0.3170
Co 0.3120 0.1596 0.3369 0.1629  0.2348 0.1079 0.2316 0.1181

2 Cs,0.05 0.4463 0.3326 0.4855 0.3360  0.3596 0.2742 0.3845 0.2905
C2,0.10 0.6469 0.5852 0.7109 0.6647  0.6075 0.6174 0.6804 0.7051
Co 0.1871 0.0942 0.2011 0.0933  0.1489 0.0592 0.1483 0.0699

1 Cs,0.05 0.3425 0.2858 0.3725 0.2899  0.2984 0.2649 0.3270 0.2767
C2,0.10 0.5629 0.5512 0.6088 0.6356  0.5614 0.6249 0.6488 0.7044

Tabela 5.6: Média do quadrado da distancia entre a direc¢ao principal comum estimada
e o verdadeiro eixo principal relacionado com o valor préprio A da primeira populacao,
Modelo 3.

Rousseeuw e Croux (1994), considerar s6 1 ou 2 passos na ponderacao dos obser-

vagoes.

Para analisar melhor os resultados referentes aos vectores proprios, estimou-se a

densidade da varidvel aleatoria cos(é\l) através do estimador do nicleo (“kernel esti-
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Estimativas de A4 = 4

PPLDD PPQ,DD PPLRD PPQ‘RD LPPLDD LPPQ,DD LPPLRD LPPQ,RD PPl,DD PPQ‘DD PPl,RD PPQ,RD LPPLDD LPPQ‘DD LPPl,RD LPPQ,RD

Co C1,0.10

Meédia|4.2507 4.0159 4.3187 4.0210 4.5268 4.1864 4.6435 4.2152 |5.0189 4.7612 5.0660 4.7723 5.3760 4.9851 5.4338 4.9987
DP |0.9283 0.7401 0.9079 0.7369 0.8114 0.6788 0.8203 0.6811 |1.0748 0.8977 1.0578 0.9113 1.0111 0.8676 0.9867 0.8404
EQM |0.9247 0.5480 0.9259 0.5435 0.9363 0.4956 1.0874 0.5130 |2.1945 1.3859 2.2565 1.4274 2.9178 1.7242 3.0314 1.7048

C2,0.05 C2,0.10

Média|4.4626 4.1910 4.5065 4.2235 4.7527 4.3781 4.8727 4.4510 |4.8875 4.6880 4.9462 4.6846 5.2014 4.8883 5.3355 4.9018
DP [0.9666 0.7598 0.9390 0.7719 0.8574 0.7225 0.8592 0.7029 |1.0493 0.9607 1.0662 0.8914 0.9435 0.8811 0.9752 0.8439
EQM|1.1485 0.6138 1.1233 0.6458 1.3022 0.6650 1.5006 0.6977 |1.8895 1.3968 2.0330 1.2638 2.3351 1.5661 2.7363 1.5263

Estimativas de A\13 = 3

PPLDD PPQ,DD PPLRD PPQ‘RD LPPLDD LPPQ,DD LPPLRD LPPQ,RD PPl,DD PPQ‘DD PPl,RD PPQ,RD LPPLDD LPPQ‘DD LPPl,RD LPPQ,RD

Co C1,0.10

Meédia|3.0987 3.0123 3.1372 3.0328 3.4153 3.1846 3.4678 3.1927 |3.6561 3.5881 3.6901 3.6184 4.0223 3.7816 4.0696 3.8113
DP |0.6463 0.5335 0.6264 0.5226 0.6083 0.5337 0.6137 0.5315 |0.7485 0.6586 0.7602 0.6434 0.7368 0.6416 0.7174 0.6492
EQM |0.4274 0.2848 0.4112 0.2742 0.5427 0.3189 0.5957 0.3197 |0.9912 0.7800 1.0546 0.7967 1.5890 1.0231 1.6600 1.0802

C2,0.05 C2,0.10

Meédia|3.3146 3.2235 3.3738 3.2572 3.6369 3.4086 3.7442 3.4507 |3.7223 3.6871 3.7787 3.7310 4.0646 3.8947 4.1734 3.9473
DP [0.6464 0.5565 0.6422 0.5678 0.6499 0.5628 0.6262 0.5599 |0.7363 0.6870 0.7252 0.6973 0.7136 0.6924 0.7168 0.6790
EQM |0.5169 0.3597 0.5523 0.3886 0.8284 0.4838 0.9464 0.5168 |1.0644 0.9445 1.1329 1.0212 1.6438 1.2806 1.8919 1.3593

Estimativas de A1 = 2

PPI‘DD PPZ,DD PPLRD PPQ‘RD LPPLDD LPPZ,DD LPPLRD LPPZ,RD PPl,DD 1:'1:)2‘00 PPl,RD PPZ,RD LPPLDD LPP2‘DD LPPl,RD LPPZ,RD

Co C1,0.10

Média|2.0975 1.9703 2.0992 1.9914 2.1376 1.9221 2.1818 1.9354 |2.4406 2.3483 2.4605 2.3595 2.5216 2.2859 2.5524 2.3052
DP (0.4373 0.3732 0.4362 0.3749 0.4534 0.3682 0.4541 0.3627 [0.5330 0.4483 0.5344 0.4589 0.5367 0.4515 0.5534 0.4608
EQM |0.2007 0.1402 0.2001 0.1406 0.2245 0.1416 0.2393 0.1358 |0.4784 0.3225 0.4978 0.3399 0.5604 0.2857 0.6117 0.3056

C2,0.05 C2,0.10

Meédia|2.3912 2.3214 2.4186 2.3216 2.4734 2.2891 2.5158 2.2955 [2.8370 2.8960 2.9013 2.9217 2.9845 2.9043 3.0350 2.9352
DP |[0.5011 0.4425 0.4942 0.4419 0.5352 0.4415 0.5353 0.4405 [0.6230 0.6127 0.6141 0.6302 0.6517 0.6307 0.6550 0.6481
EQM |0.4043 0.2992 0.4196 0.2988 0.5107 0.2785 0.5529 0.2814 |1.0894 1.1790 1.1903 1.2475 1.3949 1.2163 1.5014 1.2954

Estimativas de A11 = 1

PPI‘DD PPZ,DD PPLRD PPQ‘RD LPPLDD LPPZ,DD LPPLRD LPPZ,RD PPl,DD 1:'1:)2‘00 PPl,RD PPZ,RD LPPLDD LPP2‘DD LPPl,RD LPPZ,RD

Co C1,0.10

Média|1.4424 1.3821 1.4788 1.3942 1.4102 1.3339 1.4246 1.3513 |1.6695 1.6339 1.7308 1.6563 1.6473 1.5979 1.7007 1.6096
DP |0.3658 0.3164 0.3672 0.3148 0.3546 0.2806 0.3394 0.2845 |0.4495 0.3917 0.4390 0.3895 0.4160 0.3549 0.4305 0.3496
EQM|0.3297 0.2462 0.3643 0.2546 0.2941 0.1903 0.2957 0.2045 |0.6508 0.5556 0.7273 0.5830 0.5924 0.4838 0.6767 0.4942

C2,0.05 C2,0.10

Meédia|1.7654 1.7884 1.8246 1.8185 1.7389 1.7533 1.7838 1.7829 |2.0903 2.1274 2.1363 2.1490 2.1137 2.1493 2.1571 2.1586
DP |(0.4241 0.3737 0.4359 0.3901 0.4165 0.3687 0.4262 0.3643 [0.4897 0.4334 0.4871 0.4492 0.4956 0.4458 0.5209 0.4650
EQM|0.7662 0.7619 0.8707 0.8228 0.7201 0.7040 0.7966 0.7463 |1.4298 1.4600 1.5298 1.5233 1.4871 1.5210 1.6115 1.5599

Tabela 5.7: Estimacao dos valores proprios de 31, Modelo 1.

mator”). Relembre-se que o estimador do nicleo, com ntcleo K, é definido como

~ 1 r ZIT—XZ'
f(fﬂ)—%;K — .

onde h é a largura da banda (“bandwidth”). A fungao nicleo K deve ser tal que
+oo

f K (z) dz = 1. Mais pormenores encontram-se, por exemplo, na referéncia Silver-
—00

man (1986, Capitulo 3).

Neste estudo considerou-se, seguindo Boente e Orellana (2001), para ntcleo a den-
sidade da distribui¢ao normal e tomou-se para largura da banda o valor 0.3. As
Figuras 5.1 a 5.3 apresentam as estimativas obtidas a partir de 1000 réplicas. As

N .

linhas a preto correspondem a situacao Cy, enquanto que as linhas a azul e a ver-
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Estimativas de A4 = 4

PPl,DD PPQ‘DD PPl,RD PPQ‘RD LPPLDD LPPQ‘DD LPPl,RD LPPQ,RD PPLDD PPQ‘DD PPl,RD PPQ,RD LPPl,DD LPPQ‘DD LPPLRD LPPQ‘RD

Co C1,0.10

Meédia|4.1561 4.0567 4.1736 4.0475 4.6734 4.3093 4.7302 4.3335 |4.8819 4.7954 4.8978 4.7737 5.4895 5.1330 5.5513 5.1420
DP |0.8642 0.726 0.8847 0.7259 0.8212 0.6999 0.8148 0.6983 [1.0484 0.9135 1.0525 0.8733 1.0362 0.8826 1.0121 0.8508
EQM |0.7712 0.5315 0.8129 0.5292 1.1283 0.5856 1.1975 0.5989 |1.8777 1.4678 1.9147 1.3618 3.2945 2.0638 3.4333 2.0293

C2,0.05 C2,0.10

Meédia|4.3191 4.1686 4.3356 4.2136 4.8844 4.5225 4.9843 4.5843 |4.6713 4.5713 4.6797 4.5953 5.2958 4.9920 5.4353 5.0455
DP [0.8861 0.7478 0.8850 0.7492 0.8614 0.7258 0.8684 0.7095 [0.9979 0.8907 1.0012 0.8515 0.9540 0.8783 0.9625 0.8352
EQM |0.8871 0.5877 0.8960 0.6070 1.5250 0.8001 1.7240 0.8451 |1.4468 1.1201 1.4648 1.0798 2.5910 1.7564 2.9885 1.7916

Estimativas de A3 = 3

PPl,DD PPQ‘DD PPl,RD PPQ‘RD LPPLDD LPPQ‘DD LPPl,RD LPPQ,RD PPLDD PPQ‘DD PPl,RD PPQ,RD LPPl,DD LPPQ‘DD LPPLRD LPPQ‘RD

Co C1,0.10

Meédia|3.0264 2.9773 3.0358 2.9918 3.3956 3.1349 3.4586 3.1496 |3.5316 3.5306 3.5955 3.5532 4.0036 3.7229 4.0667 3.7441
DP |0.5791 0.5129 0.5946 0.5156 0.6044 0.5264 0.6072 0.5282 [0.7070 0.6208 0.7281 0.6576 0.7349 0.6420 0.7297 0.6440
EQM |0.3361 0.2636 0.3549 0.2659 0.5220 0.2953 0.5792 0.3014 |0.7827 0.6672 0.8851 0.7388 1.5482 0.9353 1.6715 0.9690

C2,0.05 C2,0.10

Meédia|3.2034 3.1415 3.2115 3.1492 3.6065 3.3743 3.7023 3.3997 |3.5249 3.5245 3.5795 3.5669 4.0018 3.8217 4.1279 3.8710
DP |0.6155 0.5411 0.6066 0.5320 0.6342 0.5650 0.6290 0.5482 |0.6900 0.6358 0.6673 0.6487 0.7018 0.6469 0.7132 0.6724
EQM |0.4203 0.3129 0.4127 0.3053 0.7704 0.4594 0.8893 0.4604 |0.7519 0.6796 0.7815 0.7424 1.4971 1.0944 1.7822 1.2116

Estimativas de A19 = 2

PPl,DD 1:'1:)2‘00 PPl,RD PPQ‘RD LPPLDD LPP2‘DD LPPl,RD LPPZ,RD PPI‘DD 1:'1:)2‘00 PPl,RD PPZ,RD LPPl,DD LPP2‘DD LPPLRD LPP2‘RD

Co C1,0.10

Meédia|2.1478 2.1082 2.1807 2.1148 2.2873 2.1025 2.3233 2.1242 |2.5082 2.5053 2.5353 2.5112 2.6924 2.5011 2.7047 2.5075
DP |0.4506 0.4097 0.4555 0.4093 0.4400 0.3835 0.4593 0.3833 [0.5520 0.5097 0.5355 0.4962 0.5553 0.4899 0.5446 0.4732
EQM |0.2249 0.1796 0.2401 0.1807 0.2763 0.1576 0.3156 0.1624 |0.5633 0.5153 0.5736 0.5078 0.7882 0.4914 0.7938 0.4818

C2,0.05 C2,0.10

Meédia|2.3280 2.3056 2.3638 2.3152 2.5105 2.3586 2.5656 2.3637 |2.6818 2.7490 2.7278 2.7773 2.9132 2.8468 2.9862 2.8615
DP |0.4760 0.4329 0.4813 0.4374 0.4953 0.4403 0.5030 0.4285 [0.5684 0.5623 0.5525 0.5567 0.6012 0.6107 0.5899 0.5981
EQM |0.3343 0.2809 0.3641 0.2908 0.5062 0.3226 0.5733 0.3161 |0.7884 0.8777 0.8355 0.9147 1.1963 1.0907 1.3215 1.1005

Estimativas de A11 = 1

PPl,DD 1:'1:)2‘00 PPl,RD PPQ‘RD LPPLDD LPP2‘DD LPPl,RD LPPZ,RD PPI‘DD 1:'1:)2‘00 PPl,RD PPZ,RD LPPl,DD LPP2‘DD LPPLRD LPP2‘RD

Co C1,0.10

Média|1.2088 1.1144 1.2253 1.1257 1.1410 1.0615 1.1591 1.0603 |1.4290 1.3104 1.4323 1.3335 1.3602 1.2563 1.3669 1.2653
DP (0.3130 0.2420 0.3225 0.2453 0.3017 0.2185 0.3009 0.2193 |0.3850 0.2973 0.3759 0.2908 0.3677 0.2691 0.3542 0.2734
EQM |0.1416 0.0717 0.1549 0.0760 0.1109 0.0515 0.1159 0.0518 |0.3325 0.1848 0.3284 0.1959 0.2650 0.1382 0.2603 0.1452

C2,0.05 C2,0.10

Mean [1.5019 1.5120 1.5528 1.5351 1.4629 1.4455 1.5024 1.4819 |1.9563 2.0887 2.0125 2.1198 1.9121 2.0235 1.9893 2.0777
SD |0.3965 0.3689 0.4079 0.3714 0.4036 0.3515 0.4130 0.3733 |0.5268 0.5068 0.5188 0.5139 0.5478 0.5276 0.5475 0.5372
MSE |0.4093 0.3985 0.4723 0.4246 0.3774 0.3222 0.4233 0.3718 [1.1930 1.4432 1.2953 1.5194 1.1328 1.3269 1.2794 1.4512

Tabela 5.8: Estimacao dos valores proprios de 31, Modelo 2.

melho referem-se as contaminacoes assimétricas geradas de acordo com Cy g5 €

Cs,0.10, T€SPectivamente.

Sob a contaminacao Cy 19, as estimativas de “projection—pursuit” apresentam um
desempenho para o Modelo 1 diferente do observado nos Modelos 2 e 3. Nota-
se uma enorme sensibilidade em todas as propostas para o Modelo 1, enquanto
que nos Modelos 2 e 3 as estimativas apresentam um comportamento muito mais
estavel mesmo quando sujeitas a contaminacao. Note-se que para o Modelo 1 a
matriz de dispersao combinada é X;; = diag(5,5.5,2.25,3) e, como consequéncia,
as estimativas “projection—pursuit” com o procedimento f(t) = ¢ vao “quebrar” com
10% de contaminacao. Isto acontece mesmo quando estimamos a escala com o MAD,
como foi salientado por Boente e Orellana (2001). Além disso, como os maiores

valores proprios de X;4 sao proximos a dimensao amostral nao é suficiente para os
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Estimativas de A4 = 8

PPLDD PPQ,DD PPLRD PPQ‘RD LPPLDD LPPQ,DD LPPLRD LPPQ,RD PPl,DD PPQ‘DD PPl,RD PPl,RD LPPLDD LPPQ‘DD LPPl,RD LPPQ,RD

Co

Meédia| 7.7778 7.8214 7.7389 7.7742 8.4729 8.0732 8.4621 8.0216
DP |1.8446 1.5978 1.8248 1.5948 1.7975 1.5609 1.7789 1.5497
EQM |3.4518 2.5848 3.3983 2.5943 3.4547 2.4419 3.3781 2.4021

C2,0.05 C2,0.10

Meédia| 7.8649 7.8709 7.8481 7.8580 8.6465 8.1985 8.6792 8.1974 |8.0854 8.0392 8.1072 8.0441 8.9656 8.5314 9.0546
DP |1.8281 1.6141 1.8091 1.5847 1.8164 1.5637 1.8006 1.5479 |1.9083 1.6587 1.8861 1.6380 1.8916 1.6098 1.8662
EQM |3.3602 2.6222 3.2960 2.5314 3.7179 2.4846 3.7041 2.4351 |3.6490 2.7528 3.5689 2.6849 4.5115 2.8742 4.5961

8.5807
1.5807
2.8362

Estimativas de A\13 = 4

PPLDD PPQ,DD PPLRD PPQ‘RD LPPLDD LPPQ,DD LPPLRD LPPQ,RD PPl,DD PPQ‘DD PPl,RD PPQ,RD LPPLDD LPPQ‘DD LPPl,RD LPPQ,RD

Co

Média|4.1898 4.0789 4.2130 4.1103 4.5043 4.1683 4.5742 4.1809
DP |0.9783 0.8462 0.9829 0.8616 0.9503 0.7968 0.9442 0.8128
EQM|0.9930 0.7223 1.0116 0.7544 1.1578 0.6633 1.2214 0.6935

C2,0.05 C2,0.10

Média|4.3119 4.2111 4.3628 4.2081 4.7294 4.3992 4.8229 4.4200 |4.6166 4.5646 4.6858 4.5804 5.1400 4.8751 5.2499
DP |0.9951 0.8533 1.0040 0.8733 0.9762 0.8273 1.0172 0.8502 |1.0662 0.9466 1.0592 0.9528 1.0510 0.9750 1.1259
EQM|1.0876 0.7728 1.1398 0.8060 1.4855 0.8439 1.7125 0.8993 |3.6490 1.2152 1.5928 1.2450 2.4055 1.7173 2.8313

4.9288
0.9810
1.8260

Estimativas de A1 = 2

PPI‘DD PPZ,DD PPLRD PPQ‘RD LPPLDD LPPZ,DD LPPLRD LPPZ,RD PPl,DD 1:'1:)2‘00 PPl,RD PPZ,RD LPPLDD LPP2‘DD LPPl,RD LPPZ,RD

Co

Meédia|2.2520 2.1179 2.2851 2.1454 2.3613 2.1182 2.3880 2.1503
DP |0.5546 0.4549 0.5511 0.4536 0.5367 0.4147 0.5207 0.4167
EQM|0.3712 0.2209 0.3851 0.2269 0.4187 0.1860 0.4219 0.1962

C2,0.05 C2,0.10

Meédia|2.4536 2.3138 2.5249 2.3529 2.6221 2.3915 2.6709 2.4154 |2.8445 2.8216 2.9966 2.8817 3.1222 2.9691 3.2065
DP |0.5851 0.4906 0.5981 0.4850 0.6036 0.4827 0.5784 0.4760 |0.7320 0.6985 0.7479 0.6822 0.8093 0.7697 0.7906
EQM |0.5483 0.3392 0.6335 0.3598 0.7517 0.3864 0.7851 0.3993 |1.2496 1.1635 1.5535 1.2435 1.9155 1.5325 2.0822

3.0505
0.7683
1.6950

Estimativas de A11 = 1

PPI‘DD PPZ,DD PPLRD PPQ‘RD LPPLDD LPPZ,DD LPPLRD LPPZ,RD PPl,DD 1:'1:)2‘00 PPl,RD PPZ,RD LPPLDD LPP2‘DD LPPl,RD LPPZ,RD

Co

Média|1.2151 1.0972 1.2433 1.1100 1.1784 1.0658 1.2114 1.0730
DP |0.3404 0.2301 0.3222 0.2394 0.2949 0.2163 0.3088 0.2312
EQM|0.1622 0.0624 0.1631 0.0694 0.1188 0.0511 0.1401 0.0588

C2,0.05 C2,0.10

Meédia|1.5059 1.4643 1.5677 1.4753 1.5038 1.4564 1.5467 1.4885 [1.9395 2.0091 2.0311 2.0882 1.9841 2.0599 2.0531
DP |[0.4230 0.3589 0.4471 0.3663 0.4475 0.3748 0.4324 0.3836 [0.5211 0.5488 0.5730 0.5499 0.5579 0.5650 0.5941
EQM|0.4351 0.3446 0.5225 0.3603 0.4543 0.3490 0.4862 0.3860 |1.1551 1.3205 1.3927 1.4877 1.2806 1.4437 1.4631

2.1181
0.5658
1.5716

Tabela 5.9: Estimacao dos valores proprios de 31, Modelo 3.

distinguir. Como consequéncia, as estimativas “projection—pursuit” produzem um
enviesamento sistematico para os dados normais. Por outro lado, como Ny, (1, 2)
e N, (3,4) s@o negativos o procedimento “projection—pursuit” baseado em f(t) =
In(¢) ndo é capaz de distinguir bem entre 3, e 3, e entre 35 e 3,, conduzindo
aos enviesamentos observados nas Tabelas 5.1 e 5.2 e na Figura 5.1. Refira-se ainda
que, com a contaminagao assimétrica Csy ., estas estimativas tém um comportamento

ligeiramente melhor que as baseadas em f(t) = ¢.

Por outro lado, no que se refere aos Modelos 2 e 3 todas as populacoes tém as di-
reccoes comuns relacionadas com a ordem decrescente dos valores proprios e como
3.4 tém valores proprios diferentes e bem separados e Ny, (j,m) > 0,V ., as esti-
mativas de “projection—pursuit” apresentam um desempenho bastante melhor. Esta

estrutura ajuda a identificacao das direcgoes comuns, como se pode observar nos gra-
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Figura 5.1: Estimativa da densidade do coseno do adngulo entre a verdadeira direccao
relacionada com o mais pequeno valor proprio da primeira populacao e a direccao estimada
para o Modelo 1. As linhas a preto, azul e vermelho correspondem a Cy, C2.05 € C2,.10,

respectivamente.

"1 no Modelo 2 as estimativas baseadas

ficos apresentados. Conforme era “esperado
em f(t) = In(¢) tém um desempenho melhor que as construidas com o usual pro-
cedimento de “projection—pursuit”’, comportamento este que ja tinha sido observado
na Tabela 5.4. E ainda de salientar que, embora o Modelo 3 nao verifique o modelo
proporcional, é possivel concluir numericamente que o = 0 minimiza (5.53). Nao é
portanto surpreendente que as estimativas baseadas em f(¢) = In(¢) se comportem
quase sempre melhor que as calculadas com f(¢) = ¢, como se pode confirmar na

Tabela 5.6.

Como ja mencionamos, nao houve melhoria na estimacao dos vectores proprios com
a nova técnica de procura de direccoes, a técnica RD, em relagao a pesquisa nas

direcgbes dos dados normalizados (DD).

1O que seria de facto esperado era observar um melhor desempenho com o procedimento PP
construido com a fungao logaritmo em condices assimptoticas. No caso finito, o comportamento
dos estimadores pode nao ser totalmente concordante e dai a colocacao das aspas.
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Figura 5.2: Estimativa da densidade do coseno do dngulo entre a verdadeira direcgao
relacionada com o mais pequeno valor proprio da primeira populacao e a direccdo estimada
para o Modelo 2. As linhas a preto, azul e vermelho correspondem a Co, C2,.05 € C2,0.10,

respectivamente.

5.6.2 Resultados da simulacao em dimensao 2

Foi também desenvolvido uma simulacgao, sob a validade do modelo CPC, em dimen-
sao p = 2 com n; = ny, = n = 50 e 500 réplicas para avaliar o comportamento dos
novos estimadores “projection—pursuit” em maior detalhe. A escolha da dimensao
2 justifica-se porque num espaco bidimensional é possivel calcular os estimadores
“projection—pursuit” sem recorrer a técnicas de reamostragem. A alternativa para
a pesquisa das direccoes de projeccao utiliza uma grelha construida com direcgoes
fixas e igualmente espacadas. Na grelha empregue nesta simulacao intervém 1000
direcgoes. Novamente, as estimativas das direccoes comuns foram ordenadas de

acordo com a ordenacao decrescente dos valores proprios da primeira populacao.

Uma vez que as estimativas de “projection—pursuit” nao sao vantajosas quando X;q
tém valores proprios iguais e N}, entradas negativas, as matrizes escolhidas foram
3, = diag(14,4) e Xy = diag(12,2). Neste cenario, pela condigao (i) do Teorema

5.1 os estimadores PP gerais sdo Fisher—consistentes para f (t) =t e f (t) = In (¢).

Seguindo o trabalho de Boente e Orellana (2001) geramos amostras normalmente

distribuidas e contaminadas, que denotamos, respectivamente, por Cy e C7 nas
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Figura 5.3: Estimativa da densidade do coseno do adngulo entre a verdadeira direccao
relacionada com o mais pequeno valor proprio da primeira populagao e a direccdo estimada
para o Modelo 3. As linhas a preto, azul e vermelho correspondem a Cy, C2.05 € C2,.10,

respectivamente.

Tabelas 5.10 a 5.12 e na Figura 5.4. As amostras contaminadas correspondem a
Xij,7 = 1...,n, independentes e identicamente distribuidas com 0.80N(0q,3;) +
0.1Ay + 0.1A_p, com p = (—0.042,4.72)", enquanto que Xy;,j = 1,...,p, sao

i.i.d. com a distribuigao nao contaminada N (0, X5).

Mediana Meédia
PP, PP, LPP; LPP, PP, PP, LPP;, LPP,
Co 0.0288 0.0082 0.0266 0.008 0.0643 0.0272 0.0612 0.0221

C; 04710 0.4255 0.3746 0.3371 0.4407 0.4946 0.3920 0.4732

Tabela 5.10: Mediana e média de Hﬁl - B41%

Na Tabela 5.10 verifica-se que a média e a mediana de ||,@1 — (34]]? sao conside-
ravelmente diferentes, consequéncia do facto de em algumas simulagdes se atingir
grandes valores para esta quantidade. Dai que se tenha resolvido apresentar também
a Tabela 5.11, indicando o niimero de vezes que o valor absoluto do angulo entre 3,
e B, é maior que 45 (Ny5), 60 (Ngo) e 80 (Ngg) graus.

~

As estimativas da densidade do cos(f), encontram-se na Figura 5.4. Esta figura foi
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PP, PP, LPP; LPP, PP, PP, LPP;, LPP,

Co C,
Nys 6 2 1 1 159 186 117 178
Neo 3 2 1 1 18 30 20 53
Ngo 1 1 1 0 0 3 1 1

Tabela 5.11: Numero de vezes, N,, que o valor absoluto do angulo entre 3, e Bl é maior
que « graus.

A PP, PP, LPP; LPP, PP, PP> LPP, LPPs
Co Cl

Média 15.6486 14.1953 15.4463 14.1537 17.4352 12.9794 16.2229 12.6162

14 DP 49554 3.8577 4.7895 3.8330  4.5477 2.5372 4.0371 2.1953

EQM 27.2792 14.9198 25.0354 14.7159 32.5060 7.4812 21.2490 6.7380
Co Cl

Média 4.5133 4.1728 4.4929 4.1764 10.6274 9.6756 10.5011 9.5814

4 DP 1.6508 1.2078 1.5873 1.2022  4.0095 2.7071 4.0699 2.6354

EQM 29893 1.4886 2.7632 1.4765 60.0857 39.6057 58.9132 38.1603

Tabela 5.12: Estimacao dos valores préprios de ¥ em dimensao 2.

construida no mesmo estilo da Figura 5.1. A Figura 5.4 e as Tabelas 5.10 e 5.11
mostram também que o método “projection—pursuit” baseado em f(¢) = In(¢) é mais

resistente em especial quando a escala é estimada com o MAD.

Na Tabela 5.12 encontra-se um resumo das medidas sumarias relativas a estimacao
dos valores proprios de 3;. Como se constata, as estimativas “projection—pursuit”
baseadas em f(t) = In(t) e que recorrem ao estimador-M de escala apresentam o
menor erro quadratico médio, quer sob Cy quer sob .

5.7 Exemplos com dados reais

Para terminar este capitulo apresentamos os resultados relativos a estimacao dos
parametros do modelo das CPC em dois exemplos reais. A estimacao é feita nas
duas vertentes abordadas neste trabalho, técnica de “plug—-in” e técnica “projection—
pursuit”. O desempenho dos novos estimadores PP é avaliado nos dois exemplos que
se seguem, o primeiro bidimensional e o segundo em dimensao 5, seleccionados por

serem diferentes dos estudados na literatura das componentes principais comuns.
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Figura 5.4: Estimativa da densidade do coseno do adngulo entre a verdadeira direccao
relacionada com o mais pequeno valor proprio da primeira populacao e a direccao estimada

para p = 2. As linhas a preto e vermelho correpondem a Cy e (', respectivamente.

Exemplo 1 (Hemofilia)

Para comprovar o “bom” desempenho dos novos estimadores de “projection—pursuit”
em dados reais bidimensionais, considerdmos novamente os dados de Hermans e
Habbema (1975) referentes a mulheres portadoras e nao portadoras do gene da
hemofilia. O problema da adequacao do modelo CPC classico a estas observacoes foi
aflorado na Subsecc¢ao 3.3 do Capitulo 2, onde também apresentamos as estimativas
classicas de PI dos parametros do modelo em estudo. O nosso estudo prosseguiu
com a estimacao robusta dos parametros de interesse, embora a comutabilidade das
matrizes de dispersao robustas nao seja tao evidente como é para o par classico. A
constatacao anterior ¢ corroborada pela Figura 5.5 onde se pode ver que os eixos
das duas elipses robustas, calculadas com (x — ;)" Vi(x — ;) = 4 onde V; e
B correspondem as estimativas RMCD calculadas com h; igual a parte inteira de
0.75n;, sao menos paralelos que os da Figura 2.1. Confrontando as duas figuras,
ressalta a ligeira rotacao no sentido anti-horario sofrida na elipse do Grupo 2. Isto
podera ser justificado pelo uso do estimador RMCD, que neste caso foi calculado
considerando as 16 observacoes “menos” discordantes, i.e., as que constroem a matriz
de covariancias com menor determinante. Como se nota, o contorno de densidade

constante para as mulheres portadoras do gene de hemofilia é mais adaptado as 16
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observacoes mais centrais.
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Figura 5.5: Elipses correspondentes a distancia de Mahalanobis robusta constante e eixos
das CP robustas.

Na Tabela 5.13 apresentam-se os resultados da estimacao dos parametros do modelo
CPC com o “plug-in” (PI) das matrizes de dispersdo estimadas com o RMCD,
enquanto que as Tabelas 5.14 e 5.15 reportam os resultados relativos a estimagao
por “projection—pursuit” construidos com f(t) = ¢ e f(¢t) = In(¢) e com a escala

estimada via MAD e estimador-M.

Embora o bom ajustamento do modelo CPC as matrizes de dispersao RMCD nao
seja assim tao evidente, os resultados da estimacao PI robusta sao bastante seme-
lhantes aos obtidos com a andlise classica (ver Tabela 2.3). Esta concordancia entre
as estimativas classicas e robustas é justificada pela auséncia de observacoes discor-

dantes na amostra.

Quanto a estimacao com a técnica de “projection—pursuit”, a grelha empregue para
pesquisar as direccoes de projeccao foi mais densa que a do estudo de simulacao.
Considerou-se agora uma malha com 5000 pontos, porque a projeccao das obser-
vacoes em apenas 1000 direccoes conduzia as mesmas direccoes comuns com as duas
alternativas em estudo. Isto é consequéncia da equivaléncia entre os dois procedi-
mentos de “projection—pursuit”, com f(t) =t e f(t) = In(t), quando a estrutura de
dispersao das populagoes ¢ bem modelada por (2.3). Por esta razao, a precisao nos
valores apresentados nas Tabelas 5.14 e 5.15 é maior que a considerada na Tabela
5.13.
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vectores proprios valores proprios
logipzr1 0.658 0.753 Grupo 1 0.027 0.002
logipza  0.753 -0.658 Grupo 2 0.027 0.008

Tabela 5.13: Estimativas robustas de PI das CPC.

valores préprios por PP, valores proprios por LPP;

CPCy CPCy CPCy CPCy

Grupo 1 0.0360 0.0036 0.0363 0.0040
Grupo 2 0.0701 0.0141 0.0697 0.0143
vectores proprios por PPy vectores proprios por LPP;

logipz1  0.5755 0.8178 0.5688 0.8225
logipze  0.8178 -0.5755 0.8225 -0.5688

Tabela 5.14: Estimativas de PP das CPC, com escala estimada através do MAD.

valores proprios por PPoy valores proprios por LPP4

CPCy CPCy CPCy CPCy

Grupo 1 0.0340 0.0027 0.0341 0.0027
Grupo 2 0.0482 0.0109 0.0482 0.0109
vectores proprios por PPo vectores proprios por LPPs

logipr1  0.6518 0.7584 0.6504 0.7596
logipze  0.7584 -0.6518 0.7596 -0.6504

Tabela 5.15: Estimativas de PP das CPC, com escala estimada através do estimador—M.

E notoério uma grande concordancia entre as estimativas PPy e LPPy e as construidas

via “plug—in”.
Exemplo 2 (Variedades de Castanheiros)

Como segundo exemplo considerdmos um conjunto de dados com 5 varidveis e 2
grupos. Estes dados sdo parte dos utilizados por Oliveira (1995) onde foi aplicada
uma andalise em componentes principais e referem-se a caracteristicas morfométricas
de folhas de castanheiro medidas em duas variedades (Lada e Longal, com 100 e 47

observagoes, respectivamente), ano de 1989, através das variaveis:?

x1: comprimento do peciolo (em mm);

Zo: nimero de nervuras do lado direito da folha;

2Ver Apéndice B.
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x3: nimero de nervuras do lado esquerdo da folha;
x4: nimero de dentes do lado direito da folha;

x5: numero de dentes do lado esquerdo da folha.

O estudo foi iniciado com uma analise em componentes principais robusta para cada
variedade em separado, recorrendo ao estimador RMCD e fixando h; = [0.75n,]. Os
valores da Tabela 5.16 mostram que as duas variedades apresentam eixos principais
similares mas com variabilidades distintas, corroborando a validade do modelo CPC.
Por outro lado, esta conclusao ja nao é tao evidente nos resultados das componentes
principais classicas, apresentados na Tabela 5.17, o que podera, eventualmente, ser

prentncio da existéncia de observacoes discordantes. As estimativas robustas das

Lada Longal
CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP1 CP2 CP3 CP4 CP5
valores proprios  26.962  7.386 1.985 1.918 0.624 66.208  19.581 2.670 0.603 0.465
vectores proprios vectores proprios

T1 -0.622 0.781 -0.015 -0.061 0.006 -0.757 0.649 0.071 0.010 0.001

T2 0.492 0.383 -0.645 0.002 -0.441 0.390 0.508 -0.386 -0.562 -0.353

T3 0.423 0.389 0.257 0.642 0.438 0.376 0.377 0.573 -0.168 0.600

T4 0.339 0.209 -0.000 -0.730 0.556 0.280 0.368 -0.481 0.701 0.250

Ts5 0.278 0.221 0.719 -0.229 -0.552 0.232 0.208 0.535 0.405 -0.673

Tabela 5.16: Analise robusta em CP.

Lada Longal
CP1 CP9 CP3 CP4g CP5 CP1 CP2 CP3 CP4g CP5
valores proprios  27.023  11.191 2.314 1.991 0.872 59.241  43.088 3.572 1.499 0.547
vectores proprios vectores proprios

T -0.565 0.823 -0.026 0.043 -0.024 -0.920 0.386 -0.021 -0.055 0.034

T2 0.531 0.346  -0.466 0.348 0.509 0.227 0.512 -0.504 -0.349 -0.557

T3 0.460 0.324 -0.245 -0.600 -0.513 0.244 0.485 0.412  -0.529 0.505

T4 0.339 0.199 0.443 0.624 -0.510 0.166 0.407 -0.470 0.571 0.510

5 0.269 0.240 0.725 -0.357 0.465 0.122 0.433 0.595 0.519 -0.417

Tabela 5.17: Andilise classica em CP.

componentes principais comuns obtidas com o “plug—in” das matrizes de dispersao
estimadas com o RMCD, considerando h; = [0.75n;], sdo apresentadas na Tabela
5.18 em conjunto com as estimativas classicas. As Tabelas 5.19, 5.20, 5.21 e 5.22
reportam as estimativas de “projection—pursuit”, para os procedimentos com f(t) =t
e f(t) = In(t), baseados no MAD e no estimador-M e nas técnicas DD e RD para
pesquisa de direccoes.
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valores proprios por PI (RMCD) valores proprios por PI (cléssico)

cPCy CPCy cPC3 cPCy cPCs cPCy CPCa cPC3 cPCy cPCs
Lada 26.904 7.392 1.993 1.949 0.637 26.968 11.138 2.047 2.362 0.876
Longal 65.318  20.391 2.734 0.588 0.496 54.673  47.508 3.665 1.548 0.552
vectores préprios por PI (RMCD) vectores proprios por PI (cléassico)
T1 0.661 0.750 0.022 0.012  -0.002 0.579 0.812 -0.039 -0.051 -0.032
T2 -0.463 0.429 -0.444 -0.409 0.488 -0.497 0.329 -0.492 -0.348 0.530
T3 -0.417 0.355 0.585 -0.359 -0.478 -0.454 0.293 0.442  -0.493 -0.520
T4 -0.325 0.290 -0.469 0.576  -0.508 -0.355 0.250  -0.441 0.607 -0.499
Ts5 -0.262 0.208 0.491 0.610 0.525 -0.295 0.288 0.606 0.515 0.445

Tabela 5.18: Estimativas de PI das CPC.

valores proprios por PP1 pp valores préprios por LPP1 pp
CPC1 CPC2o CPC3 CPC4 CPCs CPC1 CPC2o CPC3 CPC4 CPC5
Lada 33.405 12.673 2.584 2.357 2.066 33.405  12.673 3.156 2.571 1.930
Longal 102.388  29.096 7.969 3.844 1.145 102.388  29.097 5.743 2.752 2.671
vectores proprios por PP pp vectores proprios por LPP1 pp
T 0.903 0.269 0.332 0.033 -0.019 0.904 0.269 -0.263 -0.061 0.197
T2 -0.177 0.701  -0.012 -0.686 0.083 -0.177 0.701 0.124 0.643 0.221
T3 -0.189 0.453 0.064 0.418 -0.762 -0.190 0.453 0.273 -0.731 0.388
T4 -0.341 0.114 0.833 0.233 0.351 -0.341 0.114 -0.914 -0.097 0.160
5 0.013 0.468 -0.438 0.547 0.538 0.013 0.468 -0.076 -0.197 -0.858

Tabela 5.19: Estimativas de PP das CPC, com escala estimada através do MAD e técnica

“data direction”.

valores proprios por PP np valores proprios por LPPs> pp
CPC1 CPC2o CPC3 CPC4 CPCs CPC1 CPC2 CPC3 CPC4 CPCs
Lada 32.547  10.358 2.416 2.351 0.966 33.849 7.375 2.472 2.061 0.764
Longal 88.693 21.916 3.307 1.832 1.019 85.613  21.085 3.820 1.130 0.986
vectores proprios por PP pp vectores proprios por LPP3 pp
1 0.886 0.451 0.085 -0.061 -0.027 -0.797 0.594 0.104  -0.007 0.042
T2 -0.299 0.612 0.344 0.457 0.458 0.338 0.578  -0.582 0.378  -0.266
T3 -0.289 0.381 0.385 -0.754  -0.235 0.346 0.328 0.660 0.457 0.359
T4 -0.182 0.425 -0.366 0.328 -0.739 0.291 0.372 -0.152 -0.686 0.533
Ts5 -0.095 0.311 -0.769 -0.335 0.435 0.218 0.261 0.439 -0.422 -0.717

Tabela 5.20: Estimativas de PP das CPC, com escala estimada através do estimador—M

e técnica “data direction”.

Conforme era esperado, observam-se diferencas entre as estimativas classicas e ro-
bustas, mas mais significativas para os valores proprios do segundo grupo. Além
disso, é notéria a diferenga entre as estimativas obtidas pelas técnicas de “plug—
in” e “projection—pursuit” provavelmente consequéncia da presenca de “inliers” nas
observacoes projectadas. E interessante ainda referir que, de uma maneira geral, a

primeira direccao comum estimada pelo método PP usual e pela nova proposta com
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valores proprios por PP zp valores préprios por LPP1 zp

CPC1 CPC2 CPC3 CPC4 CPC35 CPC1 CPC2 CPC3 CPC4 CPC35
Lada 35.033  11.953 4.393 2.210 0.906 35.043 13.634 3.388 2.316 1.257
Longal 99.510  32.257 7.769 6.131 1.047 99.471  25.617 7.629 3.071 1.067
vectores proprios por PP1 zp vectores proprios por LPPq zp
T -0.934 0.301 -0.004 -0.187 0.039 -0.934 0.250 0.234 0.084 0.055
T 0.202 0.788 0.261 0.148 -0.498 0.203 0.641 0.014 0.596  -0.440
T3 0.273 0.362 0.164 -0.664 0.572 0.273 0.144 0.745 0.157 0.571
T4 0.045 0.393  -0.558 0.529 0.504 0.045 0.602 -0.514 -0.235 0.563
5 0.100 0.058 -0.771 -0.472 -0.412 0.099 0.380 0.355 -0.747 -0.401

Tabela 5.21: Estimativas de PP das CPC, com escala estimada através do MAD e técnica

“random direction”.

valores proprios por PP zp valores préprios por LPP2 zp
CPC1 CPC2 CPC3 CPC4 CPCs CPC1 CPC2 CPC3 CPC4 CPC5
Lada 32.973 7.674 2.270 2177 1.401 32.975 7.674 2.412 2.057 1.410
Longal 84.698  20.388 3.863 2.308 1.156 84.704  20.388 3.520 2.163 1.138
vectores proprios por PP2 zp vectores proprios por LPP3 zp
T -0.814 0.570 0.085 0.070 0.006 -0.814 0.570 0.099 0.048 0.008
T2 0.414 0.532  -0.087 0.626  -0.382 0.414 0.532 0.033 0.555 0.486
T3 0.300 0.349 0.449 0.033 0.766 0.300 0.349 0.492 0.058 -0.737
T4 0.147 0.372 -0.800 -0.366 0.258 0.147 0.374 -0.844 -0.120 -0.337
Ts5 0.232 0.363 0.380 -0.684 -0.449 0.232 0.363 0.188 -0.820 0.327

Tabela 5.22: Estimativas de PP das CPC, com escala estimada através do estimador-M

e técnica “random direction”.

a aplicacao da func¢ao logaritmo sao semelhantes.

Com os exemplos apresentados e o estudo de simulacao desenvolvido pensamos que
ficou evidente a vantagem da estimacao robusta das componentes principais comuns
e, também, do emprego da nova técnica de “projection—pursuit”. Como se viu, a
estimacao robusta fornece bastantes vantagens em relacao a estimacao na vertente
classica. Enquanto que para dados “limpos” ou nao contaminados os resultados dos
estimadores robustos sao semelhantes aos classicos, para os dados “contaminados”

os seus resultados sao francamente melhores.
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Capitulo 6

Deteccao de Observacoes

Discordantes /Influentes

6.1 Introducao

Embora o problema de detecgao e tratamento de observagoes discordantes (“out-
liers”) venha sendo considerado desde os primoérdios da estatistica, tem recebido
nas ultimas décadas um especial interesse. Isto deve-se principalmente as possi-
bilidades de analise de conjuntos de dados cada vez mais volumosos e complexos,

proporcionadas pelos modernos meios computacionais.

Como vimos no Capitulo 3, Seccao 3, este topico tem mesmo uma forte interre-
laccao com a estatistica robusta. Dai que, em muitos dos trabalhos estatisticos que
enveredam por esta abordagem lhe seja dado um destaque especial. Actualmente,
a literatura existente sobre “outliers” é bastante extensa, havendo mesmo alguns
livros que apresentam uma analise aprofundada deste tépico. Podemos citar, entre
outros, os livros “Outliers in Satistical Data” de Barnett e Lewis (1978, 1984, 1994),
“Identification of Outliers” de Hawkins (1980) e “Robust Regression and Outlier De-
tection” dos autores Rousseeuw e Leroy (1987). Nos trabalhos existentes tém sido
sugeridos varios métodos para a detecgao de “outliers”, tanto para o caso univariado
como para o multivariado. Para esta tultima situacao, o problema nao é nada trivial
especialmente quando existem varias observacoes discordantes. Quando se trabalha
com pontos num espaco de dimensao p superior a 2 ou 3 as técnicas graficas deixam

de funcionar como analise exploratoria de eventuais observacdes discordantes. Além

p(p—1)
2

cos bidimensionais. Por outro lado, ¢ importante nao esquecer que as observagoes

disso, quando p é elevado torna-se dificil construir e analisar todos os grafi-



multivariadas podem até parecer concordantes quando é feita a inspeccao de cada
,1)

varidvel isoladamente ou mesmo dos W’T

significa que a localizacao no espaco p dimensional esteja proxima da nuvem des-

pares de variaveis. No entanto, isto nao

crita pela maioria das observacoes. Como ilustracao deste tipo de “outliers”, veja-se
o exemplo apresentado na pagina 7 do livro de Rousseeuw e Leroy (1987). Por outro
lado, a tentativa da identificacao de “outliers” multivariados com outros métodos,
nao robustos, nao é frequentemente uma boa alternativa. A maioria das propostas
classicas utiliza o valor da distancia de Mahalanobis (1936) como um indicador da
possivel discordancia da observacao. Esta técnica, originalmente introduzida por
Healy (1968), pode facilmente falhar, visto que tanto a média como a matriz de
covariancias amostral, ambas com um papel fundamental no calculo da distancia de
Mahalanobis, podem ser afectadas pelas observagoes discordantes. Dai que, quando
ha “outliers” miltiplos, alguns deles nao apresentem um valor elevado da distan-
cia de Mahalanobis. Este efeito, conhecido na literatura por “masking effect”, nao
deve ser esquecido e é importante que os procedimentos utilizados na deteccao de

observacoes discordantes o evitem.

Como ja referimos, existe uma forte interligacao entre a deteccao de “outliers” e
a estimacgao robusta. Alguns autores abordaram estes dois topicos em simultaneo,
tendo sido o trabalho de Gnanadesikan e Kettenring (1972) pioneiro nesta perspec-
tiva. Para tentar evitar a “m&” influéncia dos “outliers”, os autores anteriormente
referidos propdem a exclusao de todas as observagoes mais distanciadas (segundo

a distancia de Mahalanobis). Apods esta operagio é calculada uma nova média e

matriz de covariancias amostral e assim sucessivamente.

Outra questao que também preocupa os estatisticos, em especial os mais aplicados,
é a identificacao das observagoes que podem afectar o desempenho dos estimadores.
Um “outlier”, embora seja discordante do “miolo” dos dados, consoante a sua loca-
lizagao espacial, pode ter ou nao uma grande influéncia no resultado da estimacao.
Em consequéncia, a sua remocao pode afectar substancialmente, ou nao, os resulta-
dos da anélise. Por outro lado, as observacgoes cuja extraccao provoca uma alteragao
significativa na analise estatistica sao referidas como influentes. A maioria das obser-
vacoes influentes mostra-se como “outliers”, segundo algum critério, mas nem todos
os “outliers” sao observagoes influentes. Além disso, a classificacao de uma obser-
vacao como influente esta dependente da anélise efectuada. Para uma determinada
andlise pode ainda acontecer que a mesma observacao exerca uma influéncia distinta

nos varios parametros de interesse.

Em conclusao, é extremamente importante dispor de métodos para detectar si-
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multaneamente observagdes discordantes e/ou influentes e que evitem o indesejavel

“masking effect”.

No que se refere ao modelo das componentes principais foram varios os autores que
abordaram este problema. Podemos citar, entre outros, Gnanadesikan e Ketten-
ring (1972), Devlin et al. (1981), Critchley (1985), Pack et al. (1988), Tanaka
(1988), Pires (1990), Shi (1997) e Croux e Haesbroeck (1999b) como proponentes
de técnicas de diagnostico para a analise em componentes principais. Alguns destes
autores, como referimos no Capitulo 4, construiram métodos para a deteccao de
observacoes discordantes/influentes que recorrem a fun¢ao de influéncia dos fun-
cionais valores e vectores proprios. O proprio Hampel (1974) ja tinha indicado
a func¢ao de influéncia como uma ferramenta apropriada para estudar simultane-
amente problemas de deteccao de “outliers” e de estimacao robusta. No entanto,
como a verdadeira distribuicao e o verdadeiro valor das caracteristicas em estudo
sao desconhecidos considera-se geralmente uma versao empirica da funcao de in-
fluéncia. Existem varias defini¢coes para a func¢ao de influéncia empirica. Algumas
delas foram apresentadas no Capitulo 3, Subseccao 5.4. Critchley (1985), por exem-
plo, propoe o emprego da funcao de influéncia empirica (EIF) criada tomando na
funcao de influéncia uma estimativa, F, da funcao de distribuicao F'. Para os valores
e vectores proprios da matriz de covariancias amostral S, resulta desta abordagem
que

EIF (x;, ;) = IF (x s, F) — 2= (6.1)

EIF (x;, Bs,;) = IF (xi,ﬂs,j,ﬁ) - ywz By (6.2)
)\ — e

com y;; = (x; — R)T Bj. Como se observa, a proposta deste autor apoia-se na matriz
de covariancias amostral e além disso utiliza estimadores classicos para estimar os
parametros desconhecidos. O autor Shi (1997) também considera este estimador da
matriz de covariancias. Por outro lado, Jaupi e Saporta (1993) optam pela estimagcao
robusta da matriz de dispersao, empregando um estimador—M, com a introducao de
novas medidas empiricas robustas para quantificar a influéncia de cada observacao.
Mais recentemente, os autores Croux e Haesbroeck (1999b) confrontam a utiliza-
¢ao da matriz de covariancias amostral da proposta de Critchley (1985) com outra
proposta baseada no estimador RMCD (Rousseeuw, 1985). Croux e Haesbroeck
(1999b) salientam a fraca influéncia das observagoes contaminadas na EIF dos fun-
cionais valores e vectores proprios, quando se estima a matriz de dispersao com o
RMCD. Referem também que o efeito das observagoes influentes na EIF cléssica,

construida com o estimador classico da matriz de covariancias, pode ser surpreen-
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dente. Neste caso pode acontecer, por exemplo, que uma observacao influente origine
um pequeno valor da EIF. Segundo estes autores, a observacao da EIF poderé ser
util na quantificacao do grau de influéncia das observacoes mas nao é conveniente

utilizd-la na deteccao de observacoes discordantes.

Por outro lado, para o modelo das componentes principais comuns até a data nao
foram apresentadas propostas para a detecgao de observagoes discordantes/influentes.
Dai que tenhamos reservado algum tempo da nossa investigagao para abordar esta
questao. Além disso, este topico é mesmo essencial para o modelo em que tra-
balhamos. Note-se que, no caso do modelo das componentes principais comuns,
a menos que se pretenda efectuar procedimentos inferenciais sobre os parametros
de interesse, nao estao presentes imposicoes distribucionais. Isto faz com que neste
caso as técnicas robustas devam incidir essencialmente sobre as possiveis observagoes
discordantes/influentes, nao sendo necessario tanta preocupagao com os problemas

decorrentes dos desvios distribucionais.

Assim, com base nas func¢des de influéncia parciais construimos medidas para a
deteccao de observacoes discordantes/influentes. Estes resultados encontram-se na
Seccao 2. Para avaliar o desempenho das nossas propostas, na Seccao 3 utilizamos
as novas medidas na deteccao de eventuais observagoes discordantes/influentes nos
dados estudados por Hermans e Habbema (1975) e por Oliveira (1995).

6.2 Novas propostas

Como se sabe, as observacgoes consideradas como “outliers” normalmente exercem
uma pequena influéncia nos estimadores robustos (resistentes). Esta constatacao é
corroborada pelas ligeiras variacoes das EIF de estimadores resistentes da matriz
de dispersao. Por outro lado, como Croux e Haesbroeck (1999b) concluem, para o
modelo das componentes principais, utilizando as EIF com estimadores classicos o
“masking effect” poderd camuflar eventuais observagoes discordantes. De forma a
contornar estas questoes Pison et al. (2000) propoem, no contexto da andlise facto-
rial, utilizar a EIF classica mas considerando estimadores robustos dos parametros
desconhecidos. Para o caso da andlise em componentes principais, a ideia destes
autores traduz-se em aplicar as equagoes (6.1) e (6.2) onde X e B referem esti-
madores robustos dos valores e vectores proprios, respectivamente. Segundo Pison
et al. (2000) este método é bastante eficiente uma vez que os estimadores robustos
Xe ,@ nao sao afectados pelas observacoes discordantes e por isso fornecem boas

aproximacoes dos verdadeiros parametros A e 3. Além disso, na pratica obtém-se
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bons resultados na deteccao de observacoes influentes. Isto é consequéncia directa
da EIF robusta da matriz de covariancias S, i.e., calculada com o “plug—in” dos

estimadores A e 3 robustos, evitar o indesejavel “masking effect”.

Generalizando esta questao para k > 1 populacoes, é esperado que os efeitos senti-
dos nas PIF; dos estimadores cléssicos ou robustos sejam semelhantes aos referidos
anteriormente. De forma a contornar estes obstaculos, a nossa sugestao é considerar
uma versao robusta das PIF; dos estimadores classicos S;, seguindo a sugestao de
Pison et al. (2000). Este procedimento ¢ também anilogo ao desenvolvido por
Rousseeuw e van Zomeren (1990) na construcdo da versdo robusta da distancia de
Mahalanobis.

No entanto, esta abordagem pode tornar-se problematica em problemas com di-
mensao elevada, devido ao ntumero elevado de funcoes de influéncia parciais, uma
por cada pardmetro univariado. A anédlise simplificar-se-ia se fosse possivel obser-
var um numero mais reduzido de valores. Neste sentido, considerdmos somente
duas medidas, para cada populacao, uma para os valores proprios e outra para
os vectores proprios comuns. Para colmatar eventuais problemas consequentes
das diferentes ordens de grandeza dos valores proprios consideramos versoes em-
piricas das PIF; robustas e estandardizadas. Desta forma consegue-se quantificar
efectivamente qual a influéncia que determinada observacao exerce na andlise das
CPC. Por outro lado, no que se refere aos vectores proprios, as medidas de dia-
gnostico devem ser invariantes para transformacgoes ortogonais. Isto é alcancado
transformando o problema para o caso diagonal uma vez que, pela Proposicao 4.1,
PIF; {x,3,F} = BPIF; {8"x,8, [y}, com Fy = Fy 4 x -+ x Fy, sendo F; ¢ a dis-
tribuicao de 8"y, y ~ F; e B(F) um funcional dos vectores proprios equivariante.

Estas consideragoes permitem apresentar a definicao que se segue.

Defini¢ao 6.1 (medidas de diagnoéstico para os valores e vectores proprios)

Dada uma observacao x proveniente da i-ésima populacgao, considere-se

IML;(x, 8, A) ={Z PR As.r F)Q} : (6.3)

r—1 Vi (/87 A)
, :
IMB(x, B, A)zlz{PIFxﬁTx, B Fo) JA, (B N PIF (8. 8. ) ] (6.4
r=1

onde \g ;s e Bg, denotam os funcionais relacionados com os estimadores classicos, A,

. . T
representa o vector z sem a r-ésima componente, A = (Aq1, ..., Aip, - ooy Akty -5 Akp)
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e B sao os parametros desconhecidos e

Ap(B.N) = B {PIF(U,B0). Fo)PIF (U, 85). Fo)" } .
UiT(IB: A) = EFz {PIFi(U:)\S,iraF)}Q :

As medidas para detecgao de observagoes discordantes/influentes definem-se como
IML,; (X,B, 3\) e IMB;(x, B, X), onde ,@ e X denotam a substituicao dos parametros

desconhecidos por estimadores robustos.

A r-ésima coordenada foi excluida de IMB;(x,3,A), i = 1,...,k, porque no caso
diagonal tanto as k funcoes de influéncia parciais como as k variancias sao iguais a

Zero.

Outra alternativa seria utilizarmos as funcoes de influéncia parciais dos funcionais
relacionados com os estimadores de “projection—pursuit” construidos com o esti-
mador cléssico variancia amostral. Contudo, confrontando (4.36) e (4.37) com (4.68)

e (4.69), facilmente se verifica que ambas as expressoes sdo equivalentes.

Por outro lado, quando F;y = N(0,, A;) de (4.36) e (4.37) as expressoes de diagnos-

tico simplificam, ficando

IMLi(x, B,A) = |>

IMB;(x, B, \) = zpjz {<ﬂ X>

com B e /)\\ij referindo estimadores robustos construidos por “plug—in” ou “projection—
pursuit”. Note-se que as medidas IML e IMB sao fun¢oes simples dos “scores” estar-
dardizados, isto é, (fo/\/)\_w> E evidente a vantagem de IML e IMB na analise
da influéncia das observacoes nos parametros de interesse, face & construcao de gra-

ficos individuais para cada parametro, uma vez que reduz o nimero de graficos de

1
{p+ 3 p(p — 1)} k para 2k.

Para a deteccao das observacoes influentes, devemos comparar os valores das medi-
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das IML e IMB com percentis elevados das variaveis aleatorias

b2t
G — {ZMQ >} |

r=1

o=

1 2
Gg = (Xp:22323> — (Zp;z?) —Xp;Z;‘ ,

r=1 s#r
respectivamente, onde 7y, ..., Z, sdo i.i.d. com a distribui¢do N(0,1).

A Tabela 6.1 indica estimativas dos percentis 95%, 97.5% e 99% de G, e G,B’ deno-
tados por IMLO.95, IMLO.975, IMLO.gg, IMBO.95, IMBO.975 [§] IMBglgg, respectivamente,
e obtidos por simulacao. Para cada dimensao p, gerdmos 100 réplicas de amostras

de dimensao m = 10000. Os valores tabelados sao as medianas das 100 réplicas

dos correspondentes percentis empiricos de Gy 1,...,Gym € G,B Do G,B ., com
m = 10000.
P 2 3 5 10 P 2 3 5} 10

IMLggs 2927 3.514 4.316 5.604 IMBjgs 3.088 5.058 8.463 15.910
IMLgg7s 3.788 4.381 5.215 6.494 IMBggrs 3.933 6.131 9.846 17.190
IMLygg 4974 5.558 6.375 7.637 IMBpg9 5.088 7.535 11.630 20.190

Tabela 6.1: Estimativas dos percentis 95%, 97.5% e 99% de G e Gﬂ'

E ainda interessante referir que, uma vez que o modelo das componentes princi-
pais € um caso particular do modelo CPC com k = 1, as medidas de diagnoéstico
aqui propostas também podem ser utilizadas nessa situacdo. A comparacao dos
resultados alcancados com estas novas medidas e outras existentes na literatura per-
mitiria avaliar o desempenho desta metodologia na analise em componentes princi-
pais. Contudo, esta questao esté fora do ambito da nossa investigacao embora seja
interessante para trabalho futuro. No entanto, para ilustrarmos como funciona a
nossa proposta na detec¢ao de observagoes discordantes/influentes comparamos os
desempenhos de IML e IMB com os obtidos através da distancia de Mahalanobis.
Pareceu-nos relevante esta comparacao visto que a distancia de Mahalanobis é uma
das mais utilizadas na deteccao de “outliers” multivariados. Assim, na Figura 6.1
apresentam-se as regioes de detecgao de “outliers” usando a distancia de Mahalanobis
com X = diag (4,1), IML(x, B, A) e IMB;(x, 3, A) com 3 =1y e XA = (4,1), conjun-
tamente com 500 observagoes normalmente distribuidas de média (0,0)7 e matriz

de covariancias ¥ = diag (4,1). As linhas solidas indicam os contornos de detec¢ao
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Figura 6.1: Regides de detec¢ao obtidas com a distancia de Mahalanobis (elipse), IML;
(curvas a azul) e IMB; (curvas a vermelho). Os limites de deteccao a 95% sao indicados

com curvas continuas e os limites a 97.5% com curvas tracejadas.

a 95% para IML; e IMB; enquanto que as linhas a tracejado referem os limites
de deteccao a 97.5%. Como é Obvio, a elipse demarca a regiao construida com a
distancia de Mahalanobis. Convém realgcar que rigorosamente, e usando o método
de Bonferroni para comparacoes multiplas, deveriam usar-se os percentis 97.5% de
IML; e IMB; e o percentil 95% da distancia de Mahalanobis.

6.3 Exemplos

O desempenho das medidas IML e IMB na detecgao de eventuais observacoes dis-
cordantes/influentes foi avaliado considerando novamente os dois exemplos tratados
no Capitulo 5, Seccao 7. Para o calculo das quantidades IML e IMB desenvolvemos
dois programas implementados na linguagem do S-PLUS versao 2000. As listagens

dos codigos desses programas encontram-se no Apéndice C.
Exemplo 1 (Hemofilia)

No Capitulo 2, Subsecc¢ao 3.3, apresentamos na Figura 2.1 as elipses correspondentes
a distancia de Mahalanobis constante e igual a 2, os quais traduzem uma confianca
de aproximadamente 90%. Analisando as regides limitadas por esses dois contornos,
conjuntamente com as 30 observacoes das mulheres nao portadoras de hemofilia e as
22 referentes as mulheres portadoras desse gene, nao parecem existir observagoes que

se destaquem como discordantes. Eventualmente, a tnica excepc¢ao é a observacao
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23 do Grupo 1. Além disso, aumentando a confianca destes contornos para 95%
quanto muito diminuia o niimero das observacoes em destaque. Para investigarmos
o desempenho das medidas propostas, introduzimos contaminagao deterministica
modificando trés observacoes no Grupo 1 e duas no Grupo 2. Os dados modificados,
designados por Hemofilia modificados, encontram-se no Apéndice B. Inicidmos a
analise representando sobre os dados os contornos de densidade constante, com o
quadrado da distancia de Mahalanobis igual a 5.99, que correspondem as elipses
com 95% de probabilidade (aproximadamente). Além disso, na Figura 6.2 também
foram sobrepostos os eixos das direccoes principais. Como se observa, as cinco
observacoes modificadas nos dois grupos, identificadas a vermelho, sao as tinicas que
se encontram fora dos limites das elipses. Por outro lado, os eixos das componentes
principais dos dois grupos nao parecem verificar o modelo das componentes principais
comuns. Esta constatacao ¢ também corroborada pelos valores das anélises em

componentes principais para cada grupo em separado, ver Tabela 6.2.
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Figura 6.2: Elipses correspondentes a distancia de Mahalanobis classica constante e eixos
das CP.

No entanto, utilizando a versdo robusta da distancia de Mahalanobis (Rousseeuw e
van Zomeren, 1990), com as localizagGes e as dispersoes estimadas com o RMCD, o
panorama anterior é alterado, parecendo agora que ambos os grupos partilham as

mesmas direcgoes principais, como se vé na Tabela 6.3 e na Figura 6.3.

Para confirmar a anélise exploratoria, a adequacao do modelo CPC as matrizes de

dispersao RMCD foi avaliada pelo teste de ajustamento de Hepo. O valor observado
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Grupo 1 Grupo 2

CPq CPo CPy CP2o
valores proprios  0.070  0.018 0.052  0.027

vectores proprios
logioxy -0.766  0.642 -0.904  0.427
logioxa -0.643 -0.766 -0.427 -0.904

Tabela 6.2: Analises em CP cléssicas para cada grupo em separado.
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Figura 6.3: Elipses correspondentes a distancia de Mahalanobis robusta constante e eixos
das CP.

Grupo 1 Grupo 2

CPy CPo CPq CP2o
valores proprios  0.029  0.002 0.033 0.006

vectores proprios
logroT1 0.666 0.746 0.667 0.743
logroTa 0.746 -0.666 0.743 -0.670

Tabela 6.3: Analises em CP robustas para cada grupo em separado.

da estatistica de teste, 0.025, conduziu a um valor-p da ordem dos 87%. Para as
matrizes de covariancias classicas este valor é reduzido quase para metade, 47%.
Parece assim ser razoavel considerar os dados de hemofilia modificados para avaliar
o comportamento das duas medidas de diagndstico introduzidas na Sec¢ao 2. Assim,
com base nos valores de IML;(x, B, /):) e IMB;(x, B, X), i =1,2, as Figuras 6.4 ¢ 6.5
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reportam a influéncia das observacgoes na estimacao dos valores e vectores proprios.
Na Figura 6.4 a técnica utilizada na estimacao de ,B\ e A foi o “plug—in” das matrizes
de covariancias cléssicas enquanto que na Figura 6.5 aplicaram-se matrizes robustas
RMCD. Refira-se que a Figura 6.4 foi apresentada s6 para efeitos de comparagao,
pois a técnica utilizada nao esté de acordo com a que preconizamos. As Figuras 6.6
e 6.7 referem a estimacao dos parametros de interesse com a metodologia usual de
“projection—pursuit” e a escala estimada via MAD e via estimador—M. A estimacao
decorrente da metodologia de PP com a aplicacao da funcao logaritmo encontra-

se nas Figuras 6.8 e 6.9, com a escala estimada com o MAD e o estimador-M,

respectivamente.
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Figura 6.4: Deteccao de observagoes discordantes/influentes com PI classico. As linhas a

vermelho, verde e azul indicam, respectivamente, os percentis 95%, 97.5% e 99% de G e

G,B'

A analise das figuras apresentadas revela que as medidas IML e IMB detectam as
mesmas observacoes, ou mais, que a distancia de Mahalanobis robusta. No entanto,
as duas medidas de diagnodstico introduzidas e a distancia de Mahalanobis nao estao
a medir a mesma quantidade e podem, eventualmente, nao ser tao concordantes
na deteccdo. E evidente a vantagem da nossa abordagem, pois com ela é possivel
distinguir a influéncia das observacoes nos valores e vectores proprios, o que nao
acontece com a distancia de Mahalanobis. Por exemplo, a observacao 22 do Grupo

2 é muito influente na estimacao dos valores préprios desse grupo mas no entanto
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Figura 6.5: Deteccao de observagoes discordantes/influentes com PI robusto. As linhas
a vermelho, verde e azul indicam, respectivamente, os percentis 95%, 97.5% e 99% de G
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Figura 6.6: Deteccao de observacoes discordantes/influentes com PPy. As linhas a ver-

melho, verde e azul indicam, respectivamente, os percentis 95%, 97.5% e 99% de G, e
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Figura 6.7: Deteccao de observacoes discordantes/influentes com PPy. As linhas a ver-

melho, verde e azul indicam, respectivamente, os percentis 95%, 97.5% e 99% de G, e

G,B'
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Figura 6.8: Detecgao de observagoes discordantes/influentes com LPP;. As linhas a ver-

melho, verde e azul indicam, respectivamente, os percentis 95%, 97.5% e 99% de G, e

Gﬂ-
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Figura 6.9: Deteccao de observagoes discordantes/influentes com LPPy. As linhas a ver-

melho, verde e azul indicam, respectivamente, os percentis 95%, 97.5% e 99% de G, e

G,B'

exerce pouca influéncia na estimacgao dos vectores proprios comuns. Por outro lado,
nota-se que a alteracao do processo de estimacao dos parametros desconhecidos nao
parece, neste caso, influenciar os resultados da deteccao (talvez porque os pontos
introduzidos sao claramente discordantes, em situagoes mais de “fronteira” ja podera

nao haver tanta concordancia).
Exemplo 2 (Variedades de Castanheiros)

Para estes dados o estudo foi iniciado com a construcao de gréaficos semelhantes
aos das figuras anteriores. No entanto, pareceu-nos mais conveniente condensar a
informacao relevante em tabelas porque o elevado ntimero de observacoes originou,
por vezes, sobreposicoes e dificuldades na leitura. Assim, nas Tabelas 6.4, 6.5 e
6.6 registam-se as observacoes detectadas como possiveis “outliers” pelo IML e pelo
IMB, com critério de registo baseado nos limites de confianca 95%, 97.5% e 99%. Na
Tabela 6.4 sao também indicadas as observacoes influentes para outros trés métodos
de diagnostico, baseados na distancia de Mahalanobis robusta com o RMCD, versoes
classicas do IML e IMB e a distancia de Mahalanobis classica. Em todas as tabelas
os numeros que identificam as observacoes foram ordenados por ordem crescente dos
valores das correspondentes medidas, utilizando-se | | para separar as observagoes

que se encontram entre os percentis anteriormente referidos.
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O “masking effect” é confirmado nos métodos classicos, como se nota na Tabela 6.4.
Apenas sao detectadas 6 observagoes no grupo Lada e 2 no grupo Longal. Além
disso, no grupo Longal nao foi detectada a observacao com maior valor da distan-
cia de Mahalanobis robusta. Em contrapartida, quando comparamos as observagoes
consideradas influentes com as medidas IML e IMB robustas com o “plug-in” da ma-
triz RMCD, com as indicadas pela distancia de Mahalanobis robusta, observamos

que os dois métodos concordam nas mais influentes. Notam-se algumas discrepan-

Método Lada Longal
IML—P1 29|94 79 77|24 12 87 88 30 29 33| 14|34 42 39 44 32 22 1 6 24
IMB-—rp1 98 72 45 85 94 12 88| 30 x| 32]42 14 34 44 39 6 22 24 1
RMD 79 45 98| 94| 12 87 88 30 x| x| 42 14 34 32 44 39 6 22 24 1
IML Classico 24 79| 12| 87 88 30 32| x| x
IMB Cléassico x| x| 30 24| *| =
MD 87| 88| 30 24 | x| *
rMD: Distancia de Mahalanobis Robusta, mD: Distancia de Mahalanobis.

Tabela 6.4: Observacoes detectadas como possiveis “outliers” pelo método PI e distancia
de Mahalanobis.

Método Lada Longal
IML—PP1 pp 45| 30 87| 88 6 x| 44 22 1 24
IMB—PP] pp 85 100 72 93 45| 94 88 87| 30 x| x| 226 1 24
IML—PP2,op 18 79 77 45 12| | 87 88 30 10 21 7] 24 14 22 1
IMB—PP3 o, 99 93 88| 85| 30 45 39 42| 24|14 22 1
IML—PP1 gp 93 79|45 4| 87 30 88 14 24| %221
IMB=PP1 np 12 85 92| 45| 93 87 88 30 211424221
IML—PP2 ap 72 93| 18 77 45| 12 87 30 88 29 14 6 10 42 21| *|22 1 24
IMB—PP2 np 70 88|99 85 72 93| 45 30 * 1422114221

Tabela 6.5: Observagoes detectadas como possiveis “outliers” pelo método PP.

Método Lada Longal
IML—LPP1,pp 98 87 70| 94| 8330 | 1445221 6 24
IMB—LPP1 pp 72 30 93| 45| 88 87 14 10 21|42 (64522124
IML—1PP2,op 93 99 95 94 24| 18 45| 12 87 83 30 39 42 4432 14]6 22 1 24
IMB—LPP2,pp 94 93 70 99 87|45 88 85 72| 30 34 42114 39|16 24 22 1
IML—LPP1 &p 79 72 99 45| 77| 87 88 30 * 21|24 22 1
IMB—LPP1 rp 70 12 82 99| 72 93 85| 87 45 88 30 * 1410 2421221
IML—LPP2 np 72 93|18 77 45| 12 87 30 88 29 14 6 10 42 21| *|22 1 24
IMB—LPP2 rp 70 88|99 85 72 93| 45 30 * 4221114221

Tabela 6.6: Observagoes detectadas como possiveis “outliers” pelo método LPP.

cias para as observacoes perto dos limites de deteccao mas isto é compreensivel uma

vez que (IML,IMB) e a distancia de Mahalanobis robusta medem efeitos distintos.
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Por outro lado, os resultados da deteccao com IML e IMB construidos com a técnica
de “projection—pursuit” apresentam algumas diferengas consoante o método e/ou o
estimador de escala empregue. Eventualmente, a existéncia de “inliers” nas obser-
vacoes projectadas podera contribuir para este facto. Contudo, a maior parte das
observacoes com maior valor da distancia de Mahalanobis robusta, e as detectadas
com (IML, IMB) com “plug—in” robusto, foram também detectadas com a técnica

de “projection—pursuit”.

Com os exemplos apresentados, julgamos que foi elucidado o comportamento das
novas medidas para deteccdo de eventuais observagoes discordantes/influentes. Pen-
samos que a vantagem de apenas duas medidas foi notéria, em especial no exemplo
das variedades de castanheiros com dados num espaco de dimensao 5. Além disso,
com (IML, IMB) é possivel quantificar a influéncia que as observagdes exercem na es-
timacao dos valores e dos vectores proprios. Este facto é uma mais valia em relacao,

por exemplo, & distancia de Mahalanobis robusta.
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Capitulo 7
Conclusoes

Neste capitulo apresentamos um resumo com as conclusoes mais relevantes da in-
vestigacao desenvolvida. Além disso, também sao sugeridos alguns tépicos para
trabalho futuro. Algumas das novas questoes indicadas para futura investigacao
surgem quer de variantes dos métodos utilizados nesta tese quer da aplicacao da
metodologia apresentada a outros problemas de analise multivariada. As outras,
referem-se a problemas que consideramos importantes e que nao foram tratados no

trabalho aqui apresentado por limitacoes 6bvias de espaco e tempo.

7.1 Resultados mais relevantes

Como referimos no Capitulo 1, o principal objectivo desta tese foi a construcao de
novos métodos robustos para a analise em componentes principais comuns. Neste
sentido, e dado o papel fundamental da funcao de influéncia no contexto da es-
tatistica robusta, o nosso trabalho centrou-se, essencialmente, no estudo do com-
portamento infinitesimal dos funcionais relacionados com os parametros de interesse
do modelo CPC. Além disso estas funcoes ainda permitem quantificar um outro
conceito com papel preponderante na estatistica, a eficiéncia assimptotica dos es-
timadores. O estudo desenvolveu-se em duas abordagem robustas distintas, uma

conduzida com “plug-in” (PI) e outra com “projection—pursuit” (PP).

Assim, foi no Capitulo 4 que apresentamos as funcoes de influéncia parciais para os
funcionais relacionados com os estimadores obtidos por PI e PP. A analise destas

funcoes permite concluir que:

e as funcoes de influéncia parciais dos funcionais valores e vectores proprios



obtidos por PI sao limitadas quando se considera um funcional da matriz de

dispersao com funcao de influéncia limitada;

e as funcoes de influéncia parciais dos funcionais valores proprios obtidos por
PP sao limitadas quando se considera um funcional univariado de escala com

funcao de influéncia limitada;

e as funcoes de influéncia parciais dos funcionais vectores proprios comuns obti-
dos por PP sao ilimitadas mesmo quando se considera um funcional univariado

de escala com funcao de influéncia limitada.

Além disso, para o caso particular do modelo normal e para o funcional classico
0?(F) = VAR(F) resulta que:

e a variancia assimptoética dos estimadores obtidos por PI ou PP dos valores
proprios iguala a variancia assimptotica dos estimadores de maxima verosi-

milhanca;

e a variancia assimptotica dos estimadores PI dos vectores proprios comuns
iguala a dos estimadores de méaxima verosimilhanca, enquanto que para os
estimadores PP a variancia assimptotica iguala a dos estimadores construidos

com a matriz de covariancias combinada das k populacoes.

A conclusao que talvez mais influencie no processo de estimacao é a falta de B-

robustez dos estimadores dos vectores proprios comuns para o caso PP.

Face a este cenéario, a investigagao prosseguiu com o objectivo de tentar criar novos
estimadores que mantivessem a qualidade B—robusta para os valores proprios e fos-
sem mais resistentes, em algum sentido, na estimacao dos vectores proprios comuns.
Assim, no Capitulo 5 foram introduzidos novos estimadores que aplicam a técnica
de PP e mais gerais que os considerados no Capitulo 4. Esta opcao deveu-se, essen-
cialmente, as vantagens dos métodos PP. Relembre-se que o método PP funciona
mesmo com mais variaveis que observacoes e utiliza um processo sequencial na es-
timacao dos vectores proprios comuns. Por outro lado, estes estimadores podem
usufruir de boas propriedades de robustez global. O estudo incidiu sobre os esti-
madores resultantes da pré-aplicacdo de uma funcao positiva f geral, estritamente
crescente e duas vezes diferenciavel, a variabilidade das variaveis projectadas. Para
os funcionais equivalentes aos estimadores PP gerais, derivimos as func¢oes de in-
fluéncia parciais dos valores proprios e vectores proprios comuns. Destas funcoes

conclui-se que:
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e as funcoes de influéncia parciais dos funcionais valores proprios sao limitadas
quando se considera um funcional univariado de escala com func¢ao de influén-

cia limitada e nao dependem de f;

e as funcoes de influéncia parciais dos funcionais vectores proprios comuns sao
ilimitadas mesmo quando se considera um funcional univariado de escala com

funcao de influéncia limitada e dependem de f.

Quanto as variancias assimptoticas destes estimadores, conclui-se para o caso par-

ticular do modelo normal e para o funcional classico o?(F) = VAR(F) que:

e a variancia assimptotica dos estimadores PP gerais dos valores proprios iguala

a variancia assimptotica dos estimadores de maxima verosimilhanca;

e a variancia assimptotica dos estimadores PP gerais dos vectores proprios co-

muns depende da funcao f.

O caso particular da fun¢ao f(t) = In(t) (estimadores LPP) foi estudado com
maior detalhe por traduzir uma abordagem inspirada na de Flury (1984). As al-
teragoes, mais relevantes, foram verificadas nas variancias assimptoéticas dos esti-
madores LPP dos vectores proprios. No caso particular do modelo proporcional,
quando X; = A; = p;Aq, estes estimadores atingem o valor minimo da variancia
assimptotica. Foi possivel demonstrar que a fungdo f(¢) = In(¢) é a tnica que
minimiza a variancia assimptotica dentro de uma classe mais restrita de fungoes do
tipo F = {f(t) : f'(¢t) = t*1,a > 0}. Além disso, a eficiéncia assimpotica dos
estimadores LPP nao depende da constante de proporcionalidade contrariamente ao
que acontece com os estimadores PP usuais. O desempenho de varios estimadores
LPP e PP foi comparado, gerando amostras normais e contaminadas de peque-
nas dimensoes, através de um estudo de simulacao de Monte Carlo. Foi também
efectuada a estimacao dos valores e vectores proprios comuns de dois conjuntos de
dados reais. Desenvolveu-se também um novo método para a geracao de direcgoes
aleatorias (RD) de projeccao das observagoes. As conclusdes mais marcantes do

estudo de simulacao foram:

e nenhum dos estimadores utilizados se mostrou uniformemente melhor para a

estimacao dos valores proprios;

e os estimadores LPP mostraram-se vantajosos na estimacao dos vectores proprios

comuns, mesmo sem a validade do modelo proporcional;
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e a nova alternativa de pesquisa das direccoes de projeccao nao mostrou vanta-
gens significativas face a proposta das direcgoes dos dados (DD) considerada
por Boente e Orellana (2001), embora possa eventualmente ser uma boa al-
ternativa para amostras mais pequenas ou quando o nimero de variaveis é

elevado.

A deteccao de observagoes discordantes/influentes é um passo importante em qual-
quer analise, mesmo quando sao utilizados estimadores robustos. Neste sentido, no
Capitulo 6 apresentdmos uma proposta para a deteccao de eventuais dados anémalos
baseada na estimacao dos eixos principais e seus comprimentos, i.e, na decomposi¢ao
espectral das matrizes de dispersao. Esta alternativa é diferente das usuais medidas
de diagnostico, baseadas na distancia de Mahalanobis, pois nao utiliza directamente
as matrizes de dispersao. Podemos salientar como vantagens das duas novas medidas
de diagnostico (IML,IMB) que:

e o numero de graficos a analisar é reduzido para 2k, enquanto que quando se

analisa em separado a influéncia exercida em cada parametro se constroem
1
{p+ 5 Pp — 1)}k;

e ¢ possivel avaliar a influéncia das observacoes nos valores e vectores proprios

separadamente;
e evitam o “masking effect”;

e detectaram tantas ou mais observagoes possivelmente discordantes/influentes

que outras metodologias nos dois exemplos reais considerados.

Com base nos resultados apresentados nos Capitulos 5 e 6 e noutros estudos prévios,
recomendamos que as medidas de diagnostico sejam baseadas nos estimadores LPP
com o estimador-M de escala. O estimador-M tem a grande vantagem de poder
combinar razoavelmente a eficiéncia com o alto ponto de ruptura. Por outro lado,
como ja tinha sido referido por Boente e Orellana (2001), os estimadores PI sao
bastante sensiveis a contaminacao quando esta é exercida na direccao do menor

valor proprio.

7.2 Trabalho futuro

Para futura investigacao, comecamos por sugerir a avaliacao de algumas modifi-

cacoes nos estimadores de “projection—pursuit” apresentados nesta tese. A fraca efi-
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ciéncia das estimativas dos vectores proprios podera estar eventualmente relacionada
com a baixa eficiéncia dos estimadores de escala utilizados, MAD e estimador—
M. Provavelmente, melhores resultados poderiam ser obtidos tomando-se um outra
fungao x no estimador-M (Croux, 1994) ou utilizando um estimador-M ponderado
s6 com 1 ou 2 passos (Rousseeuw e Croux, 1994). Outra alternativa também interes-
sante de investigar é a resultante da aplicacao do estimador—Q (Rousseeuw e Croux,
1992, 1993). Refira-se que no contexto da analise em componentes principais, Croux
e Ruiz—Gazen (2000) concluiram que o estimador—Q originava bons resultados para
as estimativas dos valores e vectores proprios com a técnica PP. Neste caso, a efi-
ciéncia destes estimadores dos vectores proprios é igual a 67%, muito melhor que a

alcancada com outros estimadores de escala robustos.

Contrariamente as nossa expectativas, a nova técnica RD de pesquisa de direccoes
nao mostrou grandes vantagens no estudo desenvolvido. No entanto, pensamos que
outra alternativa interessante pode ser criada com um processo hibrido do DD e RD,

isto é, utilizando simultaneamente direccoes aleatorias e as dos dados.

No estudo de simulagao desenvolvido observou-se que o estimador PP baseado na
fungao f(t) = In(t) em algumas situagdes, nao conseguia por exemplo distinguir 3,
de 3,. Pensamos que nestas circunstancias o desempenho destes estimadores devia

ser avaliado calculando a distancia entre o espaco linear gerado por 3, e 35 e o
gerado por 3, e 3,.

O algoritmo empregue na construcao dos estimadores PP foi o utilizado por Boente
e Orellana (2001) e que generaliza o algoritmo (CR) de Croux e Ruiz—Gazen (1996)
para k populagoes. No entanto, mais recentemente Hubert et al. (2002) propoem
um outro algoritmo designado por RAPCA e que os autores consideram mais rapido
que o CR e mais estavel em altas dimensoes. Seria interessante desenvolver a ge-
neralizacao do algoritmo RAPCA para k populacoes. O RAPCA é composto por
dois passos. No primeiro passo, o espaco dos dados é reduzido a um subespaco
afim. Isto pode ser alcancado com a construcao das componentes principais classi-
cas. No segundo passo, passo—R, é efectuada uma reflexao dos “scores”. Para isso,
calcula-se o primeiro vector proprio b; do mesmo modo que o do algoritmo CR.

) )

Os “scores” t,”’ sao transformados por uma reflexao U, (t-

; ) = t§2), reflexao essa

que quando aplicada a by encontra o primeiro vector da base canénica de IRP. De
)

.’ no complemento ortogonal de Uy (by). Isto é conseguido com

2)

1

seguida projecta-se t
a omissao da primeira coordenada de t,”. Desta forma o segundo vector proprio bj
é procurado em IRP~! de acordo com o algoritmo CR, o qual por reflexdo inversa é

transportado para IRP. O processo é repetido até se encontrarem todos os vectores
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proprios.

A construcao das fungoes de influéncia parciais para as medidas de diagnostico seria

também uma questao muito interessante.

Outro assunto relevante, do nosso ponto de vista, seria a construcao de estimadores
ponderados das componentes principais comuns em analogia com o que se faz para
as componentes principais e para as matrizes de dispersao. Em relacao a estas duas
situagoes, estudos de varios autores revelam vantagens dos estimadores ponderados.
A nossa sugestao é atribuir pesos as observacoes de acordo com a influéncia que elas
exercem na estimagcao dos valores e vectores proprios. Assim, dada uma observacao
X; sugerimos pesa-la com w;; = w (IMBi (fL‘M, ,@, /)\\) ML, (fL‘M, ,@, /)\\)), onde w :
IR? — IR & uma funcio “suave”, e posteriormente aplicar a técnica PI.

A derivacgao da distribuicao assimptotica dos estimadores de “projection—pursuit” das
CPC é uma questao que se mantém em aberto e que merece ser estudada. Opiniao
idéntica temos relativamente a construcao das curvas de enviesamento mdzrimo par-

ciais dos funcionais equivalentes.

Por altimo refira-se que as propostas robustas desenvolvidas nesta tese podem ser
estendidas a outros tipos de aplicagoes. No trabalho de Orellana (1999) sao referidos
alguns temas onde é possivel desenvolver uma abordagem equivalente a desta tese.
Destes temas, salientamos o problema da andlise em wvaridveis canonicas comuns
estudado por Neuenschwander e Flury (1995) e por Goria e Flury (1996). Em
particular, a técnica utilizada para a construcao das func¢oes de influéncia parciais
pode ser aplicada neste problema que envolve &k populagoes (generalizando o trabalho

de Croux e Dehon (2002) para k populagoes).

Esperamos que o trabalho desenvolvido nesta tese tenha contribuido, de alguma
forma, para a divulgacao da anélise robusta em componentes principais comuns.

Desejamos ainda que haja continuidade de investigacao nesta area da estatistica.

192



Apéndice A Resultados de Algebra

Resultado 1: Uma matriz A de ordem p cujo espectro contém r valores proprios
T

distintos com multiplicidades (14, ..., 1,) é diagonalizavel se e s6 se ) v; = p, o que
j=1
é equivalente a dizer que a multiplicidade dos r ou (r — 1) valores proprios distintos

de zero de A é igual a caracteristica de A.

Resultado 2: Seja A uma matriz (m x p) e X uma matriz (p X k). Se AX =0
entdo, o espaco coluna de X esté contido no espago nulo de A, isto é, C (X) C N (A).

Operador vec: Seja V uma matriz (r X s), entao vec(V) é um vector coluna com

(r x s) linhas.

Assim, sendo

V = (Vla . ;Vs) J
aplicando vec fica
T
Vo
vec(V) =
- VS -

Operador vech: Seja V uma matriz (p X p), simétrica ou nao, entao vech(V) é um
vector coluna com p (p + 1)/2 linhas, construido com os elemento que se encontram

na tridngular superior (ou inferior) desta matriz, ou seja

T
vech (V) = (UH, V125« - -3 V1p, V225« - -3 V2py o+« 5 U(p—1)(p—1)s V(p—1)ps U;IJ;IJ) .






Apéndice B Conjuntos de dados

B.1 Dados Iris (dois grupos e duas variaveis)

Versicolor Virginica
sepal length  sepal width sepal length  sepal width
7.0 3.2 6.3 3.3
6.4 3.2 5.8 2.7
6.9 3.1 7.1 3.0
5.5 2.3 6.3 2.9
6.5 2.8 6.5 3.0
5.7 2.8 7.6 3.0
6.3 3.3 4.9 2.5
4.9 2.4 7.3 2.9
6.6 2.9 6.7 2.5
5.2 2.7 7.2 3.6
5.0 2.0 6.5 3.2
5.9 3.0 6.4 2.7
6.0 2.2 6.8 3.0
6.1 2.9 5.7 2.5
5.6 2.9 5.8 2.8
6.7 3.1 6.4 3.2
5.6 3.0 6.5 3.0
5.8 2.7 7.7 3.8
6.2 2.2 7.7 2.6
5.6 2.5 6.0 2.2
5.9 3.2 6.9 3.2
6.1 2.8 5.6 2.8

(continua)



sepal length  sepal width sepal length  sepal width

6.3 2.5 7.7 2.8
6.1 2.8 6.3 2.7
6.4 2.9 6.7 3.3
6.6 3.0 7.2 3.2
6.8 2.8 6.2 2.8
6.7 3.0 6.1 3.0
6.0 2.9 6.4 2.8
5.7 2.6 7.2 3.0
5.5 24 7.4 2.8
5.5 24 7.9 3.8
5.8 2.7 6.4 2.8
6.0 2.7 6.3 2.8
5.4 3.0 6.1 2.6
6.0 3.4 7.7 3.0
6.7 3.1 6.3 34
6.3 2.3 6.4 3.1
5.6 3.0 6.0 3.0
5.5 2.5 6.9 3.1
5.5 2.6 6.7 3.1
6.1 3.0 6.9 3.1
5.8 2.6 5.8 2.7
5.0 2.3 6.8 3.2
5.6 2.7 6.7 3.3
5.7 3.0 6.7 3.0
5.7 2.9 6.3 2.5
6.2 2.9 6.5 3.0
5.1 2.5 6.2 34
5.7 2.8 5.9 3.0

196



B.2 Dados Iris Modificados (dois grupos e duas vari-

aveis)

Versicolor Virginica
sepal length  sepal width sepal length  sepal width
7.0 3.2 6.3 3.3
6.4 3.2 5.8 2.7
6.9 3.1 7.1 3.0
5.5 2.3 6.3 2.9
6.5 2.8 6.5 3.0
5.7 2.8 7.6 3.0
6.3 3.3 4.9 2.5
4.9 2.4 7.3 2.9
6.6 2.9 6.7 2.5
5.2 2.7 7.2 3.6
5.0 2.0 6.5 3.2
5.9 3.0 6.4 2.7
6.0 2.2 6.8 3.0
6.1 2.9 5.7 2.5
5.6 2.9 5.8 2.8
6.7 3.1 6.4 3.2
5.6 3.0 6.5 3.0
5.8 2.7 7.7 3.8
6.2 2.2 7.7 2.6
5.6 2.5 6.0 2.2
5.9 3.2 6.9 3.2
6.1 2.8 5.6 2.8
6.3 2.5 7.7 2.8
6.1 2.8 6.3 2.7
6.4 2.9 6.7 3.3
6.6 3.0 7.2 3.2
6.8 2.8 6.2 2.8
6.7 3.0 6.1 3.0
6.0 2.9 6.4 2.8
5.7 2.6 7.2 3.0
5.5 2.4 74 2.8
5.5 2.4 7.9 3.8
5.8 2.7 6.4 2.8
6.0 2.7 6.3 2.8
5.4 3.0 6.1 2.6
6.0 34 7.7 3.0

(continua)
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sepal length  sepal width sepal length  sepal width

6.7 3.1 6.3 34
6.3 2.3 6.4 3.1
5.6 3.0 6.0 3.0
5.5 2.5 6.9 3.1
5.5 2.6 6.7 3.1
6.1 3.0 6.9 3.1
5.8 2.6 5.8 2.7
5.0 2.3 6.8 3.2
5.6 2.7 6.7 3.3
5.7 3.0 6.7 3.0
5.7 2.9 6.3 2.5
6.2 2.9 6.5 3.0
5.1 2.5 6.2 34
5.7 2.8 5.0 5.0
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B.3 Dados Hemofilia

Grupo 1
logigx1  logyg @2
0.04922 -0.02687
0.05691  0.03342
-0.01323  -0.06550
-0.11351 -0.07572
0.13033  0.13988
0.10380  0.14302
0.07188  0.00000
-0.14874 -0.27572
0.05691 -0.07058
0.10721  0.06446
0.20683  0.11394
0.11727  0.03342
-0.12494 -0.04576
-0.04576 -0.19382
-0.09152 -0.05061
-0.08092 -0.11919
0.02119  0.05691
-0.08092 -0.04096
0.15229  0.06819
0.00860 -0.06048
-0.23657 -0.26761
-0.03621 -0.14874
-0.35655 -0.40894
-0.20066 -0.26761
-0.16115 -0.20761
0.03743 -0.01323
0.09342  0.08636
0.23300  0.19590
0.03743  0.12385
0.01284  0.11059

199

Grupo 2
logig 21 logig @2
-0.24466 -0.04067
-0.42318 -0.09981
-0.24529  0.28764
-0.22047  0.00455
-0.21539 -0.02191
-0.34470  0.00969
-0.25404 -0.05729
-0.37780 -0.26816
-0.40465 -0.11618
-0.06391  0.15694
-0.33510 -0.13676
-0.01493  0.15392
-0.03124  0.14001
-0.17402 -0.07764
-0.26421  0.08669
-0.02344  0.08038
-0.33525  0.08753
-0.18782  0.25096
-0.17443  0.18924
-0.40546 -0.24184
-0.24443  0.16137
-0.47837  0.02822




B.4 Dados Hemofilia Modificados

Grupo 1 Grupo 2
logigx1  logg @2 logigz1  logigx2
0.04922 -0.02687 -0.24466 -0.04067
0.05691  0.03342 -0.42318 -0.09981

-0.01323  -0.06550 -0.24529  0.28764
-0.11351 -0.07572 -0.22047  0.00455
0.13033  0.13988 -0.21539 -0.02191
0.10380  0.14302 -0.34470  0.00969
0.07188  0.00000 -0.25404 -0.05729
-0.14874  -0.27572 -0.37780 -0.26816
0.05691 -0.07058 -0.40465 -0.11618
0.10721  0.06446 -0.06391  0.15694
0.20683  0.11394 -0.33510 -0.13676
0.11727  0.03342 -0.01493  0.15392
-0.12494 -0.04576 -0.03124  0.14001
-0.04576 -0.19382 -0.17402 -0.07764
-0.09152 -0.05061 -0.26421  0.08669
-0.08092 -0.11919 -0.02344  0.08038
0.02119  0.05691 -0.33525  0.08753
-0.08092 -0.04096 -0.18782  0.25096
0.15229  0.06819 -0.17443  0.18924
0.00860 -0.06048 -0.40546 -0.24184
-0.23657 -0.26761 0.50000  0.20000
-0.03621 -0.14874 0.20000 -0.40000

-0.35655 -0.40894
-0.20066 -0.26761
-0.16115 -0.20761
0.03743 -0.01323
0.09342  0.08636
0.50000 -0.40000
-0.80000 -0.50000
0.20000  0.50000
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B.5 Dados Variedades de Castanheiros

Lada

T

T2

T3

Zq

Ts5

17
10
21
16
20
23
18
17
18
16
22
24
17
15
13
16
15
18
14
10
17
13
20
16
21
13
12
23
17
11
10
14
14
12
10
16
18
10

14
16
11
13
11
12
13
11

10
10
16
13
12
11
13
10
17
15
15
10
15
13

13
16

15
14
10
13
12
13
12

10

10
15
11
16
12
11
15
11
11
12
12
14
12
13
11
14
12
15
12
15
10
13

12

12
13

10
14
14
13
13
13
14
11
11
11

19
20
19
16
15
17
19
17
16
16
15
19
18
16
18
18
16
21
17
20
15
19
17
17
13
17
21
14
18
20
21
16
19
20
19
18
16
17

17
21
19
19
18
16
17
17
16
16
16
20
17
17
20
18
18
20
16
19
15
18
16
15
16
16
20
15
17
12
18
17
18
19
21
17
15
18

Longal

T

T2

T3

Zq

Ts5

36
38
35
35
22
15
22
27
20
26
20
26
26
32
23
30
35
24
37
24
29
32
27
39
17
19
25
35
22
26
23
18
40
38
40
20
33
30

22
12
14
15
22
14
17
13
19

21
20
15
19
19
18
12
20
10
19

22
20
24
21
16
18
15
21
18
18
15
19
20
14
20
11
10

25
12
11
16
19
15
21
15
21

18
22
16
23
19
15
14
19
11
19

25
19
21
21
18
19
15
22
17
16
16
19
19
16
18
11
12

24
15
17
17
23
14
18
17
20
13
23
22
16
21
20
20
18
22
16
20
12
24
20
27
22
18
19
16
23
20
20
21
20
20
18
22
14
15

28
16
16
18
20
15
22
18
23
14
20
22
17
25
21
18
18
20
16
21
14
28
21
25
21
21
20
19
20
17
19
21
21
23
18
21
15
16
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T

T2

T3

T4

Ts

18
15
21
18
14
11
16
16
17
13
12
10
10
22
15
12
12
12
17
14
20
21
12
11
22
11
16
18
14
12
13
22
12
19
17
11
12
18
14

14

12
14

12

11
14
14
15

11
13
13
12
10
15

10
11
10
15

11
13
10

14
14

13
12
16
10

14

11
14

12

15
14
13
14

12
11
13
12
14
12

13
10
13
12
10
10
14
10

14
11

11
13
13
12

15
20
13
13
16
18
12
16
14
16
18
19
20
17
19
19
19
19
17
18
16
16
16
17
15
19
15
19
18
17
17
17
17
14
13
20
17
20
20

15
19
14
15
16
19
15
18
15
19
18
17
19
17
18
17
20
19
19
18
18
16
19
16
17
19
16
17
20
14
14
16
16
17
14
18
19
19
21
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(continuagao)

T

T2

T3

T4

Ts

28
25
17
10
37
22
34
28
17

19
16
20
14
16
16
22
16
18

20
17
20
15
15
19
18
16
20

21
18
21
19
18
17
24
19
22

25
20
20
17
17
17
19
18
22




(continuagao)

r1 T2 T3 T4 Ts
14 11 10 19 18
18 10 8 13 16
15 12 11 18 18
13 16 14 20 19
19 5 5 15 15
18 8 7 15 13
19 9 9 16 18
21 4 4 15 14
17 16 16 19 20
24 16 16 20 21
23 18 17 20 21
23 8 8 16 16
15 11 9 16 14
10 15 12 19 19
18 6 6 12 13
18 6 5 12 12
23 10 10 20 19
22 6 T 1T 17
19 12 12 18 17
21 7 8§ 15 17
19 11 10 21 18
20 15 16 17 18
25 7 6 16 14
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Apéndice C Programas

C.1 Programa LPP;

PARAMETROS DE ENTRADA

= “conjun m as variavei r coluna.

dat = “co to de dados com as variaveis por coluna

A tltima coluna é a identificacao do grupo”;

k = “nimero de grupos’;

ntent = “nimero de direccao aleatérias utilizadas na estimagao dos vectores proprios

comuns.”

PROGRAMA PRINCIPAL

“ ppmaxmad” <- function(dat,k,ntent)
{
dat<-data.frame(dat)
n<-dim(dat)[1]
pt<-dim(dat)[2]

data <-(dat],-pt])
p<-pt-1
library(Matrix)
soma<-NULL
buscamin<-NULL
indice<-NULL
agrupa<-dat|,pt|

if(n !=length(agrupa))
stop(“problemal!”)

(continua)



7+ avaliar a dimensao de cada grupo
g<-as.factor(agrupa)
counts<-tapply(rep(1,length(g)),g,sum)

# geragao de Z, ~ N(0,,1,)
varmad.grupo<-Matrix(NA k,ntent)
nored<-rmvnorm(ntent, mean=rep(0,p), cov=diag(p),d=p)
nored<-as.Matrix(nored)
norma<-as.matrix(apply(nored,1,vecnorm))
normatrix<-matrix(rep(norma,p),ntent,p)

# possiveis ,@1

betalini<-t(nored /normatrix)

for( j in 1:ntent)

{ -~

# dados projectados nos possiveis 3,
xproj.grupo<-as.list(by(data,g,prod.fun,betalinil,j|))

7## calculo da escala MAD dos dados projectados
varmad.grupol,j|<-as.matrix(sapply (xproj.grupo,mad.fun))
7# funcao da escala combinada das variaveis projectas
parc<-log(varmad.grupol,j|) *counts
somalj|<-colSums(parc)

}

7# procura do maximo
buscamax<-rank(as.vector(soma))

for (i in I:ntent)

{

if(buscamax|i|==n) indice<-i

}

lamb1<-varmad.grupo|,indice]

lambaux<-lambl

lamb<-Matrix(NA_ k,p)

bel<-betalinil,indice]

betaux<-bel

(continua)
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be<-Matrix(NA,p,p)

be[,1]<-bel

lamb|,1|<-varmad.grupo|,indice]

7# continuacao do processo de construgao da matriz Beta estimada
for (i in 2:p)

{

varmad.grupo<-Matrix(NA k ntent)
Aux<-(diag(p)-(betaux%*%t(betaux)))
noraux<-as.matrix(apply(Aux,2,vecnorm))
norauxmat<_-matrix(rep(noraux,p),p,p)
norauxmat<-t(norauxmat)
Auxnorm<-Aux/norauxmat
norAuxnorm<-as.matrix(apply (Auxnorm,2,vecnorm))
betaini<-Auxnorm%*%betalini
norbeta<-as.matrix(apply(betaini,2,vecnorm))
norbetamatrix<-matrix(rep(norbeta ntent),ntent,p)
norbetamatrix<-t(norbetamatrix)
betanorm<-betaini/norbetamatrix

for( j in 1:ntent)

{
xproj.grupo<-as.list(by(data,g,prod.fun,betanorm],j|))
varmad.grupol,j|<-as.matrix(sapply(xproj.grupo,mad.fun))
parc<-log(varmad.grupol,j|)*counts
somalj|<-colSums(parc)

}

buscamax<-rank(soma)

for (1 in 1:ntent)

{

if(buscamax|l|==n) indice<-1

}

lambl|,i| <-varmad.grupo|,indice]

lambaux<-cbind (lambaux,lamb] i)
be[,i]<-betanorm|,indice]
betaux<-cbind(betaux,bel,i|)

}

(continua)
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betafinal <-betaux

lambfinal<-lambaux

print("matriz dos valores proprios estimados")
print((lambfinal)?)

print("matriz dos vectores proprios comuns estimados")
print(betafinal)

}

FUNCOES AUXILIARES

“prod.fun”’<-function(d1,d2)

{
prod<-d1%*%d2

}
# estimacao da escala com o MAD
“mad.fun”<-function(d1)

{

outl<-mad(dl)

}
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C.2 Programa IML

PARAMETROS DE ENTRADA

dat = “matriz de dados (IV x (p+ 1)), com N = i n; e

p colunas com as observagoes das p-variaveis. j&_ 1colunau p+ 1 é o vector com a
identificacao do grupo;”

beta = “matriz com as estimativas dos vectores proprios comuns (p X p),
coluna j = j-ésimo vector proprio estimado sob a validade do modelo CPC;”
k = “nimero de grupos.”

1 = “matriz com os valores proprios estimados para cada grupo,

linha ¢ = valores proprios estimados do grupo ;"

perc = “percentagem de observacgoes a usar nas estimativas RMCD;”

b.95 = “estimativa do percentil de deteccao a 95%;”

b.975 = “estimativa do percentil de deteccao a 97.5%;”

b.99 = “estimativa do percentil de detec¢ao a 99%.”

PROGRAMA PRINCIPAL

“IMLhemoc” <- function(dat,beta,k,]l,perc,b.95,b.975,b.99)
{

dat<-data.frame(dat)
beta<-as.matrix(beta)

l<-as.matrix(l)

n<-dim(dat)[1]

pt<-dim(dat)[2]

data <-(dat,-pt|)

p<-pt-1

agrupa<-dat[,pt|

if(n !=length(agrupa))

stop(“problemal!”)

7## avaliar a dimensao de cada grupo
g<-as.factor(agrupa)
counts<-tapply(rep(1,length(g)),g,sum)

(continua)
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7## célculo da média e matriz de dispersao RMCD
mcd.grupo<-as.list(by(data,g,mcdperc,perc=perc))

# centrar as observagdoes com a média RMCD (y=“observagdes cen-
tradas”)
xcenter.grupo<_-as.list(by(data,g,xcenter,perc=perc))

# calcular u = 8" xy
u<-lapply(xcenter.grupo,FUN=produto,beta)

# calcular u?

uquad<-lapply(u,FUN=quad.fun)

# céalculo de IML

for(i in 1:k)

{

IML<-apply(ifli.grupo,2,sum)

print("TML")

print(IML)

obs<-c(1:countsli])

obs<-c(1:countsli])

plot(obs,IML xlim=c(1,counts|i|),ylim=c(0,max(b.99,sqrt(IML))),axes=T)
abline(b.95,0,col=8)

abline(b.975,0,col=4)

abline(b.99,0,col=6)

}

}

FUNCOES AUXILIARES

# estimativa RMCD de localizagao e dispersao
“medperc”’<-function(data,perc)

{

n<-nrow(data)

outl<-cov.med(data,quan=nperc)

}

7## calculo das observagoes estandardizadas

“xcenter”<-function(data,perc)

(continua)
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{

n<-nrow(data)
outl<-cov.mcd(data,quan=percn)
mean.mcd<-out1$center
out2<-scale(data,center=out1$center,scale=F)
}

# esta funcédo calcula v = 8" x y
“produto”<-function(xcenter.grupo,beta)

{

produ<-t(beta)%*%t (xcenter.grupo)

}

#funcao quadrado

“quad.fun”<-function(u)

{

uquad<-u?

}
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C.3 Programa IMB

PARAMETROS DE ENTRADA

k
dat = “matriz de dados (N x (p+ 1)), com N = > n;
i=1
e p colunas com as observacoes das p-variaveis. A coluna p + 1 é o vector identifi-

cador do grupo;”

beta = “matriz com as estimativas dos vectores proprios comuns (p X p),
coluna j = j-ésimo vector proprio estimado sob a validade do modelo CPC;”
k = “ntimero de grupos.”

1 = “matriz com os valores proprios estimados para cada grupo,

linha ¢+ = valores proprios estimados do grupo ;"

perc = “percentagem de observacoes a usar nas estimativas RMCD;”

b.95 = “estimativa do percentil de deteccao a 95%;”

b.975 = “estimativa do percentil de deteccao a 97.5%;”

b.99 = “estimativa do percentil de deteccao a 99%.”

PROGRAMA PRINCIPAL

“IMBhemoc” <- function(dat,beta,k,1,perc,b.95,b.975,b.99)
{

dat<-data.frame(dat)
beta<-as.matrix(beta)

l1<-as.matrix(l)

n<-dim(dat)[1]

pt<-dim(dat)[2]

data <-(dat|,-pt])

p<-pt-1

agrupa<-dat|,pt|

if(n !=length(agrupa))

stop(“problemal!”)

7+ avaliar a dimensao de cada grupo
g<-as.factor(agrupa)
counts<-tapply(rep(1,length(g)),g,sum)

(continua)
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7# célculo da média e matriz de dispersao RMCD
mcd.grupo<-as.list(by(data,g,mcdperc,perc=perc))

# centrar as observagbes com a média do RMCD (y=“observagoes cen-
tradas”)
xcenter.grupo<-as.list(by(data,g,xcenter,perc=perc))

# calcular u = 8" xy
u<-lapply(xcenter.grupo,FUN=produto,beta)

# calcular u?

uquad<-lapply (u,FUN=quad.fun)

#calculo de IMB

for(i in 1:k)

{

funcl<-(uquad|[i]| /rep(1[i,],counts|i]))
parcl<-(apply(funcl,2,sum))?

func2<-(funcl)?

parc2<-apply(func2,2,sum)

IMB <-parcl-parc2

print("IMB")

print(IMB)

obs<-c¢(1:countsli])
plot(obs,IMB,xlim=c(1,countsi]),ylim=c(0,max(b.99,sqrt (IMB))),axes=T)
abline(b.95,0,col=8)

abline(b.975,0,col=4)

abline(h.99,0,co0l=6)

}

}

FUNCOES AUXILIARES

# estimativa RMCD de localizacao e dispersao
“medperc’<-function(data,perc)

{

n<-nrow(data)

outl<-cov.med(data,quan=n*perc)

}

(continua)

213



# calculo das observagoes estandardizadas
“xcenter”<-function(data,perc)

{

n<-nrow(data)
outl<-cov.med(data,quan=perc*n)
mean.mecd<-outl$center
out2<-scale(data,center=out1$center,scale=F)

}

# esta funcédo calcula v = 87 xy
“produto”<-function(xcenter.grupo,beta)

{

produ<-t(beta)%*%t (xcenter.grupo)

}

#funcao quadrado

“quad.fun”<-function(u)

{

uquad<-u?

}
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