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Introducao

Neste curso de Analise Numérica, vamos estudar métodos que permitem resolver proble-
mas cientificos usando um computador. Podemos considerar trés fases distintas no processo
de resolucao. A primeira fase consiste em expressar matematicamente o problema cientifico.
Obtem-se assim um modelo matematico, que podemos definir como sendo uma expressao
matemaética que relaciona grandezas (fisicas, de engenharia, de economia, etc). Um exemplo
dum modelo matemaético serd a expressao da segunda lei de Newton do movimento

d2
m@x(t) = F(t) (1)

que relaciona a posi¢ao, num instante ¢, dum corpo com massa m, com uma for¢a aplicada F'.

Depois de obtido o modelo matematico, a sequnda fase consiste em escolher métodos
numéricos que permitam obter, de forma eficiente, uma solucao aproximada do problema
em questao. A eficiéncia do método depende nao sé da precisao que nos pode garantir, mas
também da facilidade com que pode ser implementado. Os métodos numéricos que aqui
consideraremos serao expressos na forma de um algoritmo: uma sequéncia de instrucoes
descrevendo um numero finito de passos que devem ser executados por uma ordem es-
pecificada. Concentrar-nos-emos no estudo de métodos numéricos para resolver problemas
no ambito dos seguintes topicos: equagoes nao lineares, sistemas de equagoes lineares, in-
terpolacao, aproximacao de funcoes no sentido dos minimos quadrados e integracao. Por
exemplo, em relacao & equagao (1), é possivel aproximar z(t), usando técnicas de integragao
numérica que mais tarde descreveremos.

A terceira e ultima fase do processo que estamos a descrever consiste na implementacao
do algoritmo no computador. Obtemos assim uma solucao numérica do problema inicial.

Problema Modelo Obtencao

Fisico Matematico da Solucao

Metodo
Numerico




1 Erros

Para analisar a qualidade dum resultado numérico, devemos estar cientes das possiveis
fontes de erro ao longo de todo o processo. Podemos considerar basicamente trés tipos de
erros: erros inerentes, erros do método e o erro computacional. Fazemos notar que é o efeito
do erro total, o qual engloba todos os tipos de erros originados ao longo dum processo, que
afecta a qualidade duma solugao aproximada. H& certos problemas nos quais a um ”pe-
queno” erro introduzido num certo passo dos cdlculos, corresponde um erro ”grande” na
solucao final. Um problema deste tipo diz-se mal condicionado.

1.1 Tipos de erros num processo de calculo

Erros inerentes

Em geral, o modelo matematico nao traduz exactamente a realidade. A fim de se con-
seguir um modelo que nao seja demasiado complicado e dificil de tratar matematicamente,
é muitas vezes necessario impor certas restricoes idealistas. Os dados e parametros dum
problema sao muitas vezes resultados de medicoes experimentais e, portanto, afectados de
alguma incerteza.

Podemos também mencionar a impossibilidade de representar exactamente certas con-
stantes mateméticas (por exemplo teremos de substituir 7 por 3.1416 ou 3.141593, etc.).

Erros do método

Uma outra classe de erros resulta do uso de férmulas que nos dao valores aproximados
e nao exactos. Por exemplo, consideremos a série de MacLaurin para representar e*

. z? z"
e=1+z++---+—=4+---
2! n!
Se quisermos aproximar o valor e%, onde o é um niimero real, teremos de nos limitar a usar
um nimero finito de termos da série

2 ak

“~l4+a+ a ++
c=ITeTY k!
O erro que cometemos é chamado erro de truncatura e corresponde neste exemplo ao resto
de ordem k da série.

Erro computacional

O erro computacional é devido ao facto de o computador usar apenas um ntmero finito
de digitos para representar os nliimeros reais. A maioria dos nimeros e dos resultados de
operacoes aritméticas nao podem ser representados exactamente no computador. Sao assim
originados os erros de arredondamento. Na seccao seguinte consideraremos este topico em
maior detalhe.



1.2 Erro, erro absoluto e erro relativo

Seja = o valor exacto duma grandeza real e seja T uma aproximacgao de x, ou seja =~ T.
Designa-se por e,
€ =T —Z% (2)
o erro de T em relagao a x. Ao valor |e;| chama-se erro absoluto de z. Se x # 0, denota-se
por &,

e chama-se a |d,| o erro relativo de & .
Ao produto 100 |d,| expresso em percentagem chama-se percentagem de erro.

NOTA

Atendendo a que

0 que equivale a desprezar os termos de ordem superior a um no desenvolvimento acima.

Observamos que o erro absoluto pode nao ser de grande utilidade para informar sobre
a qualidade duma aproximacao, se nao se souber a ordem de grandeza da quantidade a
medir. Basta dizer que um erro de um metro na medicao da distancia da Terra a Saturno
seria 6ptimo, mas se um cirurgiao cometesse um erro dessa ordem ao fazer uma incisao
seria um desastre possivelmente até fatal ! Incluimos ainda seguinte exemplo.

Exemplo
Consideremos os nimeros x = 1/3 ey = 1/3000, e as aproximacées Z = 0.3333 e g = 0.0003.
Tem-se que T e y sao valores aproximados de x e y respectivamente, com 0 mesmo erro
e; = e, = 0.0000333 - --. Porém a percentagem de erro em  é 0.01% e a percentagem de
erro em § é 10%.



2 Representacao dos nimeros no computador

2.1 Bases

A base decimal é aquela com que estamos mais familiarizados. Todo o ntimero inteiro se
pode representar como uma combinacao linear de poténcias de 10, com coeficientes variando
entre 0 e 9. Por exemplo, o nimero 415 pode-se escrever na forma,

415 = 400+10+5
4x10%24+1x 10" +5 x 10°.

o que se representa simbolicamente por (4 1 5)1¢ (na pratica omite-se o 10). De modo geral,
usa-se a notacao

U(bmbm—l e 'blbo)m

para representar o valor (inteiro)
0 (b 10™ + b1 10™ 7! 4 -+ + 510" + 510°),

como € {+,-}e0<b<9, by#O0.
Os numeros fraccionarios podem ser representados na base 10, usando o ponto decimal.
Um nimero entre 0 e 1 pode ser escrito na forma

(0-@1&2 ... an - .)10
que representa o valor
a110*1 + a210*2 4+t an_llofn—l—l + anl()*" T

Finalmente, um nimero real qualquer nao nulo pode ser representado no sistema decimal
por
O (bmbrm—1 -+ bibo.a1as - -+ ay -+ )10

Por exemplo, 12.34 representa
1x10"+2x10°+3x 107" +4 x 1072,

Outras bases, tais como 2, 12, 20 e 60 foram usadas por civilizagoes anteriores para
representacao dos nimeros. De modo geral, um nimero real X # 0 pode ser representado
numa base § por

X = 0(buB™ 4 b1 S b by B 4D b a1 B+ aaB R4 a1 BT @B ),
ou, simbolicamente, por
O(bmbm—l .. blbo_a1a2 e Qp_1Qp )ﬁ:

onde os b;, a; sao inteiros compreendidos entre 0 e 5 — 1.



Exemplo

(101); representa 1x2*2+1x2°=5
(1100), representa 1 x 2°+1 x 2% =12
(0.101)y representa 1x 27" +1 x 273 = 0.625
(0.000110011 - - -)y representa 0.1

2.2 Sistemas de virgula flutuante

Num computador, os nimeros reais sdo em geral representados em virgula flutuante na
base 8 = 2. Outras bases usadas por computadores sao = 8 e § = 16. De modo geral, um
numero de virgula flutuante na base 5 e com n digitos é um nimero que pode ser escrito
na forma

r=0 (0.a1az---a,)g X B', o€ {+,-}, (4)

onde 0<a; <fB—-1,1=1,2,---,n,t; <t <ty sendo t,t; e ty inteiros.

A 0.a1a5 - - - a, chama-se mantissa ou parte fracciondria e a t o expoente. Se a; # 0, o
numero diz-se normalizado. No que se segue consideraremos apenas nimeros normalizados.

Usa-se a notagdo VF(5, n, t1, t3) para designar o conjunto de nimeros da forma (4) e
ainda o nimero z = 0.

2.3 Arredondamentos

Neste paragrafo definiremos duas regras para representar niimeros reais no computador.

Consideremos o numero real
r=0(0.a102 - apani1---)g X B, (5)

onde a; # 0 e B é uma base par.

Para representar este nimero em virgula flutuante com n digitos, podemos simplesmente
desprezar os digitos a, 10,2 - - Este processo é conhecido por arredondamento por corte.
O ntimero x passa a ser representado por

fl(z) =0 (0.a1az- - -a,)p x B (6)

Um outro modo de representar x em virgula flutuante é usando o chamado arredonda-
mento simétrico. Se 0 < a,y1 < /2, procede-se como no arredondamento por corte. Se
B/2 < apy1 < B soma-se S~ ao nimero (0.a1as - - - a,) s € normaliza-se. Note-se que, neste
caso, pode haver mudanca nos digitos e no expoente (ver terceiro exemplo a seguir).
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Resumindo

fl(z) = o(0.a1a9---ay)s x B 0<an1 <p/2 (7)
fllw) = fl(o((0.a102--an)s+B ") x B)  B/2< anp < B (8)

Exemplo Suponhamos =10 en = 2

2 { 0.67 x 10° arred. simétrico

ﬂ(g) 0.66 x 10° arred. por corte

—0.84 x 10® arred. simétrico
FI(—838) = { —0.83 x 10® arred. por corte

0.10 x 10® arred. simétrico
f1(99-5) = { 0.99 x 10? arred. por corte

2.4 FErros de arredondamento

O erro de arredondamento introduzido quando z é substituido pelo seu representante
fl(x) é a diferenga x — fI(x). Consideremos primeiramente o caso dum sistema decimal.
Seja x = 0(0.a1a9 * * * papy1 - - ) X 108, e suponhamos que fI(z) é obtido por arredonda-
mento simétrico.

Seja an41 > 5. Usando (8), tem-se

lz — fl(z)] 1(0.a1 * - - @nGpy1 -+ +) X 10" = ((0.a1 - - - a,) + (0.0---01)) x 107
= |((00 tee Oan+1an+2 .. ) — 10_n) X 10t|
= |((0-an418n12---) = 1) x 10°7"|

< 0.5 x 107",
Se a1 < b, entdo resulta de (7)

lz— fl(z)] = [(0.a1 - apaps1---) X 10" = (0.ay - - - a,,) x 10|
= (0.0-+0an11Gni2--+) X 10°
= (0.ap410n42---) X 107" x 10
< 0.5 x 100

Em qualquer dos casos, tem-se o seguinte majorante do erro absoluto de arredonda-
mento simétrico

lz — fl(z)] <0.5x 107", (9)

Para obter um majorante do erro relativo, notemos que a; # 0 implica |z| > 0.1 x 10"

Entao
|z — fl(z)] < 0.5 x 10"

[ = 0.1x 10t

=5x10""=0.5x 10", (10)



De modo anélogo se prova que, no caso de arredondamento por corte,

|z — fl(z)] < 10°" (11)
|£C _|£‘l($)‘ < 101—n' (12)

A anélise efectuada para um sistema VF decimal estende-se ao caso duma base g par.
Seja z um nimero da forma (5). No caso de arredondamento por corte, tem-se

— fllz)] < B (13)
|$ B fl($)| < 161—71 (14)
|| B '

No caso de arredondamento simétrico, obtém-se

= fl(z)] < (1/2) B (15)
|$ _‘if(x)‘ < (1/2) Blfn- (16)

E interessante notar que nenhum dos majorantes dos erros relativos depende de x, mas
apenas da base 3, do numero de digitos n usado pelo computador e, é claro, do processo
de arredondamento utilizado.

Dado um sistema VF (g, n, t1, t3), define-se

U — g arred. por corte
“ 1 (1/2) Bt arred. simétrico.

A U chama-se unidade de arredondamento do sistema.

Assim, se fl(x) é a representagdo em VF dum nimero real z, o seu erro relativo nao
excede U. E por isso fundamental conhecer a unidade de arredondamento do sistema de
virgula flutuante do computador que se usa.

Exemplo
Num computador com o sistema VF(16,6,-64,63), a unidade de arredondamento simétrico é

(1/2)16' % ~ 0.476837 x 10",



2.5 Algarismos significativos

Finalizamos esta sec¢ao com o conceito de algarismo significativo. Seja
=0 (0.a1ay---a,) x 10"
uma aproximacao de z pertencente a VF(10, n, ¢y, to).
Definicao

Diz-se que o algarismo a; de T € significativo se

1 )
leo] = |z — 7| < 510“. (17)

Concluimos que se
1
les| = |z — 2| < §10t_", (18)
os n algarismos de ¥ sao significativos.
Exercicio

Em virgula flutuante com 4 digitos, sejam x = 0.4537 x 10* e & = 0.4501 x 10*. Determine
o numero de algarismos significativos de .

Tem-se que
lez| = 0.0036 x 10* = (0.36 x 1072) x 10%,

logo verifica-se (17) com ¢ = 1,2. Como além disso
lez| > (0.5 x 107°) x 10%

apenas os algarismos 4 e 5 de T sao significativos.



3 Propagacao de erros

Uma questao importante em Andlise Numérica é a do modo como um erro num certo
passo dos cdlculos se vai propagar. Interessa-nos saber se o efeito desse erro se tornard
maior ou menor, a medida que vao sendo efectuadas as restantes operacoes.

3.1 Calculo de valores funcionais usando dados com erros

Seja f: D C R — R e seja £ uma aproximacao de x que verifica x = T + e;. Se pre-
tendemos calcular o valor de f(x) mas apenas conhecemos Z, entao aproximamos f(x) por
f(z). Em geral, f(Z) nao coincidird com f(x). Por analogia com as definigoes da Secgao 1.2,
designa-se por e; = f(x)— f(Z) o erro de f(Z). Admitindo que todas as operag¢des indicadas
na expressao de f podem ser efectuadas exactamente, vamos determinar um limite superior
para o erro absoluto |ef| = | f(z)— f(Z)|. Teremos, assim, uma indicagéo do efeito do erro e,

Se f'(z) existe e é continua, tem-se, pelo Teorema do valor médio

f@) = f(@) = F(©)(z - 2), (19)
com ¢e€l=int(z,z) = (min{z,z},maz{x,z}), donde
les| = [f(@) = f(@)] = [f(O)(z — 2)| < max|f(¢)l]ez]. (20)

Na prética conhece-se apenas um majorante de e,. Se for n esse majorante, tem-se
e <Snei-n<z<T+n

e a formula a usar serd

es] < max "(t)|n. 21
el < s (7O o)

Note que
I =int(z,%) C[F -1, 7 ()] < "(t)]-
int(2,2) € [F —m, 7 + 0] = max|f(t)] < max |f(?)
A férmula (20) diz respeito ao erro absoluto de f. Pode obter-se um majorante para o
erro relativo de f, do modo seguinte
es 1oy L6l _17] 1y 2l
107 = |57 < < max | /()| = max | /()| == 10|
Ny = e @l |f(z)|  ter (@)
As férmulas de majoracao deduzidas tém o inconveniente de exigir o conhecimento dum
majorante para a derivada f’(¢), o que pode ser dificil.




Exercicio. Suponha que estamos a trabalhar num sistema decimal com 4 digitos.
Determine um majorante do erro (absoluto) que se comete ao aproximar o valor \/x por
V%, onde & = 0.4000 x 10 é um valor aproximado de x com 3 algarismos significativos.

Resulta de (21) que

lef] < max (22)

1
telF—n,i+n) 2/t 77-

Como Z tem 3 algarismos significativos, || < 0.5 x 1072 e entao

1
er] < ——— 0.5 x 1072 ~ 0.12508 x 102.
les] < 2v/3.99

Se por exemplo z = 4.003579, tem-se
VT — V% ~0.89455 x 1073,

donde concluimos que, neste caso, a férmula (22) d4 uma estimativa do erro absoluto por
€xcesso.

Consideremos agora o seguinte problema mais geral. Suponhamos que se pretende cal-
cular o valor de f(z,y) usando os valores aproximados Z, § em vez de x, y, respectivamente.
Supondo que f; e f, sdo continuas, tem-se

fl@y) = f(&,9) + (@ = 2) (&, &) + (y — 1) [, (&, &),

onde & € int(z,Z) e & € int(y, §). Se lex| < ny e ley| <y e, por outro lado, maz|fL| < M,
e max|f,| < M, no intervalo [Z — 0y, T + 1] X [§ — 1y, § + 1], obtém-se a seguinte férmula

|ef| = |f($ay) - f(jag)‘ S Mwﬂw + Myny- (23)

A férmula acima pode ser generalizada para fungoes de n varidveis.

3.2 Propagacao dos erros nas operacoes aritméticas

E de particular importancia estudar o modo como um erro se propaga numa sequéncia
de operacoes aritméticas. Formulas para os erros nas quatro operagoes aritméticas podem
ser obtidas através de (23). Consideraremos aqui um processo alternativo para deduzir as
mesmas.

Adicgao

Sejam Z e y duas aproximacoes dos valores exactos = e y, com erros respectivos e, e e,.
Tem-se
THy=T+e,+T+e,=(T+7) + (e +ey).

O erro na soma, que denotaremos por e,,, verifica
Coty = €g T €y. (24)
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Subtraccao

De maneira andloga
€r—y = €3 — €. (25)

Multiplicagao
Neste caso tem-se

zy = (T+es) (§+e)
= TY+ Tey + Yeg + egey.

Admitindo que o produto eze, é desprezavel em relacao aos outros termos, resulta

T.Y 2 TY + Tey + yeg,

donde
ry = Tey + Yey. (26)
Divisao
Tem-se sucessivamente
T+e
Ty = ——
Y+ey
I ( 1 )
y 1+ ey/g .

Admitindo que |e,| < |§|, podemos escrever

1

1+e,/7 =1—e,/7+ (e,/7)* — (ey/7)° + -

Substituindo acima e desprezando os termos que involvem poténcias de |e,/g| superiores a
um, obtem-se a estimativa

v f e &
y g9 @
Daqui resulta
1 T
€ fy ; €r — 0 ey (27)

Note-se que as férmulas (24)-(27) dao-nos uma indicagao sobre o erro no resultado de
cada uma das operacoes aritméticas, admitindo que ndo houve arredondamento depois de
efectuada a operagao.
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Exercicio
Determine o nimero de algarismos significativos que se pode garantir para T + § como

aproximacao de x+1, sabendo que Z = 0.425 x 103 e §j = 0.326 x 103 tém os trés algarismos
significativos (despreze os erros de arredondamento).

Resulta de (24) e da definigao de algarismo significativo (com ¢ = 3) que

lea] + |ey]
(0.5 x 1072 + 0.5 x 107%) x 10?
(0.1 x 107%) x 10* = 1.

|€w+y ‘

VAN VANHVAN

Concluimos poder garantir dois algarismos significativos para
F4+§=0.751 x 10°.

As férmulas (24)-(27) dizem respeito a propagacdo dos erros nas quatro operagoes ar-
itméticas. A partir destas obtém-se as seguintes estimativas para as quantidades d;o, =
ezny/(x A y) (A designa uma operagao aritmética).

Cz+y T y
Opty = ) 28
Sl e g Er L (28)
€y x 1Y
Opy = Y ~ 0p — ) 29
0oy = Vg, 40, (30)
xy
€x/y
Opjy = —LL g, —0,. 31
/y x/y Yy ( )

Estas estimativas foram calculadas usando 7 e §j em vez de z e y (ver Nota, paragrafo 1.2).

3.3 Propagacao dos erros numa sequéncia de operacoes aritméticas

E importante compreender claramente o significado das férmulas que deduzimos na
seccao anterior. Comecamos com dois valores aproximados Z e ¢, que contém erros abso-
lutos e, e e,. Estes erros podem ser de qualquer dos trés tipos considerados na sec¢ao
1.1. Nomeadamente, T e y podem ter sido obtidos experimentalmente, contendo por isso
erros inerentes; podem ser o resultado de um processo de calculo a que esta associado um
certo erro de truncatura; podem ainda ser o resultado de operagoes aritméticas anteriores
e conter erros de arredondamento. Finalmente, T e § poderao conter uma combinacao dos
trés tipos de erros.

As férmulas (28)-(31) dao-nos uma indicacao sobre o erro no resultado de cada uma das

operagdes aritméticas, como funcoes de e g, d, e d,, admitindo que ndo houve arredonda-
mento depois de efectuada a opera¢do. Se no entanto quisermos saber como o erro deste
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resultado se propaga em ainda outras operagoes aritméticas subsequentes, teremos de adi-
cionar o erro de arredondamento explicitamente.

Exercicio
Seja v = xy + z e sejam os niimeros de virgula flutuante &, § e Z valores aproximados de
z, y e z, com erros relativos |0,|, |0,| e |0,|, respectivamente. Determine uma estimativa
do erro relativo no calculo de v, num computador com unidade de arredondamento U, e
usando os valores aproximados.

O célculo de v pode ser efectuado usando o seguinte algoritmo.

u = xy
= u+z. (32)

O computador comeca por efectuar a multiplicacao de & por 7.
Em seguida, o resultado é normalizado. Ou seja, aquilo que se obtém é um valor 4 dado
por
a = fl(zy).

Usando (30), tem-se a seguinte estimativa
(5u = 6:6 + 5y + 50.7“7"1, (33)

onde |04-r1| é 0 erro relativo de arredondamento correspondente a normalizag¢ao do produto.
Em seguida, é efectuada a adi¢ao de @ com Z e o resultado é normalizado. De modo analogo,
resulta de (28) que

u z
9, ~ o, +
"Ta4+z2 " a4z

6z + 5arr2a (34)

onde |042| € 0 erro relativo de arredondamento associado a normalizagio da soma.
Conjugando (33) e (34), obtém-se

u u z u
6xy+z = ﬂ+25m + i+ Zéy + i+ 25:4 + i+ 25(17“1"1 + 5(17‘7‘27

com |dgrr1| < U € |darr2| < U. Da equagao acima pode obter-se uma estimativa para |0y, |-
Por simplicidade de escrita, costuma-se omitir o tile. Este procedimento é usual, sempre
que for claro, pelo sentido do texto, quando nos referimos a um valor exacto ou a uma sua
aproximacao.
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