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1. Considere a seguinte equacao
x —cos(e™) =0

que tem uma e uma s6 solugao z € [0.8,1.0].

(a) Mostre que a sucessao
ZTpi1 =cos(e™™), n=0,1,2,.. (1)

converge para z, qualquer que seja xg € [0.8,1.0].
Resolugao: Comegamos por observar que

z—cos(e ?) =0<= z=cos(e” ?) <= 2z =g(?)
para g(z) := cos(e™%).
Tem-se g € C?([0.8,1.0]) com
g (z) = e Tsin(e™ ™),
g"(r) = —e “sin(e™™) — e ** cos(e”*) = —e ¥ (sin(e™") + e “cos(e?)).
Como ¢’ > 0 em [0.8,1.0], a fungéo g é crescente em [0.8,1.0], pelo que
9(0.8) < g(z) < ¢g(1.0), Vx € [0.8,1.0].

Sendo
¢(0.8) =0.900739 € [0.8,1.0],

9(1.0) = 0.933092 € [0.8,1.0],

conclui-se que g(z) € [0.8,1.0], para todo o z € [0.8,1.0], ou seja, ¢([0.8,1.0]) C [0.8,1.0].
Por outro lado, tem-se ¢” < 0 em [0.8,1.0], donde a funcao ¢’ é decrescente em [0.8, 1.0]. Relembrando
que ¢’ > 0 em [0.8,1.0], obtém-se

/ — / — / 08 _ 0195171

ou seja, L := max,e[o.8,1.0] |9 (7)] < 1.
Pelo Teorema do ponto fixo, g tem um e um s6 ponto fixo em [0.8,1.0], que como vimos é a solugao
z da equagdo, e a sucessdo (x,) converge para z, qualquer que seja xg € [0.8,1.0].

(b) Usando a sucessio (1), calcule um valor aproximado de z com erro absoluto inferior a 1072.
Resolugao: Da alinea anterior, tem-se L = 0.195171 e a férmula de majoracao do erro

L
|z — x| < ﬁ\xn —Tp_1|,n=1,2,..

fica
|z — x| < 0.2425|2, — Xp—1|, n =1,2, ...

Com zg = 0.8 obtemos
x1 = g(xo) = 0.900739,

x2 = g(z1) = 0.918602,

|2 — x| < 0.2425|z5 — 21| = 0.2425|0.918602 — 0.900739] = 0.00433178 < 102,

Assim, z ~ 0.918602 com erro absoluto inferior a 1072.



(¢) A execugao de

flx- ]1:=x-Cos[Exp[-x]1; 2)
NestList [(#-f [#]/£f° [#])&,0.8,4]

produziu o seguinte output

i.

ii.

{0.8,0.925168, 0.920854, 0.921936,0.921935}. (3)

Qual a ordem de convergéncia do método implementado em (2)? Justifique.

Resolugao: O programa corresponde ao célculo das quatro primeiras iteradas do método de
Newton para a resolugdo de f(z) =0, com f(x) := x — cos(e”?), tomando como iterada inicial
o — 0.8.

Sabemos que a sucessao gerada pelo método de Newton verifica

f 2wl 1)
we e — - 2Af()]

se f'(z) # 0. Portanto, se f”(z) # 0, o método de Newton tem convergéncia quadrdtica. Basta
entao verificar que

f'(z) =1+e Zsin(e”?) > 0,
1"(z) = —e *(sin(e %) + e #cos(e %)) < 0.

Com base no output (3), calcule uma estimativa do coeficiente assimptético de convergéncia do
método a que se refere o ponto anterior.
Resolugao: O coeficiente assimptético de convergéncia do método de Newton é dado por

1)
Re=5p0)1

Usando a aproximagao z ~ 0.918602 calculada na alinea (b) obtém-se

_1£(0.918602)]

Koo~ ———"— =0.0548424.
2|£7(0.918602)|
2. Considere o sistema linear
5 2 -1 T 4
-1 5 2 To | = | 2
-1 -1 5 T3 1

(a) Justifique que o sistema tem solugao tnica e que o método de Jacobi é convergente.

Resolugao: A matriz do sistema tem diagonal principal estritamente dominante por linhas (e por
colunas):

5 > 2] +[ - 1],
5] > | = 1]+ 2],
5] > | =1+ =1].

Logo, o sistema tem solucao tnica e o método de Jacobi é convergente, qualquer que seja a aprox-
imacao inicial considerada.

Partindo de z(9) = [0,0,0]T, efectue duas iteracoes do método de Jacobi e calcule um majorante de
lz — 2@ .

Resolugao: Comegamos por escrever

Sr1+2x9 —x3 =4 1 = 0.8 — 0.4z9 + 0.223
—x1 + 0510+ 223 =2 <— To =044 0.2x1 — 0.4x3
-1 — X2 + 51’3 =1 T3 — 0.2+ 021’1 + 021‘2



O método de Jacobi fica
1:50) =0, x§0> =0, xéo) =0,
2" = 0.8 — 0420 + 0.220",
2 = 0.4 4 0.2 — 0.320",
2 = 024020 402250, n=0,1,..
e as duas primeiras iteracoes sao
M =10.8,0.4,0.2]T,
@ =10.68,0.48,0.44] 7.

Um majorante de ||z — 2(?)||o pode ser obtido pela férmula de erro

1€l
lz — 2o <
1= [|Cleo

||x(2) _ ﬂ,;(1)||Om

onde C' é a matriz de iteracdo do método de Jacobi, ou seja,

0 -04 0.2
0.2 0.2 0
Tem-se
[Clloc = 0.6
2 — 20| = [[~0.12,0.08,0.24)7 |
donde

|z — 2?0 < 0.36.
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Justifique todas as respostas

1. Considere a equacgao
z? —logz — 2 =0.

que tem uma solugdo z € [1.54, 1.6].

(a) A execugdo de
NestList [((Log[#]1+2)/#)&,1.6,7]

produziu o seguinte output:
{1.6,1.54375,1.57682,1.55719, 1.56877,1.56192, 1.56597, 1.56357 }

Com base neste resultado, obtenha um majorante do erro |z — 1.56357|.
Resolugao: Trata-se da implementagao do método do ponto fixo

o = 1.6

1 n)+2
T+l = %, n=20,1,..

(Sﬂ) — log(z)+2

e do cédlculo das sete primeiras iteradas deste método. Sendo G , tem-se que z é ponto

fixo de G pois
_ log(z) +2

22 —logz—2=0<=2>=logz+2 <= 2=
z

Do output conclui-se que 1.56357 = x7.
Sabemos que as iteradas do método do ponto fixo satisfazem

|z —x,| < |€y — Tp_1], n=1,2,..

L
—1-L

com L := max,e[1.54,1.6] |G'(x)|. Neste caso,

log(x) + 1
¢(a) = BT

E facil ver que G < 0 em [1.54,1.6]. Além disso, como G” > 0 em [1.54,1.6], a funcdo G’ é crescente
em [1.54,1.6]. Assim, |G'| = —G’ é decrescente em [1.54,1.6] e tem-se

L:= max |G'(z)=|G'(1.54)] = 0.60372.
z€[1.54,1.6]

Atendendo a que xg = 1.56597, vem

0.60372

156357 = |z — 47| < _ 060372
E |=lz -l < 1—0.60372

w7 — ag] 11.56357 — 1.56597| = 0.00365632.

L
1-L



(b) Utilizando um método com convergéncia quadratica, obtenha um valor aproximado de z, efectuando
duas iteragoes a partir de o = 1.5.

Resolugao: Seja f(x) := 22 —logz — 2. A funcao f é de classe C? e tem-se

) = 90
f(x)—2x—x,

f(x)y=2+ %

Como

1. f(1.5)f(1.6) < 0O;

2. f"(x) >0, Vz € [1.5,1.6];

3. f'(z) #0, Vz € [1.5,1.6], pois f'(z) =0 22— L =0& 222 -1 =0« z = +/2/2 = £0.707107;
4. |f(1.5)/f(1.5)] < 0.1 e |f(1.6)/f(1.6)| < 0.1

conclui-se que o método de Newton

an:xn_f’(x ),n:O,l,...
n

converge quadraticamente para z e tem convergéncia quadratica. Tomando zy = 1.5 obtém-se
x1 = 1.56663,
xo = 1.56446.

(c) Poderia usar o método do ponto fixo com funcio iteradora g(x) = exp(x? — 2) para aproximar z?
Resolugao: Comecamos por verificar que z é ponto fixo de g. De facto,

22 —logz —2=0<«=logz =22 -2 <= 2z = exp(z? — 2) <= 2z = g(2).
Tem-se ¢'(r) = 2z exp(x? — 2) > 0, para todo o = € [1.54,1.6], e g’ é crescente em [1.54,1.6]. Logo
19’ (2)] = ¢'(z) = ¢'(1.54) = 4.46616.

Como |¢'(z)| > 1 o método do ponto fixo com funcao iteradora g ndo converge para z.
2. Pretende-se aplicar o método numérico
20 =2 20 =15 20 =15 22=1
" = 140.25 (a8 + 2l + "),
2§ = 05+0.25 (o + 2" +2(V), (@)

2§ = 0.25+0.25 (2" + 2" + 2fV),

2D = 0.25 (xgm +a5" + :ré")) ;o n=0,1,..

ao sistema linear
4 -1 -1 -1 T
-1 4 -1 -1 To
-1 -1 4 -1 T3
-1 -1 -1 4 T4

O~ N

(a) Pode-se garantir a convergéncia do método (4) para a solugdo do sistema?

Resolugao: Trata-se do método de Jacobi. A matriz do sistema tem diagonal principal estritamente
dominante pois
[4] > =1+ | =1+ ]-1],

para todas as linhas e todas as colunas. Logo, o método de Jacobi é convergente.



(b) Efectue duas iteracoes do método (4) e calcule um majorante de ||z — z(?||;.
Resolugao: As duas primeiras iteradas do método de Jacobi sao

=M =1[2,1.625,1.375,1.25]7,
= =[2.0625,1.65625,1.46875,1.25]T .

A matriz de iteracdo do método de Jacobi neste caso é

0 025 025 0.25
025 0 025 0.25
025 025 0 025
025 025 025 O

C:

pelo que ||C||; = 0.75. Um majorante de ||z — 2(?||; pode ser calculado a partir de

c
Iz = 2@y < -l — 2Ol

e como [|z?) — 2M||; = ][0.0625,0.03125,0.09375, 0] || obtém-se

0.75
— 2@, < —2_0.1875 = 0.5626.
lr =2k < 7575
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Justifique todas as respostas.
1. A equacao
0.75 4+ = = exp(—2?)
tem uma unica raiz, z, que pertence ao intervalo [0, 0.5].

(a) Mostre que o método da secante converge para z, quaisquer que sejam as aproximagoes iniciais
escolhidas no intervalo [0, 0.5].

Resolucao: A equagao é equivalente a f(z) = 0, com f(x) := 0.75 +x — exp(—2z?). A funcio f é de
classe C? no intervalo [0,0.5] e tem-se

f'(z) =1+ 2z exp(—2z?),
f(x) = 2(1 — 22?) exp(—z?).

Atendendo a que

1. f(0)f(0.5) = (—0.25)0.471199 < 0;

2. f'(z) >0, Vx € [0,0.5];

3. f'(x) >0, Vx € [0,0.5], pois (1 —2z%) > 0, se z € [0,0.5];

4. [£(0)/f(0)] =0.25 < 0.5 e | f(0.5)/f/(0.5)] = 0.264897 < 0.5;

o método da secante converge para z quaisquer que sejam x_1, g € [0,0.5].
(b) Calcule duas iteragbes do método da secante para aproximar z.

Resolucao: Tomando x_1 =0 e x¢g = 0.5, de

Tp — Tp—1

f(@n) = f(@n-1)

Tpg1 = Ty — f(2n) ,n=0,1,...

obtém-se
z1 = 0.173322,

T2 = 0.2029995.

(¢) Mostre que o método iterativo
Tpy1 =exp(—22) —0.75, n=0,1,..

converge para z, qualquer que seja xy no intervalo [0, 0.5].
Resolugao: Comegamos por notar que

0.75 + x = exp(—2?) <= x = exp(—2?) — 0.75
ou seja, z é ponto fixo de G(z) := exp(—z?) — 0.75. Esta fungao é de classe C* em [0, 0.5] com
G'(z) = —2z exp(—2?).
Como G é decrescente em [0,0.5] e

G(0) = 0.25 € [0,0.5],
G(0.5) = 0.0288008 € [0, 0.5]

tem-se G(z) € [0, 0.5], para todo o x € [0,0.5], o que significa que G([0,0.5]) C [0,0.5].



Sendo
G (x) = —2exp(—2?) + 4a% exp(—2?) = (4a® — 2) exp(—2?) < 0, Vzx € [0,0.5],

a funcdo G’ é decrescente em [0,0.5]. Além disso, G’ < 0 em [0,0.5], pelo que |G'| = -G’ e |G'| é
crescente em [0, 0.5]. Consequentemente

G'(z)| = G'(z)| = |G'(0.5)| = 0.778801
zéi[%%fs]' ()] ZEH[%%%]I (z)] = |G'(0.5)] ;

ou seja L 1= maxge[o,0.5) |G'(x)] < 1.

Pelo Teorema do ponto fixo, 0 método do ponto fixo dado converge para z, qualquer que seja zy €
[0,0.5].

(d) A execucdo no Mathematica de
NestList[(Exp[—#"2] — 0.75)&, 0.5, 7]
produziu o seguinte output

{0.5,0.0288008, 0.249171, 0.189802, 0.214616, 0.204984, 0.208852, 0.207319}.

Usando este resultado, calcule um majorante do erro |z — z7|.

Resolugao: O programa calcula as sete primeiras iteradas do método do ponto fixo dado na alinea
(¢), com iterada inicial xg = 0.5. Pelo output temos

27 = 0.207319,
26 = 0.208852.

A férmula de majoracdo do erro
L
|z —xn| < ﬁ\xn —Zp_1|,n=0,1,...

comn =7e L =0.7783801 (obtido na alinea anterior) fornece

0.778801

_ < v
|z =27l < T 7mRs01

[0.207319 — 0.208852] = 0.00539741.
(e) i. Mostre que z é ponto fixo da fungao g(z) = 2exp(—2?) — z — 1.5.
Resolugao: Basta ver que
0.75 + = = exp(—2?) <= 1.5 + 22 = 2exp(—2?) <= = = 2exp(—z?) — x — 1.5,

donde z ¢ ponto fixo de g.

ii. O método iterativo
Tpy1 = 2exp(—22) =z, — 1.5 n=0,1,..

pode ser usado para aproximar z?
Resolugao: Tem-se ¢'(z) = —4xexp(—2%) — 1 e como z é positivo,

|9/ ()| = 4zexp(—2%) +1 > 1.

Entao o método do ponto fixo com funcao iteradora g nao pode ser usado para aproximar z.

2. Sejam
2 -1 0 0 1 0 0 0 2 -1 0 0
| -1 2 -1 0 | -1/2 1 0 0 10 32 -1 0
A= o -1 2 -1 L= 0 -2/3 1 0 U= 0 0 4/3 -1
0 o0 -1 2 0 0 -3/4 1 0 0 0 5/4



(a) Verifique que L e U resultam da factorizagao de Doolittle de A.

Resolugao: Como L é triangular superior com diagonal principal unitaria, U é triangular superior

€
0 0 0 2 -1 0 0 2 -1 0 0
121 0 0 032 -1 0 | | -1 2 -1 0|
Lu = -2/3 1 0 000 43 -1 | |0 -1 2 —1 |4
0 0 —3/4 1 0 0 0 5/4 0 0 -1 2

conclui-se que L e U resultam da factorizagao de Doolittle de A.

(b) Usando essa factorizacao, resolva o sistema Az = b, em que
b; =sin(ir/2), i=1,2,3,4.
Resolugao: Comegamos por ver que
b=1[1,0,-1,0]%.

Tendo em conta a factorizagao de A = LU, a resolugao do sistema faz-se do seguinte modo

Ly=1b
Ar = b <
Uz =y.
Ora .
1 2 1
Ly—b<:>y— [1727_37_2:|
e

2 1 4 2%
5 5 5 5| °

Uzy<:>x{



