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1 Conceitos Basicos da Teoria dos Erros

1.1 Introducao

Neste curso de Analise Numérica, vamos estudar métodos que permitem resolver problemas
cientificos usando um computador. Podemos considerar trés fases distintas no processo de
resolucao. A primeira fase consiste em expressar matematicamente o problema cientifico.
Obtem-se assim um modelo mateméatico, que podemos definir como sendo uma expressao
matematica que relaciona grandezas (fisicas, de engenharia, de economia, etc). Um exemplo
dum modelo matematico sera a expressao da segunda lei de Newton do movimento

d2

mﬁx(t) = F(t) (1.1)

que relaciona a posi¢ao, num instante ¢, dum corpo com massa m, com uma forca aplicada F.

Depois de obtido o modelo matematico, a sequnda fase consiste em escolher métodos
numéricos que permitam obter, de forma eficiente, uma solucao aproximada do problema
em questao. A eficiéncia do método depende nao s6 da precisao que nos pode garantir, mas
também da facilidade com que pode ser implementado. Os métodos numéricos que aqui
consideraremos serao expressos na forma de um algoritmo: uma sequéncia de instrugoes de-
screvendo um nimero finito de passos que devem ser executados por uma ordem especificada.
Concentrar-nos-emos no estudo de métodos numéricos para resolver problemas no ambito
dos seguintes topicos: equacoes nao lineares, sistemas de equagoes lineares, interpolagao,
aproximagao de fungoes no sentido dos minimos quadrados e integracao. Por exemplo, em
relagdo a equagao (1), é possivel aproximar z(t), usando técnicas de integra¢ao numérica que
mais tarde descreveremos.

A terceira e ultima fase do processo que estamos a descrever consiste na implementacao
do algoritmo no computador. Obtemos assim uma solu¢ao numérica do problema inicial.

Problema Modelo Obtencao
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Tipos de erros num processo de calculo

Para analisar a qualidade dum resultado numérico, devemos estar cientes das possiveis
fontes de erro ao longo de todo o processo. Podemos considerar basicamente trés tipos de
erros: erros inerentes, erros do método e o erro computacional. Fazemos notar que é o efeito
do erro total, o qual engloba todos os tipos de erros originados ao longo dum processo,
que afecta a qualidade duma solucao aproximada. H& certos problemas nos quais a um
"pequeno” erro introduzido num certo passo dos calculos, corresponde um erro ”grande” na
solucao final. Um problema deste tipo diz-se mal condicionado.

Erros inerentes

Em geral, o modelo matematico nao traduz exactamente a realidade. A fim de se con-
seguir um modelo que nao seja demasiado complicado e dificil de tratar matematicamente,
¢ muitas vezes necessario impor certas restricoes idealistas. Os dados e parametros dum
problema sao muitas vezes resultados de medigoes experimentais e, portanto, afectados de
alguma incerteza.

Podemos também mencionar a impossibilidade de representar exactamente certas con-
stantes matemadticas (por exemplo teremos de substituir = por 3.1416 ou 3.141593, etc.).

Erros do método

Uma outra classe de erros resulta do uso de férmulas que nos dao valores aproximados e
nao exactos. Por exemplo, consideremos a série de MacLaurin para representar e

. z? "
e :1+x+7++7+..
2! n!
Se quisermos aproximar o valor e, onde o é um nimero real, teremos de nos limitar a usar
um numero finito de termos da série

2 Oék

ot ot
T Kl
O erro que cometemos é chamado erro de truncatura e corresponde neste exemplo ao resto
de ordem k da série.

Erro computacional

O erro computacional é devido ao facto de o computador usar apenas um numero finito
de digitos para representar os numeros reais. A maioria dos nimeros e dos resultados de
operagoes aritméticas nao podem ser representados exactamente no computador. Sao assim
originados os erros de arredondamento. Na seccao seguinte consideraremos este tépico em
maior detalhe.



1.2 Erro absoluto e erro relativo

Seja x o valor exacto duma grandeza real e seja & uma aproximacao de x, ou seja r =~ T.
Designa-se por e,

€r =2 —1T (1.2)
o erro de T em relagao a x. Ao valor |e,| chama-se erro absoluto de Z. Se x # 0, denota-se
por J,

5, = (1.3)

e chama-se a |d,| o erro relativo de & .

Ao produto 100 |0, | expresso em percentagem chama-se percentagem de erro.

NOTA Atendendo a que

r—x .
T 1—-96,
com ¢, suficientemente pequeno, usa-se na pratica
T —1a
51‘ = ~
x

0 que equivale a desprezar os termos de ordem superior a um no desenvolvimento acima.

Observamos que o erro absoluto pode nao ser de grande utilidade para informar sobre a
qualidade duma aproximacao, se nao se souber a ordem de grandeza da quantidade a medir.
Basta dizer que um erro de um metro na medicao da distancia da Terra a Saturno seria
Optimo, mas se um cirurgiao cometesse um erro dessa ordem ao fazer uma incisao seria um
desastre possivelmente até fatal ! Incluimos ainda seguinte exemplo.

Exemplo 1.1 Consideremos os numeros x = 1/3 ey = 1/3000, e as aproximacioes T =
0.3333 e y = 0.0003. Tem-se que T e § sao valores aprorimados de x e y respectivamente,
com o mesmo erro e, = e, = 0.0000333---. Porém a percentagem de erro em T € 0.01% e
a percentagem de erro em y € 10%.

1.3 Representagao dos niimeros no computador
1.3.1 Bases

A base decimal é aquela com que estamos mais familiarizados. Todo o nimero inteiro se
pode representar como uma combinagao linear de poténcias de 10, com coeficientes variando
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entre 0 e 9. Por exemplo, o niimero 415 pode-se escrever na forma
415 = 400+10+5
4x10%+1x 10" +5 x 10,

o que se representa simbolicamente por (4 1 5)19 (na pratica omite-se o 10). De modo geral,
usa-se a notagao

0 (binbm—1 -+ bibo)10
para representar o valor (inteiro)
0 (b 10™ + by 10™ 7 4 -+ 510" 4 bp10°),
como€{+,-}e0<b <9, b,#0.

Os numeros fraccionarios podem ser representados na base 10, usando o ponto decimal.
Um nimero entre 0 e 1 pode ser escrito na forma

(O'alajz “ .. an .. .)10
que representa o valor

CL110*1 + a210*2 4. 4 an_llofnJrl + anlo’" T

Finalmente, um numero real qualquer nao nulo pode ser representado no sistema decimal
por
U(bmbm—l - bibg.arag - ap - ')10

Por exemplo, 12.34 representa

1x10'+2x10°+3x107' +4 x 1072

Outras bases, tais como 2, 12, 20 e 60 foram usadas por civilizacoes anteriores para
representacao dos nimeros. De modo geral, um nimero real X # 0 pode ser representado
numa base (3 por

X = 0(b B b1 S b B by an S anB 4 a1 G an BT ),
ou, simbolicamente, por
U(bmbm—l ce blbO-ala'Q e Q1 )57

onde os b;, a; sao inteiros compreendidos entre 0 e G — 1.

Exemplo 1.2

(101)y representa 1x22+1x2°=5
(1100)y representa 1 x 2% +1 x 22 =12
(0.101)y representa 1 x 27" +1x 27 =0.625
(0.000110011--+)o representa 0.1



1.3.2 Sistemas de virgula flutuante

Num computador, os niimeros reais sao em geral representados em virgula flutuante na base
(8 = 2. Outras bases usadas por computadores sao f = 8 e f = 16. De modo geral, um
numero de virgula flutuante na base # e com n digitos é um nimero que pode ser escrito na
forma

r=0 (O.a1a2 .- 'an)g X ﬁt, o€ {+, —}, (14)
onde 0<a; <f—-1,1=1,2,---,n,t; <t <ty sendo t,t; e ty inteiros.

A 0.aias - - - a, chama-se mantissa ou parte fracciondria e a t o expoente. Se a; # 0, o
nuamero diz-se normalizado. No que se segue consideraremos apenas nimeros normalizados.

Usa-se a notacao VF(f3, n, t1, t2) para designar o conjunto de nimeros da forma (1.4) e
ainda o nimero x = 0.

1.3.3 Arredondamentos

Definiremos duas regras para representar niimeros reais no computador.
Consideremos o numero real
r=0(0.a1a3 - Apany1--)g X 3, (1.5)
onde a; # 0 e § é uma base par.

Para representar este numero em virgula flutuante com n digitos, podemos simplesmente
desprezar os digitos a,y1a,49--- Este processo é conhecido por arredondamento por corte.
O numero x passa a ser representado por

fl(z) =0 (0.ayaz- - a,)s x 3" (1.6)

Um outro modo de representar x em virgula flutuante é usando o chamado arredonda-
mento simétrico. Se 0 < a,41 < (3/2, procede-se como no arredondamento por corte. Se
B/2 < ani1 < B soma-se 37" ao numero (0.ajas - - - a,)s € normaliza-se. Note-se que, neste
caso, pode haver mudanga nos digitos e no expoente (ver terceiro exemplo a seguir).

Resumindo, no arredondamento simétrico

fl(z) = o(0.aiag---ay)g x B 0<any < /2 (1.7)
fltz) = fl(o((0araz--an)s+87) x B')  B/2< any < B, (1.8)



Exemplo 1.3 Suponhamos 3 =10 e n =2

2 { 0.67 x 10° arred. simétrico
3

1i(3) = 0.66 x 10° arred. por corte

—0.84 x 10® arred. simétrico
fi(=838) = { —0.83 x 10® arred. por corte

0.10 x 10® arred. simétrico
F1(99.5) = { 0.99 x 10®> arred. por corte

1.3.4 Erros de arredondamento

O erro de arredondamento introduzido quando z é substituido pelo seu representante fl(x)
¢ a diferenga x — fl(x). Consideremos primeiramente o caso dum sistema decimal.

Seja x = o(0.a1az -+ - Apapy -+ -) X 10, e suponhamos que fI(x) é obtido por arredonda-
mento simétrico.

Seja a,+1 > 5. Usando (1.8), tem-se

lz — fl(x)] = [(0.a1- " apanyr--+) X 10" = ((0.a1 - -~ a,) + (0.0---01)) x 107
= [((0.0-+-0ay11Gni2--+) —107") x 107
= [((0.an41ani2---) —1) x 107"

< 0.5x 107",

Se a,41 < b, resulta de (1.7)

|z — fl(z)] = [(0.ay- - apangr---) x 10" — (0.ay - - - a,) x 107
(00 ce Oan+1an+2 . ) X 10t
= (O.an+1an+2 .. ) x 107" x 10t

< 0.5 x 107",

Em qualquer dos casos, tem-se o seguinte majorante do erro absoluto de arredondamento
simétrico
|z — fl(x)] < 0.5 x 10" (1.9)



Para obter um majorante do erro relativo, notemos que a; # 0 implica |z| > 0.1 x 10"
Entao

|z — fl(x)] < 0.5 x 10"

’ S oixior — 0% 107" = 0.5 x 10" (1.10)
T .

De modo analogo se prova que, no caso de arredondamento por corte,

|z — fl(z)] < 107" (1.11)
|$_|£|l(x)| < 10t (1.12)

A analise efectuada para um sistema VF decimal estende-se ao caso duma base 3 par.
Seja x um nimero da forma (1.33). No caso de arredondamento por corte, tem-se

lz— fl(x)] < B (1.13)
’x_éf(x)’ < g (1.14)

No caso de arredondamento simétrico, obtém-se

|z — fl(x)] < (1/2) B (1.15)
|x_’£‘l(x)| < (1/2) g (1.16)

E interessante notar que nenhum dos majorantes dos erros relativos depende de x, mas
apenas da base (3, do nimero de digitos n usado pelo computador e, é claro, do processo de
arredondamento utilizado.

Dado um sistema VF(3, n, t1, t3), define-se

U — g arred. por corte
| (1/2) Bt arred. simétrico.

A U chama-se unidade de arredondamento do sistema.

Assim, se fl(x) é a representagdo em VF dum nidmero real z, o seu erro relativo nao
excede U. E por isso fundamental conhecer a unidade de arredondamento do sistema de
virgula flutuante do computador que se usa.

Exemplo 1.4 Num computador com o sistema VF(16,6,-64,63), a unidade de arredonda-
mento simétrico €

(1/2)16'7% ~ 0.476837 x 107",



1.3.5 Algarismos significativos

Finalizamos esta sec¢ao com o conceito de algarismo significativo. Seja
=0 (0.a1as - ay,) x 10°

uma aproximagao de = pertencente a VF (10, n, t1, to).

Definicao 1.1 Diz-se que o algarismo a; de T € significativo se

1 )
leg| = v — 7| < 510t—’. (1.17)

Concluimos que se
1
les| = |z — 2] < 510*”, (1.18)

os n algarismos de I sao significativos.

Exercicio
Em virgula flutuante com 4 digitos, sejam x = 0.4537 x 10* e Z = 0.4501 x 10%. Determine
o nimero de algarismos significativos de T.

Tem-se que
le.] = 0.0036 x 10* = (0.36 x 1072) x 10*,

logo verifica-se (1.17) com ¢ = 1,2. Como além disso
les| > (0.5 x 107%) x 10%,

apenas os algarismos 4 e 5 de Z sao significativos.

1.4 Propagacao de erros

Uma questao importante em Analise Numérica é a do modo como um erro num certo
passo dos célculos se vai propagar. Interessa-nos saber se o efeito desse erro se tornara maior
ou menor, a medida que vao sendo efectuadas as restantes operacoes.



1.4.1 Calculo de valores funcionais usando dados com erros

Seja f : D C R — R e seja £ uma aproximacao de x que verifica x = ¥ 4 e,. Se pre-
tendemos calcular o valor de f(z) mas apenas conhecemos Z, entao aproximamos f(x) por
f(z). Em geral, f(&) nao coincidird com f(z). Por analogia com as defini¢oes da Seccao 1.2,
designa-se por e; = f(x) — f(Z) o erro de f(Z). Admitindo que todas as operagdes indicadas
na expressao de f podem ser efectuadas exactamente, vamos determinar um limite superior
para o erro absoluto |ef| = | f(x)— f(Z)|. Teremos, assim, uma indicacao do efeito do erro e,.

Se f'(z) existe e é continua, tem-se, pelo Teorema do valor médio

f(@) = f(@) = [z — 1), (1.19)
com §€l=int(x,z) = (min{z,z},max{x,z}), donde
lesl = [f(z) = F(@)] = [f () — 2)| < max|f(¢)]|es]. (1.20)

Na prética conhece-se apenas um majorante de e,. Se for n esse majorante, tem-se
les] <nert-—n<z<i+n

e a férmula a usar serd

er] < max "(t)|n. 1.21
el < ,_max | (Ol (1.21)

Note que

I =int(z.7) C |7 —n. & = ') < ‘().
int(z, ) C [T —n, T +n] = max|f'(t) _te[gﬁgﬂ}!f( )|

A férmula (1.20) diz respeito ao erro absoluto de f. Pode obter-se um majorante para o
erro relativo de f, do modo seguinte

||

|/ ()

_ e oy leel 2l :

0|

As féormulas de majoracao deduzidas tém o inconveniente de exigir o conhecimento dum
majorante para a derivada f’(t), o que pode ser dificil.

Exercicio. Suponha que estamos a trabalhar num sistema decimal com 4 digitos. De-
termine um majorante do erro (absoluto) que se comete ao aproximar o valor \/x por V7,
onde ¥ = 0.4000 x 10 é um valor aproximado de x com 3 algarismos significativos.

Resulta de (1.21) que

1
erl < max ——= 1. 1.22
s < s o (1.22)
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Como 7 tem 3 algarismos significativos, || < 0.5 x 1072 e entao

1
er] < ——— 0.5 x 1072 ~ 0.12508 x 1072,
les] < 2v/3.995

Se por exemplo z = 4.003579, tem-se
VT — VT ~0.89455 x 1073,

donde concluimos que, neste caso, a férmula (1.22) d4 uma estimativa do erro absoluto por
excesso.

Consideremos agora o seguinte problema mais geral, de uma funcao de 2 variaveis. Supon-
hamos que se pretende calcular o valor de f(x,y) usando os valores aproximados Z, § em vez
de z,y, respectivamente. Supondo que f; e f, sdo continuas, tem-se

flay) = f(Z.9) + (@ = ) [2(&, &) + (y = §) (&, &),

onde & € int(x,T) e & € int(y, 7). Se |ey| < n, e |ey| < ny e, por outro lado, max|fl| < M,
e maz|f,| < M, no intervalo [T — 1, T + 1,] X [§ — 1y, ¥ + 1], obtém-se a seguinte formula

|€f| = |f(z,y) = f(7,9)] < My, + Myn,. (1.23)

A férmula acima pode ser generalizada para fungoes de n variaveis.

1.4.2 Propagacao dos erros ao efectuar uma operagao aritmética

E de particular importancia estudar o modo como um erro se propaga numa sequéncia de
operacoes aritméticas. Férmulas para os erros nas quatro operagoes aritméticas podem ser
obtidas através de (1.23). Consideraremos aqui um processo alternativo para deduzir as
mesmas.

Adigao

Sejam 7 e y duas aproximagoes dos valores exactos x e y, com erros respectivos e, e e,.
Tem-se

r+y==T+e,+7+e,=(@+7) + (ex+ey).

O erro na soma, que denotaremos por e,,, verifica

Caty = €z + €. (1.24)
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Subtraccao

De maneira analoga

Cay = €5 — €y. (1.25)
Multiplicacao
Neste caso tem-se
ry = (IT+e) (+e)
= Ty + Tey + ye, + egey.
Admitindo que o produto eze, é desprezavel em relacao aos outros termos, resulta
T.Y >~ TY + Te, + ye,,
donde
€ry = Tey + ey (1.26)
Divisao

Tem-se sucessivamente

/ T+ e,
x = —
Y y+ey
T+ e, 1
= —( -).
g 1+e/y

Admitindo que |e,| < |g|, podemos escrever

1

The,y Lallt (e /)% — (e, /5)° + -

Substituindo acima e desprezando os termos que involvem poténcias de |e, /y| superiores a
um, obtem-se a estimativa

T T ey T
v @
Daqui resulta .
! e, (1.27)

e:p gfex_f
v ()2

Note-se que as férmulas (1.24)-(1.27) dao-nos uma indica¢do sobre o erro no resultado
de cada uma das operacoes aritméticas, admitindo que nao houve arredondamento depois de

efectuada a operacao.
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Exercicio
Determine o nuimero de algarismos significativos que se pode garantir para T +  como

aproximacao de x + 1, sabendo que & = 0.425 x 10% e § = 0.326 x 103 tém os trés algarismos
significativos (despreze os erros de arredondamento).

Resulta de (1.24) e da definigao de algarismo significativo (com ¢t = 3) que

‘em+y| < ‘ew|‘k|6y|
< (0.5%x107°+0.5 x 107%) x 10°
< (0.1 x107%) x 10* = 1.

Concluimos poder garantir dois algarismos significativos para
T4 7§ =0.751 x 10°.

As férmulas (1.24)-(1.27) dizem respeito a propagacao dos erros nas quatro operagoes ar-
itméticas. A partir destas obtém-se as seguintes estimativas para as quantidades d,, =
exny/(x Ay) (A designa uma operagao aritmética).

€x+y ~

¥
Opty = ~—— f,+—— 0 1.28
i r+y T4+ +ery Y (1.28)
€q x ]
Opy = Y~ 0y — ) 1.29
! r—y I-—7 i—-g "’ (1.29)
0oy = 2V g, 40, (1.30)
Ty
Cz/y
6y = Vs 5, 1.31
/Yy iL‘/y Y ( )

Estas estimativas foram calculadas usando 7 e § em vez de x e y (ver Nota, pardgrafo 1.2).

1.4.3 Propagacao dos erros numa sequéncia de operagoes aritméticas

E importante compreender claramente o significado das férmulas que deduzimos na seccao
anterior. Comecamos com dois valores aproximados Z e ¢, que contém erros absolutos e, e
ey. Estes erros podem ser de qualquer dos trés tipos considerados na seccao 1.1. Nomeada-
mente, T e y podem ter sido obtidos experimentalmente, contendo por isso erros inerentes;
podem ser o resultado de um processo de célculo a que esta associado um certo erro de
truncatura; podem ainda ser o resultado de operacoes aritméticas anteriores e conter erros
de arredondamento. Finalmente, ¥ e y poderao conter uma combinacao dos trés tipos de
erros.

12



As férmulas (1.28)-(1.31) dao-nos uma indicagao sobre o erro no resultado de cada uma
das operagoes aritméticas, como funcoes de 7 e g, d, e d,, admitindo que ndo houve arredonda-
mento depois de efectuada a operagdo. Se no entanto quisermos saber como o erro deste re-
sultado se propaga em ainda outras operagoes aritméticas subsequentes, teremos de adicionar
o erro de arredondamento explicitamente.

Exercicio
Seja v = xy+ z e sejam os nimeros de virgula flutuante T, § e Z valores aproximados de x, y
e z, com erros relativos |0,|, |0,] e |0,|, respectivamente. Determine uma estimativa do erro
relativo no calculo de v, num computador com unidade de arredondamento U, e usando os
valores aproximados.

O célculo de v pode ser efectuado usando o seguinte algoritmo.

u = zy
= u+z. (1.32)

O computador comega por efectuar a multiplicagao de x por 3.

Em seguida, o resultado é normalizado. Ou seja, aquilo que se obtém é um valor 4 dado
por
u= fl(zy).

Usando (1.30), tem-se a seguinte estimativa
Oy =2 65 + 6y + Oarr1s (1.33)

onde |04-1] € 0 erro relativo de arredondamento correspondente a normalizagao do produto.
Em seguida, é efectuada a adicao de % com Z e o resultado é normalizado. De modo analogo,
resulta de (1.28) que

U z
—— 0y + ——
u—+z u—+z

0y 0, + darro, (1.34)

onde |04r2] € 0 erro relativo de arredondamento associado a normalizacao da soma.

Conjugando (33) e (34), obtém-se

V4 u
5 + 6arr1 + 6arr27

Oy + ——0, + ——
U+ z U+ z

~ ~YT
u-+z

U
Opytr = 0y +
+z — ~ 3
Y a4z
com [0grr1| < U € |darra] < U. Da equagao acima pode obter-se uma estimativa para |0z,+ 5.
Por simplicidade de escrita, costuma-se omitir o tile. Este procedimento é usual, sempre
que for claro, pelo sentido do texto, quando nos referimos a um valor exacto ou a uma sua

aproximacao.
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1.5 Condicionamento e estabilidade
1.5.1 Condicionamento

Devido a arredondamentos, medig¢oes inexactas, etc, os dados e parametros de um problema
estao em geral afectados de erros. E de todo o interesse saber em que medida esses erros
podem afectar a solugcao do problema.

O condicionamento de um problema diz respeito a sua sensibilidade a pequenas variacoes
nos dados.

Exemplo 1.5 Consideremos o sistema de equacoes lineares

1 N 1 4
20 1 a1 2T a0
1 1 43
com solu¢ao exacta x1 = x9 = 1.
Tem-se ] ] ]
— =0.05 — =0.0476190... — = 0.0454545...
20 21 22
e
41 43
— =0. 1... — =0.
190 0.0976 160 0.0930736
Consideremos ainda o sistema
0.0500 z; +0.0476 Zo = 0.0976
0.0476 2, +0.0454 zo = 0.0931 (1.36)

Verificamos que os coeficientes e os termos independentes do sistema (1.36) sdo aprox-
imagoes dos correspondentes coeficientes e termos independentes do sistema (3.7) com erros
absolutos nao excedendo 0.5 x 10™* e erros relativos nao excedendo 0.5 x 1073, Ou seja,
houve pequenas variagdes nos dados do problema (3.7).

Contudo, a solugao exacta do sistema (1.36) é Z; = —0.1226415..., T = 2.1792452...

Calculando os erros relativos de 7, o, obtém-se
Opy = lz1 = 3] ~ 1.123 = 112% de erro

|5L“1|
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|2y — Ty

Oy = ~ 1.18 = 118% de erro

|22
Ou seja, uma pequena mudanca relativa nos dados correspondeu uma grande mudanca rel-
ativa na solucao.

Um problema cuja solucao é muito sensivel a variacoes ou mudancas nos dados e parametros
diz-se mal condicionado. Um problema diz-se bem condicionado se pequenas variagoes nos
dados e parametros produzem sempre pequenas variacoes na solugao.

Temos entdo que o sistema (3.7) é um sistema mal condicionado.

Exemplo 1.6 Consideremos o polinomio

p(z) =(r—1)(z—2)(x—3) - (z — 19)(x — 20) (1.37)

O polinémio p tem por raizes 1,2,3,...,20 e é da forma
p(z) = 2 + ayg 2 +ag 2 4+ -+ ao.
Suponhamos que o coeficiente do termo em z'? é afectado por uma pequena mudanca 107
e seja ¢ o polinémio resultante, ou seja,
q(z) = 2% + (a9 +1077) 2" + a1 2" + - + ag
=p(z) + (1077) * 2" (1.38)
Para se obterem as raizes de ¢ utilizou-se o Mathematica (comando NSolve[q[x]==0,x]).

Obtiveram-se 10 raizes reais para ¢ (1, 2, 3, 4,5, 5.99999, 7.00026, 7.9941, 9.11225, 9.57054)
e b pares de raizes complexas conjugadas, comecando com o par:

10.9213 + 1.102374, 10.9213 — 1.10237 1, até:

20.422 + 0.999201 ¢, 20.422 — 0.999201 7, como mostra o grafico seguinte. Conclui-se que
as raizes de p sao extremamente sensiveis a variagoes nos coeficientes.

5 .

4 L

3 L

2} « ¢

1r L4 °

Y23 TS 8?8 §%011121314151617181920

-1r ° )
-2t °
-3l d °
41
-5t Raizes do polinémio ¢; nas complexas

representou-se a parte real e imaginaria
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Numero de condigao

Para alguns problemas ¢é possivel definir um "ntimero de condi¢ao”, que se utiliza como
indicador de mau-condicionamento.

Suponhamos que pretendemos calcular o valor de uma funcao f num ponto x. Poe-se a
questdo: se x for ligeiramente perturbado, qual o efeito em f(x) ¢

Se f'(z) existe e é continua, tem-se, pelo Teorema do valor médio de Lagrange

f@+h) = f(z) =h f'(§) = h f(z) (1.39)
com &€= (min{x,x+h}, max{x,x+ h}).

Designando = x + h, vem

f(@) = fz) _(-2) f'() [ f’<x>] ( - ) (1.40)

Ou seja

e L))

’f@) —J@)] |z f'@)
f(x) f(x)
ou seja, em termos dos erros relativos de f(Z) e de

Acima designdmos por condy o valor |z f'(x)/f(x)|, a que se chama numero de condicao.
A férmula (1.43) permite relacionar o erro relativo de f(Z) com o erro relativo de Z. Se
condy = 1 entdo o erro relativo de f(Z) ¢ igual ao de z. No caso dum valor superior a 1, o
erro relativo de f(Z) vem maior do o de Z. Se para certos valores de x o nimero de condi¢ao
é muito grande (=~ infinito) temos uma situacao de mau condicionamento.

Tomando mdédulos:
(1.42)

‘i—x
bl

X

Exemplo 1.7 Qual o nimero de condi¢ao para a fun¢ao f(x) = arcsin(x)?

Tem-se
z f'(x) x

f(x) V1 =22 (arcsin(z))

Para valores de = perto de 1, arcsin(z) ~ 7/2. Entao
x/(V1— a2 (arcsin(x))) ~ 2z/(m)V1 — x?

e, assim, o numero de condicao torna-se infinito a medida que x se aproxima de 1. Podemos
concluir que pequenos erros relativos em x levam a grandes erros relativos em arcsin(z),
para valores de x perto de 1.
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1.5.2 Estabilidade de um algoritmo

O conceito de estabilidade diz respeito a propagagao dos erros de arredondamento no com-
putador. Um algoritmo diz-se instdvel se a acumulacao de erros de arredondamento afecta
significativamente o resultado final. Um algoritmo estdvel produz sempre bons resultados
(com problemas bem condicionados).

Exemplo 1.8 Consideremos a sucessao

- ()n n>0 (1.44)

Algoritmo instavel

Uma maneira de gerar os termos da sucessao (1.44) é usar a seguinte férmula de recorréncia

1
Ty = ]_, T = g
0 (1.45)
Tpny1 = ?xn — Tn—-1, n > 1.

Verifica-se facilmente, por indugao, que esta relagao de recorréncia gera a sucessao (1.44).
Com efeito, para n = 0 e n = 1 (1.44) verifica-se. Supondo que (1.44) é vélida para n < m,

tem-se
10 10(1)m (1)"“
T = —Tm—Tm—1=—7\z) — |3
+ 3 173 \3 3
- () [5G
- \3 9 - \3

A férmula (1.45) foi implementada em Mathematica e, usando aritmética de 5 e 16 digitos,
respectivamente, produziu os resultados da segunda e terceira colunas da tabela seguinte. Na
quarta coluna estao os valores exactos dos termos da sucessao. Os valores estao apresentados
com 5 digitos, depois de arredondamento simétrico.

17



n | Algor. (1.45)(5 digitos) | Algor. (1.45)(16 digitos) | valores exactos

0 |0.10000 x 10 0.10000 x 10! zo = 0.10000 x 10*

1 ]0.33333 x 10° 0.33333 x 10° r; = 0.33333 x 10°

2 [0.11110 x 10° 0.11111 x 10° ry = 0.11111 x 10°

3 10.37000 x 1071 0.37037 x 10~ x3 = 0.37037 x 107!
4 10.12230 x 1071 0.12346 x 1071 ry = 0.12346 x 107!
5 [0.37660 x 102 0.41152 x 102 x5 = 0.41152 x 1072
6 |0.32300 x 1073 0.13717 x 1072 re = 0.13717 x 1072
7 | —0.26893 x 1072 0.45725 x 1073 x7 = 0.45725 x 1073
8 | —0.92872 x 1072 0.15242 x 1073 rg = 0.15242 x 1073
9 | —0.28268 x 107" 0.50805 x 1074 z9 = 0.50805 x 107*
10 | —0.84939 x 107! 0.16935 x 1074 r19 = 0.16935 x 1074
18 | —0.5573 x 103 —0.54587 x 1078 118 = 0.25812 x 1078
30 | —0.29611 x 10° —0.42727 x 1072 T30 = 0.48569 x 10714

Note que de (1.44) se tem lim,,_.o, 2, = 0, sendo isso ilustrado na coluna 4 da tabela. Tal
nao acontece com os valores obtidos com a férmula de recorréncia (1.45), independentemente
do nimero de digitos usado nos célculos (ver colunas 2 e 3 da tabela).

Verificamos que z; foi arredondado com erro §,, < 0.5 x 10~%. Esse erro propagou-se
aos valores seguintes, alterando por completo os resultados. Por exemplo, com 5 digitos,
em vez do valor xg = 0.15242 x 1073 obteve-se —0.92872 x 1072, o que apresenta um erro
absoluto de 0.00943962 e um erro relativo de 59.9, ou seja, cerca de 6000% de erro. Usando
maior precisao nao resolve o problema, s6 que o efeito da acumulacao de erros aparece mais
a frente. Por exemplo, comparando as colunas 3 e 4, vemos que com 16 digitos os resultados
sao similares até mais tarde do que no caso de se usarem 5 digitos . Mas ja em vez de
213 = 0.25812 x 1078, obteve-se —0.54587 x 1078, a que corresponde um erro relativo de
cerca de 3, ou seja, 300% de erro. Prosseguindo, as coisas pioram e o valor —0.42727 x 102
¢ uma aproximacao para T3y com erro relativo de ~ 8.8 x 10!,

Pode-se dizer que (1.45), depois de implementado, traduziu-se num algoritmo instavel.
Algoritmo estavel

Uma outra maneira de gerar os termos z,, de (1.44) é através da férmula
ro=1, x,=1/3)zp1, n>1 (1.46)

Com base nesta féormula obtém-se um método estdvel.
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Cancelamento subtractivo

O chamado cancelamento subtractivo ocorre quando se subtraem dois nimeros muito
proéximos e traduz-se num aumento do erro relativo do resultado, o qual se podera propagar
em calculos posteriores, dando origem a instabilidade.

Exemplo 1.9

Sejam os numeros r = 0.3721478693 e y = 0.3720230572 e sejam fl(z) = 0.37215

e fl(y) = 0.37202, respectivamente, os seus representantes num sistema com 5 digitos e

arredondamento simétrico, com erros relativos dados por ¢, ~ 0.6 x 1077 e §, ~ 0.8 x 10~".
Considere-se a diferenca fi(z) — fl(y). Tem-se

Z = fl(x) — fl(y) = 0.00013 = 0.13000 x 1073
Sendo o valor exacto da diferenca z = xr — y = 0.000124812, vem que o erro relativo de z é
5. [ =) = (@) = 1))
|z —y|
o que representa um aumento sgnificativo do erro relativo em relacao aos erros das parcelas.

~ (.044

Quando presente num algoritmo, o cancelamento subtractivo pode causar instabilidade
numérica.

Exemplo 1.10

Consideremos as féormulas, matematicamente equivalentes.

f@) = o=

fle)=14+V1—-=x (1.48)
Obtiveram-se os resultados seguintes para f(z), com z préximo de zero, tendo-se usado um
programa em Mthematica e aritmética de 16 digitos.

(1.47)

T férmula(1.47) | férmula(1.48)
r=10"12 2
r = 107121 1.99982 2
r=10"1311.99274 2
r =107 1.95809 2
r=10"1]1.5012 2
x = 10711 0.45036 2

A coluna 3 da tabela mostra que (1.48) dé o valor esperado. A coluna 2 da tabela indica
instabilidade quando se usa a férmula (1.47) para se obter o valor f(x), com x préximo de
zero. Isso deve-se ao facto de haver cancelamento subtractivo causado pela subtraccao de 2
nimeros préximos de 1, no denominador da fraccao; com efeito, tem-se v ~ 0 — /1 — z ~ 1.
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2 Resolucao de equacoes nao lineares

Dada uma fungao f definida num intervalo [a,b], pretendemos determinar as raizes da
equagao f(x) = 0 (ou os zeros da funcao f), isto é, os valores z tais que f(z) = 0. Neste
capitulo estudaremos métodos para a obtencao de valores aproximados de z.

2.1 Localizacao e separacao das raizes

Primeiramente hé que determinar, para cada raiz, um intervalo que a contenha. Isso pode
ser feito recorrendo ao estudo grafico e tedrico de f. Exemplificamos em seguida.

Y
a, b, a 2 ag
- | [ ] [
C Z, J =

Analise grafica

Na andlise grafica pode-se esbogar um grafico de f ou, a partir da equagao original
f(z) =0, obter uma equacgao equivalente, para a qual seja mais facil fazer o grafico.

Exemplo 2.1 Pretende-se uma aprorimacao da raiz positiva da equacao

f(z) = (;)2 —sinz = 0. (2.1)
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Gréfico da fungao f(z) = (z/2)* —sinz

Neste caso é possivel ver pelo grafico de f que a raiz positiva de f(z) = 0 estd no intervalo
[7/2,2.0]. Na verdade, ela parece proxima de 1.9.

Exemplo 2.2 Uma outra maneira de proceder € reescrever a equagao numa forma equiva-
lente. Tem-se

@)2 Tenr =0 (g)Z = sinz <= { y = (/2)?

Yy =sinx

O grdfico sugere que a equagao f(x) = 0 tem uma raiz no intervalo [/2,2.0]; corresponde
a projecgdo, no eiro dos xx, da intersec¢ao dos grdficos das fungoes y = (x/2)* e y = sinz.

-0.51 Grificos das fungoes y = (x/2)% e
Yy =sinx
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Anadlise tedrica

Na anélise tedrica, sao usados os seguintes Teoremas, que sao corolarios, respectivamente,
do Teorema do valor intermédio para funcoes e do Teorema de Rolle.

Teorema 2.1 Seja f(x) € Cla,b]. Se f(a) x f(b) <0 entdo existe pelo menos um z €|a, b|
tal que f(z) = 0.

Teorema 2.2 Seja f(z) € Cla,b]. Se f'(x) existe e tem sinal constante em ]a, b entdo f
nao pode ter mais de um zero em |a, b|.

Para a func¢ao f(z) = (x/2)* — sinz do exemplo 2.1, tem-se f(7/2) = (72)/16 —1 < 0
e f(2) =1—sin2 > 0. Logo podemos concluir que f tem pelo menos um zero no intervalo
1=[r/2,2]. Além disso, tem-se f (z) = 2/2—cosz e f"(x) = 1/2+sinz > 0 em I. Logo f'(z)
é mondtona crescente em I e, como f'(7w/2) = /4 > 0, entdo f’ ndo se anula no intervalo I.
Conclui-se que a raiz da equagao nesse intervalo é unica.

2.2 Meétodos iterativos para equacgoes nao lineares

Escolhida uma aproximacao ”grosseira” para a raiz z, contida no intervalo obtido em I,
pretende-se melhorar essa aproximagcao utilizando um método iterativo.

Dada a aproximacao inicial zy € [a, b], um método iterativo (convergente) permite obter
sucessivas aproximacoes para z:

L1, X2,X3, Ty, """

onde lim,, .. T,, = 2z O processo para quando uma certa precisao for atingida; sao exemplo
de critérios de paragem:

1. |z, — 2z <e e dado (i)
ou
2. |flam)l <e (i)

Observacao E importante notar que os dois critérios acima nao sao equivalentes, ou
seja, que nem sempre é possivel satisfazer (i) e (ii) simultaneamente.
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2.2.1 Meétodo da bisseccao

O método da bissecgao é um dos métodos numéricos mais antigos, permitindo uma inter-
pretacao geométrica simples.

Seja f(x) continua em [a, b] com f(a)f(b) < 0 e suponhamos que z é a tnica raiz em
la, b].

Vai-se construir uma sucessao de intervalos I, contendo a raiz z, de modo que Iy, D
L DL D I3 D ...... O I;D ... e tomam-se para sucessivas aproximagoes de z 0s
pontos médios desses intervalos.

Seja Iy = [ag, by] = [a, b] o intervalo dado e seja o = a uma aproximagao inicial de z.

Toma-se para aproximacao seguinte o ponto médio do intervalo Iy, isto é, faz-se 1 =
(b+ a)/2. Em seguida analisa-se o sinal da fungao f nos pontos a,x;, b para decidir de que
lado de x; se encontra z. Suponhamos, como é o caso da figura, que f(z1) X f(a) > 0 e
que f(x1) x f(b) < 0. Entao z € [x1,b] e define-se I} = [ay,b;] = [x1,b]. O comprimento
de I; é agora (b — a)/2 e o seu ponto médio é x5 = (b; + a;)/2. Procedendo como para Iy,
suponhamos que f(aq) X f(z2) < 0eque f(x9) X f(b1) > 0. Entao z € Iy = [ag, bs] = [a1, xe,].
E o processo continua. Abaixo ilustramos esquematicamente estas ideias.
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xl:b—;—aj | = 2a

$2:b142-a1 L] b22a

x3:b2—ga2 |I3‘:b23a

o :. bk—I:"' k-1 ) b—a
2 2k

Obtiveram-se intervalos, contendo z, de amplitude cada vez mais pequena. Sao validos
0s seguintes majorantes para os erros das sucessivas aproximagoes de z.

z, 1 € Ip = |eg,| = |z — 21| < (b—a)/2
2,9 € [} = |eg,| = |2 — 22| < (b—a)/2?
2,03 € [ => |eg,| = |2 — 23] < (b—a)/2?

de modo geral

_ k
2, x € Iy = ey, | = |z —ax] < (b—a)/2
Da relacao
b—a
0< le| = |z =i < — 0
concluimos que
k—o0 . .
T1,T9,X3,...,Tk... — 2. Temos assim o seguinte resultado.

Teorema 2.3 Seja f(x) continua em [a, b] com f(a)f(b) <0 e seja z a unica raiz de f em
la, b]. Entao o método da bissec¢io converge e tem-se a sequinte estimativa de erro

b—a

|6xk| = |Z - xk| S 2k

(2.2)
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Qual o nimero de iteragoes necessarias para se obter a precisao desejada ?

Dado um nimero € é possivel estimar o nimero de iteracoes £ de modo a garantir que
|z — x| <€

b—a

> < 2F «—

) b—a ) A —a
basta impor o < €, 0useja, b—a < 2% <—
€

In2

Como |z — a%| <

ln<b_a> <kln2 << k>

€

Tomando para k o inteiro imediatamente a seguir ao valor acima, temos a garantia de
que x satisfaz a precisao desejada.

Exemplo 2.3

Finalizamos esta sec¢ao com uma tabela que mostra os resultados numéricos obtidos pelo
método da bisseccao aplicado a equagao

f(z) = (§>2 —sinz =0, z€([l.5,2].

Comecando com [y = [1.5,2], foram obtidos os intervalos I}, = [a_1,br_1], cujo ponto
médio é xp = (b + ax)/2.

Tabela 1: Aproximagoes x; para a raiz z, pelo método da bisseccao

k ak—1 br—1 Ty f(ﬂﬂk)
1 1.5 2 1.75 <0
2 1.75 2 1.875 <0
31 1.875 2 1.9375 >0
41 1.875 |1.9375| 1.90625 <0
511.90625 | 1.9375 | 1.921875
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2.2.2 Meétodo do ponto fixo

Comecaremos por tratar equagoes da forma

g(x) ==, (2.3)

ja que, como veremos, os métodos do ponto fixo foram concebidos para equacoes deste
tipo especial. Os resultados obtidos poderao depois ser aplicados a qualquer equacao geral
f(z) = 0, depois de esta ser reescrita na forma g(x) = x. Notemos que a construgao de tal
g(x) é sempre possivel mas nao é unica. Vejamos exemplos.

Exemplo 2.4
A equacao
2 —324+1=0. (2.4)
¢é equivalente a
L1+
i) =z
3
———
g(x)

Atendendo a que
? —3r+1=0<=2(2*-3)+1=0,

podemos ainda reescrever (2.4) na forma

Exemplo 2.5

A equacao x + Inx = 0 pode ser reescrita como:

i) —Inz =2 ou: i) el =m
9(x) g9(z)
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Exemplo 2.6

A equagao f(x) = 0 é equivalente a:

i) =+ f(x) = z e ainda, de modo geral, a: i) x + A(x) f(z) = =,
———
g9(z) 9(z)

onde A(z) é uma fungao que nunca se anula.

Definigao 2.1 : As raizes de uma equagao da forma g(x) = = chamam-se pontos fixos
da funcao g. Ou seja, z é ponto fixo de g se o valor de g em z for igual ao proprio z.

Interpretacao geométrica

Notemos que se tem
_ y = g(z)
r=g(r) = { y =z
Ou seja, determinar os pontos fixos de g consiste em determinar as projecgoes, sobre o
eixo dos xx, dos pontos de intersecgao dos graficos de y; = g(z) e yo = x.

N Y(¥) =0(X)
z, |
Z,

21, 29 pontos fixos de g
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Exemplo 2.7

Seja g(z) = x2. Entao os pontos fixos de ¢ sdo as solucoes da equagao z? = z. Trata-se

dos valores x =0 e xz = 1.

1.5¢

0.5¢

-0.5 0.5

-0.5¢

Exemplo 2.8

A fungao g(z) = 2%+ 1 nao tem pontos fixos, ji que a equagio x?+1 = z nao tem solugoes

reais.
2,
1.5}
0.5}
1 0.5 0.5 1
-0.5
-1l
Exemplo 2.9

No caso da fungao g(x) = z, todo o nimero real é ponto fixo de g. Ou seja, o conjunto

dos pontos fixos de g é R.
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Exemplo 2.10

Finalmente seja a funcao g a que corresponde o gréafico abaixo.

y=X

Sy =9(x)

A fungao g tem miiltiplos pontos fixos

Existéncia e unicidade

O nosso primeiro objectivo é deduzir condigoes que garantam que uma dada funcao g
tenha pelo menos um ponto fixo. Ou seja, quando poderemos concluir que o grafico de g
intersecta o grafico da recta y = x pelo menos uma vez ?

Do exemplo 2.9 concluimos que, para tal, nao basta f ser uma funcao continua. Mas se
juntarmos mais uma condigao, obtemos o seguinte.

Teorema 2.4 (Existéncia) Seja g definida e continua em I = [a,b] e tal que g(I) C I.
Entao g tem pelo menos um ponto fixo z € 1.

Dem: A condicao g(I) C I significa que o conjunto de valores de g(x), com a < z < b,
estd também entre a e b. Ou seja, o grafico de g estd contido no quadrado a tracejado, como
mostra a figura seguinte.
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Intuitivamente, vemos que para ir de A a B, o grafico de g tem de cortar o da rectay = x
pelo menos uma vez. Provemos esta afirmacao matematicamente.

Se g(a) = a ou g(b) = b, encontramos um ponto fixo.

Excluido este caso trivial, seja g(a) # a e g(b) # b. Entao g(a) > a e g(b) < b, donde
gla) —a > 0 e g(b) —b < 0. Isto implica que a fungao h(z) = g(x) — x vai ter sinais
contrarios em a e b. Sendo h continua, vai existir um z €la, b tal que h(z) = 0. Esse z
verifica g(z) — z = 0, ou seja, trata-se de um ponto fixo de g. O

Para garantir que o gréafico de ¢ intersecte o da recta y = x uma sé vez, o exemplo 2.10
sugere que se imponha alguma restricao sobre a variagao de g.

Teorema 2.5 (Existéncia e unicidade) Seja g definida e diferencidvel em I = [a, b], tal
que:

g(I)c I (2.5)

max |¢ (z)| =L, 0<L<1.
z€la,b]

Entao g tem exactamente um ponto fixo em 1. Ou seja, existe um tnico z € [a, b] tal que
9(z) = z.

1) e 22 = g(z2) e

Dem: Sejam z; e 29 pontos fixos de g distintos. Vem que z; = g(z
g (6)(z1 — =), com ¢

recorrendo ao teorema de Lagrange, tem-se 21 — 20 = ¢g(21) — g(22) =
entre z; e zo. Tomando mdédulos

|21 — 22| < max ]gl(a:)Hzl — 2] < L]z — 29|
z€a,b]

Como 0 < L < 1, resulta a relagdo |z; — 29| < 21 — 29|. Assim, a hipétese z; # z3 conduziu
a um absurdo, pelo que s6 poderd ter-se z; = z5. O

Estabelecemos condigoes suficientes para que g tenha um tnico ponto fixo em I = |[a, b].
Seja z esse ponto fixo, isto é, g(z) = z.

Como determinar uma aproximagao para z ?

O método que vamos empregar é chamado método (ou iteragao) do ponto fixo e é dado
pelo seguinte algoritmo:
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Comecando com xg escolhido em I, faz-se

Tmi1 = g(xm), m=0,1,2,... (2.7)

Obtém-se assim sucessivas aproximagoes X1, T3, T3, ..., para 2.

Vamos em seguida mostrar que, nas condi¢oes do Teorema 2.5, a sucessao (3.16) converge
e determinaremos um majorante para o erro ao fim de m passos.

Teorema 2.6 (Teor. do ponto fixo)
Seja g definida no intervalo I = |a,b], tal que:

(i) g(z) € C'a, )
(ii) g(1) C I

(i) max g (z)| =L, 0<L<I.
xeE|a,

Entao
(a) g tem exactamente um ponto fizo em I. Ou seja, existe um tnico z € [a,b] tal que

9(2) = z.
(b) Dada uma qualquer aproximagao inicial o € [a,b], a sucessao Ty = g(Tm), m =

0,1,2,... converge para o ponto fixo z.

Dem: A parte (a) ja foi provada. Vejamos (b). Comegamos por notar que, da condigao
g(I) C I, resulta que se zg € I, entao todas as iteradas x,,, m = 1,2,... também estao
contidas em /. Tem-se

2—Tmp1 = g(2) —g(axm) (porseter: z=g(z), g(xm) = Tmi1)

= gl(fm) (z —xp), com &, entre z e x,,
onde se usou o Teorema de Lagrange. Tomando mddulos e usando (2.8), vem
|z —2mi| < Llz—2m| m=0,1,2,... (2.10)

e, sendo 0 < L < 1, resulta que |z — zp11| < |2 — 2. Isto permite concluir que z,,,; é
melhor aproximacao para z do que x,,.
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Para provar que x,, — z, ou seja, que z — x,,, — 0, apliquemos sucessivamente (3.29).
Vem
|z — 21| < Lz — 20
|z — 29| < L|z — 21| < L*|2 — 20|
|z —a3| < Lz — x| < Lz — 21| < L |2 — 20|
em geral

|z —zp| < L™z —x] m=0,1,2,...

Fazendo m — oo, da relagao anterior obtém-se 0 < |z — x,,| < L™ |z — 0| — 0, j& que
0<L<1l=L™—0. Entéo |z —zp| — 0= z,, — 2. O

Exemplo 2.11

Seja a funcao g(x) = (z? —1)/3. Se g tiver pontos fixos eles sao dados resolvendo "323_1 = .
Tem-se
z?—1 ) 3+V13
3 ::L%:)x—l—Bx:O(:)x:T

Da equagao anterior concluimos que g tem exactamente 2 pontos fixos. Como V13 € (3, 4],
entdo v/13/2 € [1.5,2] e uma estimativa grosseira para os pontos fixos de g (ou seja, as raizes
da equagio 22 — 1 — 3x = 0) serd a seguinte: existird um ponto fixo z; € [—1,0] e um outro
positivo z; € [3,4].

Consideremos z;. Verificam-se as condigoes do Teorema do ponto fixo para o intervalo
I =[-1,0]? Em caso afirmativo, além de confirmarmos a localizagao de z;, poderemos usar
a iteracao do ponto fixo para obter um valor aproximado de z;.
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(i) Tem-se ¢'(z) = 2x/3. Entdo g € C'[—1,0], j4 que g e ¢ sdo fungdes continuas.
(i) g(I) C I ?

Para verificar se g(I) C I, notemos que, sendo ¢ (z) < 0 para z € I, entdo g é uma funcio
decrescente em I. Como além disso g(—1) =0 € I e g(0) = —1/3 € I, a monotonicidade de
g permite concluir que g(x) € I, para qualquer x € I.

(ifi) max,euy g (v)| =L, 0< L <1?
Tem-se |g' (x)| = 2|z|/3 e, para —1 < x < 0, vem |g (z)] < 2/3 < 1. Assim a condigdo (2.8)
é verificada com L = 2/3.

Fica assim confirmada a existéncia de um tnico ponto fixo z; € [—1,0] para a fungao

g. Além disso, a sucessao Tp,i1 = g(z,) = (22, — 1)/3 converge para z;, qualquer que

seja a aproximagao inicial xy € [—1,0]. Escolhendo, por exemplo, 2o = 0, obtém-se
02 -1 1
x1 = g(x0) = 5 =3 ~ —0.3333333
—1/3)2 -1
2
-1
5 = glas) = Zo— & ~0.304069
2
-1
x4 = g(r3) = x33 ~ —0.302514
2
—1
T5 = g(T4) = $43 ~ —0.302828
xg = g(x5) =~ —0.302765
x7 = g(zg) ~ —0.302778
xg = g(z7) = —0.302775

Observagoes: Obs I) o Teorema do ponto fixo fornece apenas condigoes suficientes para
existéncia de um tinico ponto fixo.

Exemplo 2.12

Como ilustracao da Obs I, consideremos de novo a funcao g do exemplo anterior, mas agora
o intervalo I = [3,4]. B fécil de provar que a funcio f(z) = 22 — 1 — 3z tem um tnico zero
nesse intervalo. Com efeito, tem-se f(3)f(4) <0e f'(z) =22 —3 > 0 em /. Entao g tem
um unico ponto fixo em I. Contudo, se tentarmos aplicar o Teorema do ponto fixo a funcao
g no intervalo I, vemos que falham as condigoes (ii) e (iii):

(ii) ¢(3) = 2.666,¢g(4) =5, donde g(I) nao esta contido em 1.
(iii) Sendo ¢'(x) = 2x/3 crescente e ¢'(3) =2 > 1, tem-se ¢'(x) > 1 para todo o x € I.

Obs II) o Teorema do ponto fixo dd-nos condigbes suficientes para convergéncia do
método iterativo do ponto fixo. Se uma das condigoes nao se verificar nao se pode concluir
que o método nao converge para z.
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Apresentamos ainda um teorema com um caracter diferente do Teorema 2.6.

Teorema 2.7 : (Convergéncia local) Seja g(x) diferenciavel num intervalo aberto con-
tendo o ponto fixo z de g. Se |g'(2)| < 1, entdo existe um € > 0 tal que a iteracao do ponto
fixo i1 = g(Tm), m = 0,1,2,... converge para z qualquer que seja a aproximagao inicial
xo que verifica |z — xg| < €.

Dem: Por hipétese |g'(z)] < 1. Sendo g'(z) continua num intervalo aberto que contém
z, entao existe € > 0 tal que

vel.=[z—ez+e =g <K<
Tem-se ainda, usando o Teorema do valor médio,

9 (©)llx — =|

Ke<e com € entre x e z.

l9(x) = 2 = [g(x) — g(2)]

IN

Mas a desigualdade anterior significa que ¢g(I.) C I.. Estao assim verificadas as hipéteses
do Teorema (2.6) para o intervalo I, pelo que o resultado fica demonstrado. O

Observagao: no Teorema 2.6, conclui-se convergéncia do método do ponto fixo para
o pertencente a um dado intervalo I. Ja o Teorema 2.7 apenas nos diz que existe uma
vizinhanga de z onde a iteracdo do ponto fixo converge (nado indica qual o valor de e).
Usando uma linguagem imprecisa: se o estiver "muito préximo” de z entao o método
converge, desde que |¢'(z)| < 1 num intervalo contendo z. Diz-se que é um resultado de
caracter "local”.

Se tomarmos para aproximagcao de z o valor x,,, precisamos estimar o erro |z — x,,|.
Vamos supor que sao verificadas as condigdes do Teorema (2.6).

I. Erro na iterada z,,, m > 0, em fungao do erro em x,

Na demonstracao do Teorema 2.6, obtivémos a férmula:

|z — x| < L™ |z — 2] (2.11)

Trata-se de uma formula que permite estimar o erro numa certa iterada x,,, a priori, isto
é, sem ter de se calcular z,,. E preciso aqui uma (boa) estimativa para o erro na iterada
inicial.
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II. Erro na iterada x,,.1, m > 0, em funcao da distancia entre as iteradas z,,.1 e 7,

E valida a seguinte féormula:

L
|Z - $m+1’ S ﬁ |xm+1 — xm|, m Z 0. (212)

Trata-se de uma férmula de majoracao a posteriori, isto é, pressupoe termos ja calculado
Tm € Typy1-

Dem: Tem-se, aplicando (3.29) e depois somando e subtraindo x,,,1

|2 = Ty < Lz — 2
= L[(z = zmt1) + (Tms1 — T)|
S L (|Z - $m+1| + |xm+1 - xml)

Entao |z — Zpmi1|(1 — L) < |Zyms1 — T €, sendo 0 < L < 1, 1 — L > 0. Dividindo ambos
os membros da desigualdade acima por 1 — L, obtém-se (2.12). O

A férmula (2.12) pode ser generalizada como se segue.

II1. Erro na iterada z,,,1;, m > 0, em funcao da distancia entre as iteradas z; e xg

Lm+1
1-L

|2 — Timgr]| < |z1 — o], m >0. (2.13)

Dem: basta usar (3.29) e (2.12) do seguinte modo

|z — Tpa1] < L™z — x4] por (3.29)

L
< L™ (1 — lel - x0|> por (2.12),

donde o resultado. O
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Critério de paragem

Qualquer das férmulas de erro anteriores pode ser usada como teste para se parar o
processo iterativo.

Em geral, dado € > 0 (pequeno), o processo iterativo deve parar quando |z — 41| < €.

Da férmula (2.12) temos:
L

|2 = Zmia| < ﬁ|xm+1 — T

donde vemos que se 7L|a:m+1 — Tm| < € entdo teremos |z — xp,41| < €. Logo, para que

1
tenhamos um erro inferior a € na iterada z,,,; € suficiente que

1-L
L

[Tt — Tm| < €

< 1 e nesse caso usa-se o critério de paragem:

L
Obs: Se L < 1/2 entao 7

Tma1 — Tm| < €.
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Tlustragao Geométrica da Convergéncia ou Divergéncia do Método do Ponto Fixo.

e Convergéncia monétona: 0 < ¢'(z) < 1.
e Convergeéncia alternada: —1 < ¢'(z) < 0.
e Divergéncia: |¢'(2)] > 1.

gx)>0

convergencia monotona

&

g(x) <0

convergencia alternada
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9@ >1 9%

metodo diverge

A figura anterior ilustra o seguinte resultado:

Teorema 2.8 Seja g uma fungao diferencidvel com um ponto fixo z. Se |¢'(z)| > 1, ou
equivalentemente, se |¢'(x)| > 1 numa vizinhanga de z, entdo a sucessao gerada por g nao
pode convergir para z. (Podemos dizer que z é um ponto fizo repulsor.)

Seja ainda o seguinte exemplo de divergéncia, no caso da funcao f(x) = In(x).
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Ordem de Convergéncia do Método do Ponto Fixo.

Definigao 2.2 (ordem de convergéncia): Seja {x,} uma sucessio que converge para z
e Seja €, ;= z — T,,. Se existirem constantes reais p > 1 e Ko, > 0 tais que

lema] Ko (2.14)

.
e leml?

entao dizemos que {x,,} converge para z com ordem de convergéncia p.

K, chama-se coeficiente assimptotico de convergéncia
Sep=1e Ky <1, dizemos que a convergéncia € linear
Se p > 1 dizemos que a convergéncia é supralinear
Em particular, se p =2 dizemos que a convergéncia € quadrdtica

Obs: De (2.14), atendendo a defini¢ao de limite, resulta a seguinte igualdade assimptdtica:

lema1| = lem|” Ko, m suf. grande

A igualdade anterior permite-nos a seguinte conclusdo. Como a sucessao {x,,} converge
para z, temos que a sucessao dos erros e, tende para 0 quando m — oo. Para m
suficientemente grande, e,, estard muito ”préximo” de zero. Entao, quanto maior for p,
mais pequeno serd o valor |e,,|” e, consequentemente, mais pequeno serd o erro da iterada
seguinte: e€,11 = Koo |en|’.

Somos assim conduzidos ao seguinte conceito.

Rapidez de convergéncia: rapidez com que os erros decrescem para zero. Depende de
K, e p. Quanto maior for p e quanto menor for K, maior é a rapidez de convergeéncia.

Exemplo: Sejam {z,,} e {Z,,} duas sucessoes satisfazendo

I) limy,— oo |6|m+|1| =Kx >0 (p=1, conv. linear)
em
IT) lim,, oo |’€:+‘12| =K.o>0 (p =2, conv. quadratica)

a) Suponhamos por simplicidade, que para o método I (conv. linear) se tem:
lemt1] = lem| Koo, Ym.

Entao, paran =0,1,2,... tem-se:
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le1] ~ Kooleo|
lea| & Koolei| & Koo (Kaoleo|) =~ K2 |eg

e ~ Koolez| = Koo (K3 leo]) & K feol

Em geral obtem-se que: e 1| &~ K™ |eg|, n>1 (1)

b) Para o método quadratico (método II), suponhamos que: |Emi1| ~ Koo |Em|>, Vm.
Entao,

|&1] ~ Kyoleo|?
2] ~ Kooler]|? ~ Koo(Kooleo]?)? ~ K3 |eo|*

&3] ~ Kuolé3| &~ Koo (K3 |eo]*)? = K7 |eof®

Em geral obtem-se que: |epnq| = K& Vg™, n>1 (3)
Suponhamos agora que K., = Ky, = 0.75 e |eg| = |éo| = 0.5 e calculemos e3 e é; utilizando

(2) e (3) respectivamente. Entao, temos:

les| & (0.75)3]0.5] ~ 0.2109375 (para o método I)
les] &~ (0.75)7]0.5/% ~ (0.75 x 0.5)® ~ 5.2 x 10™* (para o método II)

0.75

Vemos que o erro na terceira iterada com o método quadratico é muito menor que o erro
obtido pelo método linear.

Teorema 2.9 Seja g(x) uma fungdo verificando as condigées do teorema do ponto fixo (teor.
2.0) para o intervalo [a, b], ou seja,

i) g € CYa, 0]

i) g ([a, b)) C [a, b]

see / < L < 1
i) max |g/(2)] <

)

Entao, a sucessao definida por xy,+1 = g(z,), m = 0,1,... converge para z, Vro € |a, b]
e tem-se:
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lim Pl ) (2.15)

n—=oo |z — x|

Dem:

A convergéncia de x,, ja foi provada (ver teorema do ponto fixo). Mostremos que o limite
acima ¢é valido:

Tem-se
2= Tmi1 = 9(2) — g(xm) = ¢ (En) (2 — T),  &n entre z, e z, Vm

onde se usou o teorema do valor médio de Lagrange.

Entio ———mtl _ g (&), Ym. Tomando médulos e passando ao limite, tem-se:
2 — Ty
=T .
Jim, S = i /()| = ' Jim )] =9 ()
O

Uma conclusdo a tirar serd a seguinte: se |¢’(z)| # 0 a convergéncia é linear.

Com efeito, neste caso tem-se uma relacao do tipo (2.14), com com p = 1 e K, =
l¢'(2)] > 0. A convergeéncia é, pois, linear.

E se

Vamos mostrar que a ordem de convergeéncia deixa de ser linear passando a supralinear.

Teorema 2.10 (conv. supralinear do mét. ponto fixo): Seja z = g(z) com g €
CPla, b], p > 2 verificando as condi¢does do teorema do ponto fixo em [a, bl ez € [a, b].
Se

J(2)=¢"(z)=...=g" V() =0eg?(z) £0
EntdO hm ‘em+1‘ — ’g(p)(2>’
n—o00 |€m’p p'
e portanto a sucessao {x,,} tem ordem de convergéncia p e coeficiente assimptdtico de con-
(p)
vergéncia Ko = l9 '(Z)| :
p!

!Continuidade de ¢’
2Como &, estd entre x,, € z Vm e {2} — 2 = {&n} — 2
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Dem: Considerando a féormula de Taylor de g em torno de z vem:

/" z (p_l) z
g(x) =g(2) + (x—2)d'(2) + (v — z)292(| ) + oo+ (2—2)PY H
()
+ (a:—z)pg '(f) , & entre x e z.
p!
Para z = z,,, temos
" z (p_l) z
o) = 9(2) + (@0 - dE) + (- 2P 4y (@, - nen )
2! (p—1)!
(p)
+ (T — 2)P g<'€m) , & entre x,, e z.
p!
Usando as hipteses T,,41 = g(zm), 9(2) = zeg(2) =g¢"(2) = ... = g I(z) = 0, obtém-se
(p)
Tmi1 =2 + (T —2)P g ('ém) , & entre x,, e 2.
p!
Daqui vem
(p)
2= Tmy1 = — (xym —2)?P J ('fm) , & entre x,, e z.
p!
D)
= (=1)P (z —z,)P J (fm) , &m entre x,, e 2.
p!
Entao )
_ P
2z o 90 e
(z — xpm)P p!
_ ()
— 12 = T = 19 (&m)| , &n entre x,, e 2.
|z — Zp|P p!

Passando ao limite e usando a continuidade de ¢?, vem:

(p) ®) (13 (p)
_ iy 197! 9P (im0 &n)| _ 19 (2)]

lim ’em-l-l |
m—oo |€m|p m—oo p! p! p!

Assim, a sucessao {x,,} converge para z com ordem de convergéncia p e factor assimptético

(p)
de convergéncia K., = |9 |(Z)|
p!
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2.2.3 Meétodo de Newton

Seja f € C?[a, b] e suponhamos que f'(z) # 0, V& € [a, b], e que existe z € [a, D] tal
que f(z) = 0. Como vimos anteriormente ( teor. 2.10), dada uma sucessdo do ponto fixo
Tma1 = g(z;,) convergente para z, se ¢'(z) = 0 entao a convergéncia é supralinear. Ou seja,
nesse caso a ordem é um numero p > 2 (conv. pelo menos quadratica).

Colocamos agora a questao: podemos determinar uma funcao A(z) (dependente de f)
tal que a sucessao do ponto fixo gerada por

g9(x) =z + A(x) f(z)

convirja para z com ordem de convergéncia p > 2 7 A resposta é afirmativa. Com efeito,
calculemos ¢'(x) e imponha-se a condigao ¢'(z) = 0. Tem-se

g () =1+ A(x)f(x) + Alz)f'(z)

logo ¢'(2) =14+ A'(2)f(2) + A(2) f'(2) = 1+ A(2) f'(2), visto f(z) = 0. Impondo ¢'(z) =0

para se ter convergéncia supralinear, resulta a condigao A’'(z) = —1/f'(z). Com a escolha
A(x) = —1/f'(x) somos conduzidos ao método

mal = T — , =0,1,... 2.16
Tmt1 = T F(@m) m ( )

a que se chama método de Newton.

9

Interpretacao geométrica como ”"método das tangentes
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O ponto x,,+1, m > 0 é calculado como sendo o ponto de intersecgao, com o eixo dos xx,
da recta passando por (x,,, f(x,,)) com declive f'(z,,). Essa recta é a tangente ao grafico de
f no ponto (z,, f(x,,)) ) e a sua equagao é dada por

y = f'(xm)(@ = 2m) + f(2m)

Seja x,,.1 0 ponto de interseccao com o eixo dos zz. Vem

0= f'(xm)(@mi1 — Tm) + f(zm)

donde
T4l — T Z—f(mm)
e obtém-se o método de Newton
f(xm)

Exemplo 2.13

Calcular v/100 pelo método de Newton.

Solugao: Seja f(z) = 2* — 100 = 0 e seja z um zero de f. Entao, 2° = 100 = 2z = v/100.
Para calcularmos z, procedemos como segue:

f(4) =64 — 100 = —36
Seja I = [4, 5]. Entdo, { /(5)=125—-100=25

Teorl.1

logo, f(4)f(5) <0 = =z € [4, 5]

Temos que f'(x) = 3z% e 0 método de Newton é dado por: @, 41 = Ty, — xan;Ql()O Tomando
r1 = 20 — xg?;cgoo 4+ ig = 4.750
23 — 100 7.171875
e Ty =Ty — m = 4.750 — %7:6941.644044
T3 = a9 — j%) = 4.644044 — m = 4.641590
vy =5 — ”“"33;% = 4.641500 — oo = 4.6415887
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Formula do erro para o método de Newton:

Teorema 2.11 Se f € C?a, ] entdo as iteradas do método de Newton satisfazem:

max [f"(z)
lemen| = |2 — Tmpn| < 2500 g )2
20 f ()]
Dem:
Comecemos por provar a seguinte relacao:
2 1760

——— &, entre z e x,,

2[f"(m)]

2 = Zmia| = [(z = 2m)

Pela férmula de Taylor de f em torno de z,, obtemos:

(2.17)

2
f(@) = f(om) + (2 — 2m) f'(2m) + @;m)f”(fm), &n entre T e T,
Para x = z tem-se:
2
f(2) = f(om) + (2 = 2p) f'(2m) + (Z;m)f"(ém), & entre z e o,
: 2
= 0= f(¥m) + (2 = Zm)f (Tm) + (Z_;m)f"(fm), &, entre z e o,
= 0= JJ:/((Z:L)) +z—zp+(2— xnjl)22f;((iiln)), & entre 2 e 1,
= =1, — ]]:/izz)) —(z — xm)Qfo'((iT:j)’ & entre z e xy,
—_———
= 2 —Tpp1 = —(2 —1)? 2];:/((3;) , &, entre z e x,,
— |z —2p] =|(z — xm)Pm, &, entre 2 e x,,
Como em geral nao se conhece &,,,, toma-se um majorante de —f”— e resulta finalmente
, max |f*(z)
12 = T | < (2 — 2] ETCSE
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Corolario 2.1 As iteradas do método de Newton satisfazem

max | (2)
|2 — Zma1 | S K|z — 2| onde K = —
—_— —— 2 min | f'(z)]

em+1 em z€[a,b]

Nuimero de iteragoes necessarias p/ obter uma precisao ¢ na iterada z,, ;.

Fazendo sucessivamente, m = 0,1,2, ..., na equacao |e,.1| < Klen|* obtém-se a seguinte
relagao:
1!
» » ggﬁ]lf ()]
m _ m )
lemit] < KDy onde €11 =2 — Ty €6 K= ——F— .
2 min | f*(z)]
z€[a,b]

OBS: conhecendo-se |eg| é possivel prever os erros em xy, T, ..., Tyl

Logo, para que o método de Newton fornega um erro inferior a € na iterada x,,,1, é suficiente
que:

+

K@ D" < e =K7Y (Keo)?" < e = (Kleo)?"" < Ke =

ke o LnEleD)]
In(K|eo|) In(2)

2" In(Kleo|) < In(Ke) = 2" >
N———
O

Para os resultados que se seguem, é importante relembrar que o método de Newton é um
método do ponto fixo, ou seja, a sucessdo (2.16) é uma sucessao da forma z,,1 = g(x,),

f(z)

com g(x) =z — :

D= P
Exemplo 2.14 Consideremos o método de Newton aplicado d equag¢dao f(x) = 0 onde

flx) =2 +222 4+ 32— 1

Comecamos com uma ilustracao geométrica do método de Newton, como "método das
tangentes”, comecando com xy = 2
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20t

15;

10+

Algumas iteradas sao:

2., 1.08695652173913, 0.5445497487285513, 0.315769081825817,
0.2767062213670591, 0.2756828877526929, 0.2756822036512905, 0.275682203650985.

Por outro lado, método de Newton é um método do ponto fixo com funcao iteradora
g(z) =z — (f(x)/f'(x)) = v — (z* + 22* + 3z — 1) /(32* + 4z + 3). Note-se que a raiz da
equagao f(x) = 0 é ponto fixo da fungao g: tem-se simultaneamente f(z) =0e g(z) = z. A
figura abaixo ilustra este facto, mostrando os graficos de f(z), g(z) e da recta y = x.

Assim, ao aproximarmos o ponto fixo de g pela sucessdo =41 = ¢(x,,), estamos a
aproximar a raiz da equagao f(z) = 0.

2.
1.5¢
1
/\Qé’
-1 0.5 0.5 1
-0.5¢
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[lustracao geométrica do método de Newton como método do ponto fixo , comecando
com xy = 2:

1.5¢ J

A4

f §

0.5¢ /+

T —

0.5 1 1.5 2

Teorema 2.12 (Convergéncia local do Mét. Newton): Seja f € C*(I), I =[a, b] e
suponhamos que f'(x) #0, YV € [a, bl ed z € [a, ] tal que f(z) = 0. Entao, exister >0
tq. Y xg € 1, =[z—r, z4+71r| C 1 o método de Newton converge para z e a convergéncia €
pelo menos quadrdtica.

Dem:
Convergéncia

Sabendo que o método de Newton é um método do ponto fixo, vamos mostrar que 3 r > 0
tq. g(x) satisfaz as condigoes do teorema do ponto fixo em I, = [z —r, z+r| C I. Isso vai
permitir concluir que a sucessao x,11 = g(Tn), ou seja, o método de Newton, converge para
z Vo € I,.

Tem-se

i) g(z)=2— J];((z)) =zege CYI). (desde que f € C*(I)) = 2 é ponto fixo de g.
L @\ (e P@) Y 1)
90 =1- (550 0 ) =1 (- 1) = e g

Portanto, ¢'(z) = @M =0

(Note-se que o resultado ¢'(z) = 0 j& se sabia ser vélido. Porqué ?7)
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i1i) Como ¢'(z) = 0 e ¢’ é continua®, g estd nas condigoes do Teorema (2.7). Logo a
f(@m)’
a aproximacao inicial zg € I.. Ou seja, o método de Newton converge para a solucao de
f(z)=0em I, Yz, € I,.

sucessao definida por z,,11 = x,,, — n =20,1,... converge para z qualquer que seja

Ordem de convergéncia

Se aplicarmos limites a igualdade (2.17), vem

2 /" (&m)]

2[f"(m)]

lim |z — 2| = lim |(z — zm)

donde ,
L awal _ ()
m=oo [(z —xy)[2  2|f'(2)]

Se f"(z) # 0, resulta da definicdo de ordem de convergéncia que a ordem é 2. Se
f"(z) =0, entdao a ordem serd superior a 2. Neste caso, para se determinar a ordem exacta
de convergeéncia, investiga-se qual a primeira derivada de g que nao se anula em z, como
exemplificamos a seguir. O

Sobre a ordem de convergéncia do método de Newton

Sendo o método de Newton um método do ponto fixo, pode-se considerar a aplicagao do
Teorema geral da ordem de convergéncia do método do ponto fixo (teor 2.10). Da expressao
de ¢'(x) obtida acima, vem

! . f($> n T 4 T f/(:l:) _ T f//(x)
9'(x) = S (@) + 1) | s 20 @)
donde -
[ I I O B i) B )

Segue-se a conclusao ja obtida anteriormente de que se f”(z) # 0 entdo a convergéncia é
quadratica. Se f”(z) = 0, a ordem serd superior a 2. A andlise, nesse caso, prosseguiria
calculando ¢"”(x), etc, e a ordem seria p tal que ¢gP)(z) # 0.

Condicoes suficientes de convergéncia para o método de Newton.

O teorema da convergéncia local garante convergéncia do método de Newton para z se
escolhermos z ”suficientemente préximo” de z. Contudo nao diz exactamente onde escolher
ZIo-.

3f é continua em T <= dado € > 0 (arbitrdrio), 3 6 > 0 tq. |f(z) — f(Z)| < ¢, sempre que |z — Z| < §
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Por outro lado, apesar de o método de Newton ser um método do ponto fixo, ou seja
uma sucessao da forma x,,+1 = g(z,,), é em geral dificil mostrar que g satisfaz as condigdes
do teorema do ponto fixo.

Apresentamos as seguintes condigoes suficientes para que o método convirja:

Critério 1: Seja f € C?[a, b] satisfazendo:

1. f(a)f(b) <O (existéncia da raiz)
2. f'(x) #0, Va € [a, b] (unicidade da raiz)

3. f"(z) >0ou f"(z) <0, Vxe€ [a, b] (f(x)ndo muda o sentido da concavidade em

[a, 0])

f@l _, . L)
Y r@ ST r)

<b—a

Entao o método de Newton converge para a solugao de f(z) = 0, qualquer que seja x €
la, b].

Critério 2: Se as condigoes 1., 2. e 3. do critério 1 sao validas e z( é escolhido de modo
que
f(@o)f'(x) 20, Ve [a, O]

Entao o método de Newton converge para a solugdo de f(x) = 0 e a convergéncia sera
mondtona.

Finalizamos com mais um exemplo
Exemplo 2.15 Considere a aplicacdo do método de Newton & equacdo x®> — x = 0, para
aproximar a raiz z = 0.

Comecando com zy = —1/\/5 ~ —0.4472135954999579 obtém-se:

-0.4472135954999579, 0.4472135954999579, -0.4472135954999579,
0.4472135954999579, -0.4472135954999579, 0.4472135954999579,
-0.4472135954999579, 0.4472135954999579,...

Ou seja, 19 = 19 = x4 = ... e 11 = T3 = x5 = ..., 0 que é ilustrado graficamente na
seguinte figura:
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Este é um caso em que o método de Newton claramente nao converge para a raiz z = 0.
Entao é porque alguma condigao das hipdteses dos critérios de convergencia falha. Comente.

Por outro lado, comecando com xy = 0.4, eis algumas iteradas:

0.4, -0.24615384615384625, 0.03645668765715054,-0.00009729639046062237
1.8421296585858235 x 10712 —1.2502319123287327 x 1072°, 3.9084245814817765 x 10710

0.4t

Para provar a convergéncia da sucessao acima, tente aplicar os Critérios de convergéncia,
por exemplo no intervalo [—0.4,0.4] 7 Comente.
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2.2.4 Método da secante

Um dos inconvenientes do método de Newton é o facto de se calcular f'(z,) a cada iteracao,
o que pode exigir um grande esforco computacional. Exemplo:

flz) = exz’z‘” sin(3z) cos(z? — 1)
f'(x) =e" (—3cos(3x) Cos(x: — 1) + sin(3z) (sin(z? — 1)2z))
+ sin(3z) cos(z? — 1)e (5t — 2)

O método da secante, em vez de “rectas tangentes”, utiliza “rectas secantes” evitando
assim o célculo de f'(z).

Comegamos com 2 aproximagdes iniciais: z_1,xo. Considera-se os pontos (x_1, f(z_1))
e (g, f(zo)) e traga-se a recta passando por esses 2 pontos. A intersec¢ao desta recta com
o eixo x fornece entao o valor de z;. Tem-se

PG R LG PR ST

donde obtem-se x1 = x¢ — f(x¢)

fwo) = fz-1)

Para o célculo de x4, considera-se a recta passando por (zg, f(x)) e (x1, f(x1)). A intersecgao
desta recta com o eixo x fornece xs:

(z1 — 20)

f@1) = f(xo)

$2:$1—f($1)
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Em geral, z,,1 é o zero da recta secante passando por (z,_1, f(zn_1)) € (2, f(z,)) donde
obtem-se a formula geral do método da secante:

(Ty, — Tp1)

f(xn) = fzn-1)

Tp+1 = Tn — f(xn)

Condicoes Suficientes de Convergéncia para o Método da Secante

Critério Al: Se as condicoes 1., 2., 3. e 4. do critério I do método de Newton forem

verificadas entdo o método da Secante converge para a raiz de f(z) =0V x_q,2¢9 €
la, b].

Critério A2: Se forem verificadas as condigoes 1., 2. e 3. do critério I do método de
Newton e além disso:

4b) o e x_1 sao tais que
(o) f"(x) >0
flaa)f"(x) =0
entao o método da Secante converge para a Unica raiz de f(z) = 0.

Formula do erro do método da Secante

Pode mostrar-se que o erro no método da Secante satisfaz as seguintes féormulas:

"
2= Tpy1 = _fo/(ém)) (z—2n1)(z—2n) & € int(vp,Tn_1,2) Eno € int(Ty,Tn 1).
n2
max [ ()]
2 = Tpia| < K|z — 2p1]|2 — 24 onde K = v€lo. o

2 min |f’
in, | £()]

Pode ainda mostrar-se que

7 1/p
lim 2= el <2|{f'((2))‘|> p= 1(1 +5) ~ 1.618...

n—=o0 |z — x,|P 2

1
Entao, se f'(z) #0e f"(z) #0, a ordem de convergéncia é p = 5(1 +/5) ~ 1.618.. .,
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Exemplo 2.16

Considere a equacao

.2
e —1?2=0

a) Mostre que essa equacao tem 2 duas raizes, z; e 29 onde z; € [—1, 0] e zo € |0, 1].
) q quag : : ;

b) Calcule z; pelo método da secante tendo como aproximagoes iniciais x_; = 0 e zo = 1.
Faca iteradas até que |f(z,41)| < 1074

1la) Temos que

e ) 1) =~1+4 7 = ~063212 F(=1)f(0) <0
{ £(0) = ¢ =1.0... — {

Como f é continua, pelo teorema do valor intermedidrio existe z; € [—1, 0] e z5 € [0, 1]
! = — .732 — = — x? = =
tq. f(z1) = f(z2) = 0. Agora, f'(z) = —2ze” 21 = 2x(1—|—i ) =01z
>
Como f’(z) tem somente 1 zero = f(z) tem no maximo 2 zeros. Portanto, z; e 2z sdo o0s

unicos zeros de f(x).

(Tp — Tp_1)

f(-Tn) - f(xnfl)'

1b) Pelo método da secante temos: , 11 = x, — f(x,) Tomando z_; = 0

e rg = 1, tem-se:

(xo—2-1) (1-0)
flzo) — fla—1) L 0632121 % =51 — 10

(0.61270 — 1.0)
=0.61270 — 0.31161 x = 0.74058
N b TR
= 0.74058 — 0.02940 = 0.75390
s *0,02940 — 031161

(0.75390 — 0.74058)
—0.00191 — 0.02940

= 0.61270

Ty = 9 — f(x0)

x4 = 0.75390 + 0.00191 x = 0.75309

Como f(z4) = 0.0000020 temos que z4 tem a precisao desejada.
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3 Sistemas de equacoes

I. Solugao Numérica de Sistemas Lineares

Muitos problemas provenientes da Fisica, Matematica, Engenharia, Biologia, Economia,
entre outros, envolvem sistemas de equacgoes lineares. Esses sistemas nalguns casos aparecem
directamente como parte do modelo matematico do problema real e, noutros casos, surgem
em conjunto com a aplicacao dum método numérico. Como veremos, a resolucao dum sis-
tema de equacoes nao lineares pelo método de Newton conduz a um sistema de equacoes
lineares; também a aplicacao de certos métodos numéricos na resolucao de equacoes diferen-
ciais conduz em geral a sistemas lineares da forma:

E1 Doanry tapre +... +appr, = b1
Eg I A91T1 +a9T2 + ... +aonT, = bg
. (1)
E,: anx1 +aners +... +appx, = b,
xj,j =1,2,...,n sao0 as incdgnitas,

onde ¢ a;;,b,i=1,2,....n, j=1,2,....n,
sao constantes dadas.

O sistema linear acima pode ser representado matricialmente por:

Ax=b (I1)
A = (a;;) matriz dos coeficientes
onde ¢ b = (b;) vector do lado direito
x = (z; vector solucao.

Para resolver (II), existem 2 classes de métodos:

e Métodos Directos: métodos que encontram a solugao (exacta) num nimero finito de
operacoes. Entre os métodos existentes, temos os seguintes: Método de Eliminacao de
Gauss e os Métodos de factorizagdo LU (Doolittle, Crout e Cholesky).

e Métodos Iterativos: métodos que encontram a solu¢gao num nimero infinito de operagoes.
Mais precisamente, num método iterativo convergente obtém-se uma sucessao de aprox-
imagoes convergindo para a solucao exacta. Aqui estudaremos, em particular, o método
de Jacobi e o método de Gauss-Seidel.

Nestas notas comecamos com uma revisao do método de Gauss e dos métodos de factor-
izacao e descrevemos, em seguida, duas técnicas de pesquisa de pivot. Apresentamos dois
tipos de matrizes especiais e completa-se a primeira parte com uma introducao ao condi-
cionamento e analise do erro de sistemas lineares.
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3.1 Meétodos Directos

Método de Eliminacao de Gauss
Para obtermos uma solucao de (II), assumiremos que a matriz A é invertivel (det(A) # 0).

A idéia béasica do método de Eliminacao de Gauss é transformar o sistema (II) num
sistema equivalente

AMx = p)

onde A™ é uma matriz triangular superior. Essa transformacdo é obtida utilizando as
seguintes operacoes:

i) B; — A\E; — E; { substituicao de E; por a combinacao linear de E; e E; }
i) A\E; — E; { substituigao de E; por A\E;, A#0 }
i11) B; «—— E; { substituicao de E; por E; }

Veremos agora que a aplicagao dessas operagoes ao sistema (II) conduz a um sistema equiv-
alente mais facil de se resolver.

Exemplo Seja o sistema linear

4 -9 27 [ = 2
2 —4 4| |az| =13
1 2 2| z 1

Para resolvé-lo, procedemos como segue:

1. a;1 = 4 # 0 = podemos colocar zeros abaixo de a;.

m a921 2 1
T an 4 . | Ey—mnE — FE
an 4 1 2 1 e efectuando as operagoes 2~ M2 2
mm:@:_,:_, i Es —mg By — L3

a1 4 4

obtém-se o sistema equivalente: A®x = b® onde

4 -9 2 1 2
0 1/2 3 : 2
0 —1/4 5/2 . 3/2

A2) b(2)

2. a%) = 1/2 # 0 = podemos colocar zeros abaixo de ag?.
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14 2 1 i .
Mgs = —~ = ——— = —— = —— e efectuando a operacao F3 —mgsFy — F3 obtém-se
ag) 1/2 4

o sistema equivalente A®)x = b®):

4 -9 20 2

0 1/2 31 2

0 0 4 5/2
A2 p®2)

Portanto, o sistema original for transformado no sistema equivalente:

4 -9 2 1 2
0 1/2 3| |a | =] 2

que tem como solucgao:
x3=5/2/4=5/8
1/209+ 313 =2 = 29 = (2 —3x3)/1/2=(2—-3x5/8)/1/2=1/4

No caso geral tem-se:

12 Passo: Ax =b — A@x = pb®@

a11 é chamado “elemento pivot”. Se a;; # 0 entao efectuam-se as seguintes operacoes:

ms1 :ail/all
Ei—mﬂEl — Ei, i:2,3,...,n

e obtém-se o sistema equivalente:

i ) 1 aln Gz ... ai, < by
aip G2 ... Gi1p ¢ 01 .
e o 0 a%) o agl) : ng)

Rl IS I S B

I Ap1 Ap2 ... Qpp - bn ] - 0 agz) ag‘g b(z) -

20 Passo: A@x =b® — ABGx = pO)

Se ag) # (0 entao calculam-se os multiplicadores
Mg = ag)/ag?, 1=3,4,...,n
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e efectuam-se as opera(;ées:
Ez' —migEg e Ei, 1= 3,4,..‘,71

Obtém-se o sistema equivalente:

a1; a12 a1z ... Qip b1

0 ag) aé? . aéi) : b§2)

[A@ b1 =1 0 0 &« ... o i
0o 0 o .. al i pB

Prosseguindo o processo, chegamos, no passo (n — 1), ao sistema A™x = b(™, onde

a1 Q2 a3 ... ... Qi - b
0 a%) a8 ... ... ay) oY
R S | R T )
0 : :
0 0 0 ... 0 a® i pm |

E-se assim conduzido a um sistema linear equivalente ao sistema inicial, cuja matriz é
triangular superior. Este sistema pode facilmente ser resolvido, comecando com:

T, = b;") / a%) e calculando-se x,_1,x,_2,...,T1, sucessivamente.
. k ~
Obs: Se no passo k acontecer que o elemento pivot a,gk) = 0, entao procura-se um

elemento al(,lj) # 0 na coluna k, onde [ > k e trocam-se as linhas [ e k, ou seja, efectua-
se a operagao Fy «—— L.
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Métodos de Factorizacao LU

Estes métodos consistem em decompor a matriz A num produto de duas matrizes LU, ou
seja, A = LU, onde L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular superior.

Suponhamos que existem matrizes L e U tais que A = LU, onde L é triangular inferior e U
é triangular superior. Entao, dado o sistema linear Ax = b, podemos escrever

(LU)x =b (3.1)

Fazendo Ux = g tem-se que
Lg = Db, (3.2)

que é um sistema triangular inferior. Resolvendo (3.2), a solu¢ao x é obtida resolvendo-se a
equacao
Ux =g, (3.3)

que é um sistema triangular superior. Portanto, para resolver o sist. Ax = b, basta resolver
os dois sistemas triangulares definidos por (3.2) e (3.3).

Existem varias maneiras de se encontrar matrizes L e U de modo que A = LU, como veremos
a seguir.

Calculo das matrizes L e U.

Considerando a equacao matricial

[ a1 a;p +... QA1p i i lll 0 07 [ upp U ... ... U1in ]
a921 29 Ce QAon l21 122 0 0 0 U929 U923 ... U2p
= 0 0
0
L Qp1 QAp2 ... Qpp | Ll b .. oo Ll L0 0 ... 0 U |
A (matriz dada) L v

vemos que temos (n? + n)-incdgnitas: l;; e u;;. Por outro lado, pela regra de produto de
matrizes, podemos formar n?-equacoes! Logo, precisamos de n—equacoes adicionais. Vejamos
como obteé-las:
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Método de Doolittle (ou Factorizagao de Doolittle): Impor I;; =1, i = 1,2,... n.
Nesse caso temos

ai; Q12 +... a1n i 1 0 07T Ui U2 ... ... Uip i
921 Q929 oo Qon lgl 1 0 .0 0 Ug2 U223 ... Uaop
= -0 0
0
L An1  Qp2 Ay _lnl lng 1_ L 0 0 0 Unn |

Efectuando o produto LU e usando a igualdade A = LU, elemento a elemento, obtemos as
equacoes:

la. linha de U : U1 = a11,U12 = A12y ..., Ulp = QA1p-

loiuy = agy = loy = azl/un

ls1uny = as) =l = CL31/U11
la. coluna de L . . .

( supondo que ay; # 0)

L = apy =l = anl/ull

lo1uig + Ugp = azy == Uz = aga — la1ug2
lojuig + Uugg = ag3 == Ugz = agg — la1uss

] lojuis + Ugy = a24 == Uog = a4 — lo1Uiy
2a. linha de U . . .

loyury, 4 Uop = a2y = Uy = A2y — lorusy,

3112 + l3guge = aze = 30 = (a32 - 531U12)/U22
lyuig + ligugg = age == lyo = (a42 - l41U12)/U22

2a. coluna de L

Lt + lyotoy = apy = Ly = (%2 - ln1u12)/u22
En geral, tem-se:

k—1
linhakdeU:ukj:akj—Zlkrurj, 1=kk+1,...,n
r=1

k-1
coluna k de L : l;; = <aik — Zlirurk> Jurk, it =k+1,k+2,...,n

r=1
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Pode mostrar-se que se o método de Eliminacao de Gauss for aplicado ao sistema Ax = b
sem troca de linhas entao A = LU onde

1 0 0 ai;; a2 A13 ... ... Qip
mar 1 0 0 0 a%) ag) cee agi)
3 3
I — Tn‘gl T3 1 0 ’ U— A(”) _ 0 0 Clég) [ (l:(;n)
0
0 : : S :
| Mp1 Mp2 oo oo Mpp1 1| i 0 0 O ... O aﬁf}b) |

Exemplo: Determine a solucao do sistema linear abaixo pelo método de Doolittle.

2 3 —2 T 0
2 =16 10 Ty | =] =3
14 -7 =7 T3 0

Solugao: Pelo método de Doolittle temos:

Ax:b<:>LUx:b<:>{Lg:b

Ux=g
onde

1 0 O U Uz U3

L= 121 1 0 elU = 0 U292 U3

l31 3 1 0 0 uss

As matrizes L e U sao obtidas pelas féormulas:
k—1
Uk;j = akj—Zlksusj, ]:k,k+1,,3
s=1

k—1
lik = <aik—2lisusk>/ukk, Z:k’—f—l,k‘—l—Q,,?}

s=1

e Calculode L e U:
la. linha de U :

Uy = a1 = U = 2
Upg = Q12 = U2 = 3

la. coluna de L :
lo1 = CL21/U11 = 2/2 =1
l31 = CL31/U11 = 14/2 =7

U3 = Q13 = U3 = —2

2a. linha de U : 2a. coluna de_[% _ -
Uy = A9y — lglu12 — U] = —16—1x3=-19 l32 = gy — l31u12 — _719
U3 = A3 — l21u13 — U93 = 10—1x —2 =12 _ 28/19 147368
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3a. linha de U :
28
U3z = a33 — 131u13 — 132U23 =-T7— (7 X —2) — (19 X ].2)
= -7+ 14 —17.6842 = —10.68421

Portanto,
1 0 0 2 3 —2
L=1|1 1 0Ol eU=]0 —19 12
7 1.473681 1 0 0 —10.68421

Solugao dos sistemas lineares Lg =beUx =g

g1=0
1 0 0 0
1 1 0 = il = -3 — 91+92=—3:>92:_3
7 1.473681 1 92 0 Tg1 + 1.473681gs + g3 =0
' ’ s gy = —1.473681g, = 4.42104

Portanto, g = [0 — 3 4.42104)".

2 3 —9 T 0
0 —19 12 — |z | = —3
0 0 —10.68421 s 4.42104
4.42104
— T 0.413792
T3 = Tlooeaol AT 41
100y 4 1205 = —3 = 1y = > 213
= —3—12 x —0.413792 —19
— 0 : — —0.103448
2r1 + 3xe — 223 = 0 = 21 = (=329 + 213) /2
— 21 = (=3 x —0.103448 + 2 x —0.413792)/2 = —0.2586206
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Método de Crout (ou Factorizagao de Crout)

Neste método, a matriz L é triangular inferior e U é triangular superior com u;; =
seja, a decomposicao é da forma:

1, ou

a1 ap +... aln_ _lll 0 07 71 wyg ... ... uln_
21 A22 Ce Qon, l21 l22 0 0 0 1 U23 ... Ugp
: : = 0 0
0
L Gn1  Gp2 Appn | L lnl ln2 lnn _ L 0 0 . 0 1 _
A (matriz dada) L v

A obtengao das matrizes L e U segue o mesmo processo descrito na factorizagao de Doolittle,
sO que agora determina-se primeiro a coluna k de L seguido pelo calculo da linha k de U.
As equagoes para a obtengao de L e U sao:

k—1

e Coluna k de L: l;;, = a;, — Zlirurk, i=kk+1,...n

r=1

k—1
e Linha k de U uy; = (akj - Zlkrurj> [k, i =k, k+1,...n
r=1

Método de Cholesky (ou Factorizagao de Cholesky)

No caso especial em que A é uma matriz real e simétrica, a decomposicao LU pode ser
modificada de maneira que L = U7, ou seja, A = LLT. As equacoes para obter a matriz L
seguem o mesmo procedimento do método LU, ou seja,

[ann a2 +... ai, | [l O ... 07 [l Ixn ln1 T
a21 A22 Q2n log lea O 0 0 Il lno
0 0
0 :
L Qn1  Qp2 Ann | L lnl ln2 lnn _ L 0 0 l’rm _
A (matriz dada) L LT

Efectuando o produto LLT e usando a igualdade A = LU, elemento a elemento, obtém-se
as seguintes equagoes para a determinagao das colunas de L:

k—1

2

are — Y 17,
r=1

k—1
lik = [aik_zlirlkrl/lkk7 z:k—i—l,k—i—Z,,n

r=1

lkk =
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Calculo da Matriz Inversa

Seja. A uma matriz nao-singular e A~! sua inversa. Entao,

AAT =T
Seja Xj = T1j, Taj, .., Tnj, a coluna j (j =1,...n) de A~'. Entdo temos:
_CLH a2 ... ... aln' _I'H T12 ... ... xln_ 1 0 cee . 0
ag1 Q92 ... ... Qon To1 Tog ... ... Ton 0 1 0
: 0
L Gn1 Gp2 -+ ... Qunp | L Tpl Tp2 .-+ . Tpp | _0 0 1_

Desta igualdade, vemos que o cdlculo de A~! equivale a resolver n sistemas lineares

Axlzel, AXQZGQ, ce Axn:en
ondee; =[10 ... 07, ea=1[01...07, ex=1[0 ... 1T

para a determinacdo das colunas de A~!. Se a matriz A for factorizada na forma A = LU,
entao faz-se

(LU)x1 = e1, (LU)x2 = eq, ...,(LU)x, = e,. Ou seja, faz-se a factorizacdo LU uma
lnica vez e resolvem-se os n sistemas lineares cujas solucoes sao as colunas de A~L.
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Técnicas de Pesquisa de Pivot

Devido aos erros de arredondamento, o método de Eliminagao de Gauss pode conduzir a
solugoes erroneas. Ou seja, podemos ter problemas de instabilidade numérica. As técnicas
de pesquisa de pivot surgem numa tentativa de minorar o efeito da propagacao dos erros de
arredondamento.

Comecamos por apresentar o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1

E7 :0.003000z; + 59.1425 = 59.17
FE5 529121 — 6.130xy = 47.78 (3.4)
que tem como solugao exacta 7 = 10.0 e x5 = 1.0. Suponhamos um computador que usa

um sistema V F(10,4, —10, 10) e arredondamento simétrico. Entao, aplicando o método de
Eliminagao de Gauss ao sistema linear (3.4), temos:

5291
~0.003000

e, efectuando a operacao Ey — mo1 By — E5, obtém-se o sistema equivalente:

l

Moy = 1763.66 ~ 0.1764 x 10*

0.003000x; + 59.14x9 = 59.17

—104300z9 = —104400 (3.5)
que tem como solugao:
—0.1044 x 106 59.17 — (59.14 x 1.001)
= = 1.00096 ~ 1.001 = = —10.0
27 Z0.1043 x 10° ¢ 0.003000
1.0 — 1.001]
Vemos que um pequeno erro em s : |0xs| = —————— = 0.001(0.1 % erro) resultou num
10.0 — (—10.0 '
grande erro em x7 : |0x| = | 10(0 ) = 2( ou seja, 200 % de erro)

Vejamos que nao é indiferente a ordem das equacoes !

Por outro lado, se trocarmos as equagoes em (3.4) (E; «— Es), tem-se:

5291z, —6.130z, = 46.78
0.00300z; +59.14z, = 59.17 (3.6)
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e aplicarmos o método de Eliminacao de Gauss, obtemos:

0.003000
Mo = o0l 0.0005670 ~ 0.0006

e a operacao Fy — mo 4 — FE5 conduz agora ao sistema equivalente:

5.291xy — 6.130zy =46.78
59.14z, = 59.14

que tem como solucao x; = 10.0 e x5 = 1.0!!
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Pesquisa Parcial de Pivot

Esta técnica consiste em escolher, para elemento pivot, no k-passo do método de Eliminacao
de Gauss, o elemento de maior valor absoluto na coluna k, ou seja,

Seja a¥, tal que |a¥,| = maz{|ak|,i =k, k+1,...,n}
Entdo, se r # k troca-se as linhas EF e EF.

Notemos que a aplicagdo desta técnica, no exemplo anterior, ao sistema (3.4) conduz ao
sistema (3.6).

obs: Estudos feitos sobre o mét. de Elim. de Gauss mostram que se os multiplicadores m;
sao tais que |m| < 1 entdo o efeito da propagagao dos erros de arredondamento na
solucao ¢ de algum modo reduzido. Esse é o objectivo da técnica de pesquisa parcial
de pivot.

Pesquisa Total de Pivot

Esta técnica consiste em escolher, para elemento pivot, no k-passo do método de Eliminagao
de Gauss, o elemento:

0k, = maz{Jab],i.j =k k+1,...,n}

No exemplo anterior, conduziria ao sistema

59.14z; + 0.00300z, = 59.17
—6.130z; + 5.291z, =46.78

A pesquisa total de pivot é a técnica que permite maior redugao dos erros de arredondamento.
Contudo ela requer um maior tempo computacional, sendo, por isso, mais dispendiosa.
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Matrizes Especiais

No caso de certo tipo de matrizes, que consideraremos nesta seccao, o método de elim-
inacao de Gauss tem um comportamento estavel, nao sendo necessario recorrer ao uso de
pesquisa de pivot.

Definig¢ao 3.1 (Matriz de Diagonal Dominante): Uma matriz Ay, € chamada “matriz de
diagonal dominante” se:

lag| > Y ay| i=1,2,...,n diagonal dominante por linhas
j=1
J#i

laj;| > Y layl j=1,2,...,n diagonal dominante por colunas
1=1
LF

com desigualdade estrita” >" wvdlida para pelo menos um indice.

Definicao 3.2 (Matriz de Diagonal Estritamente Dominante): Se nas desigualdades acima
o sinal > for substituido por " >" (ou seja, desigualdade estrita sempre) entiao dizemos que
a matriz € de diagonal estritamente dominante por linhas (ou por colunas).

Exemplo 3.2

Considere a matriz

4 -1 0
A= -1 4 1
2 =24

Tem-se: |[4| > | —1|+10], |4] > | —1|+|1| e |4] = |2| 4+ 2|, donde vemos que esta matriz é de
diagonal dominante por linhas, mas nao é de diagonal estritamente dominante por linhas.

Por outro lado, A é de diagonal estritamente dominante por colunas: [4| > | — 1| + [2] ,
[4] > 1= 1+ [ =2[ e |4] > [1] + [0]

Definigao 3.3 (Matriz Definida Positiva): Seja Anx, uma matriz simétrica. Se x Ax > 0
qualquer que seja o vector ndo nulo X = [, T, ..., x,]T € R, dizemos que A é uma matriz
definida positiva.

Na prética é mais facil verificar o seguinte.
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Teorema 3.1 Uma matriz A, x, simétrica é definida positiva se e so se a submatriz Ay,
constituida pelas k primeiras linhas e k primeiras colunas de A, verifica:

det(Ag) >0, k=1,2,...n.

Exemplo 3.3

Para a matriz

tem-se

A =2, A2:l_1 )

e, sendo A simétrica, com det(A;) =2, det(As) =3 >0, det(As) = det(A) =4 > 0, entdo
A é definida positiva.

Observacgoes
obsl: Se A é simétrica e os valores proprios de A sao positivos entao A é definida positiva.

obs2: Se A é definida positiva entao os elementos da diagonal sao positivos.

Teorema 3.2 Seja A uma matriz de um dos dois tipos sequintes: i) simétrica definida
positiva ou i) de diagonal estritamente dominante por linhas ou por colunas. Entao A €
nao singular e, além disso, o método de Eliminacao de Gauss (também o método LU ) pode
ser aplicado ao sistema linear Ax = b sem troca de linhas. Ou seja, o processo € estdvel em
relagao a propagacao dos erros de arredondamento, nao sendo preciso usar nenhuma técnica
de pesquisa de pivot.

Tem-se ainda

Teorema 3.3 Se A é uma matriz simétrica definida positiva entdo o método de Cholesky

pode ser aplicado ao sistema linear Ax = b. (existe uma tnica matriz triangular inferior L
talque A = LLT).
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Normas Vectoriais e Matriciais
Normas de Vectores

Uma norma em R™ é uma fungao denotada por || - || com valores em IR, satisfazendo:

N1. ||x|| >0, Vx € R"
N2. [|x]|=0<=x=0
N3. ||lax| = |o|||x|l, Va € R, Vx € R®

N4. [x +y| < [Ix[| +[x], vxy € R"
Em R"™ usaremos as seguintes normas:

L [l = max {la)

n

I [Jxl = > _lail

i=1

n 1/2
I ||x|l» = <Z|xi|2>
i=1
Exemplo 3.4

seja x = [—1 2 4]7. Entao:

[X[loo = maz {| = 1], (2], [4]} = 4

3
belly =D lwil = [ = 1 + 2]+ 4] =7

=1

3 1/2
Ixlls = (zw) (= 1P+ 2+ W)Y = v

=1
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Normas de Matrizes

Uma norma de matriz é uma funcao definida no conjunto das matrizes quadradas reais com
valores em IR (|| - || : R x R® — IR) satisfazendo:

ML1. [|A] >0, ¥ A
M2. A =0<= A=0
M

w

oAl = lal||Al, Va € R, ¥ A
Ma. [[A+ Bl < [[All +[|B]|, V Ae B
M

()4

- [IABI < [[AlIB]l, v Ae B

Embora uma norma de matriz possa ser definida de vérias maneiras, vamos considerar
somente normas provenientes de normas de vectores.

Dada uma norma vectorial || - ||, a aplicagao
1A o
| Al = max { norma natural ou induzida } (1)
A0 [|x|

satisfaz as condicoes M 1-M5 para normas de matrizes. Como vemos, a norma de matriz
definida por (1) depende da norma de vector adoptada. Vejamos alguns casos particulares:

1. Consideremos a norma vectorial ||x||oo = 1rga<x{]xz\} Entao tem-se:
<i<n

Ax ||
| Al| oo = max [ Ax| . Nesse caso, pode-se provar que:
25 il
| Alloe = max {; ]aij]} { conhecida como “norma das linhas” }
Exemplo 3.5
1 3 =5 11|+ [3| + | —=5] =8,
SeA=1| 1 4 2 |, [|Alleo=maxs |1|+ 4]+ 2| =T, =18
-6 5 7 | — 6]+ (5] 4+ |7| =18
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2. Para a norma vectorial ||x|[y = > {|z;|}, tem-se:
i=1

A
| All; = max ” XHI. e pode-se provar que:
20 [x]ly
n
|All: = max {Z |aij|} { conhecida como “norma das colunas” }
i
Exemplo 3.6

1]+ (1] +] - 6] =38,
Para a matriz acima, tem-se: ||A||; = maz { [3| + 4] + |5] = 12, =14
| =5+ 2]+ |7| = 14

3. Para definirmos a norma ||A||y precisamos de introduzir o conceito de raio espectral.
Comegamos por rever o seguinte.

Definicao 3.4 Definicao: Os wvalores proprios de uma matriz A,x, s$ao as raizes da
equacao

det(A—X)=0
1 01
Exemplo 3.7 Determine os valores proprios da matriz A= | 2 2 1
-1 0 0
Solucgao:
1—-Xx 0 1
A— X = 2 2-=-Xx 1
—1 0 —A
. 2—X 1 2 2—A
Entaodet(A—/\])—O:>(1—)\)’ 0 _)\|+|_1 0 |—0

— (1= N[2=N(=N]+(2=-2) =0

— (2-N[AI =N +1=0 = 2-A)[A-A+1=0

1+ +3i \ 1—+/3i
) 3 =

= M =2, g =
1 ) N2 2 2

Definigcao 3.5 Seja A uma matriz quadrada. O raio espectral de A, denotado por
p(A), € definido por:

p(A) = max |\;| onde \; € valor préprio de A

1<i<m
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Exemplo 3.8

Para a matriz acima tem-se:

p(A) = max |\;| = max{2, 1, 1} =2

1<i<3

A norma vectorial || - ||2 estd associada a norma matricial

1/2

1]l = [p(AAT)]

onde p(AAT) é o raio espectral da matriz produto de A por AT.

Exemplo No caso da matriz anterior, pode verificar-se que os valores préprios de AAT

sao: 1, (11 —+/105)/2, (11 + 1/105)/2. Entao p(AAT) = (11 + v/105)/2 ~ 10.62348 e
| All2 ~ 3.25937. Note que também se tem ||Al| = 5 e ||A||s = 4. Por outro lado, obtivémos
p(A) = 2, que é um valor inferior a qualquer das trés normas obtidas.

Te-se a seguinte propriedade do raio espectral.

Teorema 3.4 i) Qualquer que seja a norma matricial || - ||, induzida por uma norma vec-
torial, tem-se, para qualquer matriz A:

p(A) < |[A]

it) Dada uma matriz A qualquer, para todo o € > 0, existe uma norma induzida || - ||, tal
que:

[A]l < p(A) + e

Ou seja, o raio espectral é o infimo de todas as normas induzidas (entre os valores p(A)
e p(A) + € existe sempre uma norma de A)
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Condicionamento de Sistemas Lineares

Notagao: Seja x um vector e X uma aproximacao para X:

ex =X —X ¢ chamado erro de X  (um vector)

llex|| = |lx — x|| ¢é o erro absoluto de x

lex|l _ [lx = ]|

[E

10| =

, se x #0, ¢ o erro relativo de X

Quando se pretende resolver um sistema
Ax = b, (3.7)

por vezes os elementos de A ou b (os dados) podem ter de ser arredondados. Também
ao utilizarmos o método de eliminacao de Gauss, os erros resultantes dos arredondamentos
efectuados conduzem a erros na solugao final.

Para avaliar até que ponto a solugao x é sensivel a propagacao dos erros de arredonda-
mento, podemos pensar que o sistema original é substituido por um outro sistema AX = b,
onde A e b sdo aproximacoes de A e b, resultantes de pequenas ”perturbacoes” ou ”mu-
dancas” nos elementos de A e b.

Interessa-nos saber se o sistema (3.7) é sensivel a pequenas mudangas (perturbagoes) nos
dados.

Dizemos, informalmente, que um sistema linear é bem condicionado se a pequenas ”per-
turbacoes” nos dados correspondem pequenas ”perturbagoes” na solucao x. Caso contrario,
dizemos que é mal condicionado.

No seguinte exemplo estuda-se o efeito de uma pequena perturbagao no vector b.
Exemplo 3.9

Consideremos o sistema Ax = b dado por

1.0001zy — 2z, = 3.0001 cuja solucao exacta é
Ty + 229 =3.0 1 =10ex,=1.0

Agora, se “perturbarmos” o lado direito:

1.0001zy — 2x9 = 3.0003
r1 + 2552 =3.0
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este sistema tem por solucao: z; = 3.0 e x5 = 0.0.
Quais foram as mudangas (relativas) em b e em x 7

Calculemos o erro de b e o consequente erro na solu¢ao, usando, por exemplo a norma

Tem-se, para o vector b,
ep = b — b =[3.0001 3.0]” — [3.0003 3.0]" = [~0.0002 0.0]"

o que levou a um erro na solugao

s [-[7)

Calculando os respectivos erros relativos na norma || - || temos:
lles]|oc  0.0002
Ol = = ~ 0.000067 ~ 0.007%
1901l = 5] = 30001 ’
) felloe _ 2
e
19x|| = = == =200%
oo 1

Assim vemos que uma pequena perturbacgao relativa em b conduziu a uma grande per-
turbagao relativa na solugao x. O sistema nao é bem condicionado. Trata-se dum sistema
mal condicionado.

Como identificar um sistema mal condicionado ?

Definigao 3.6 Seja A uma matriz nao-singular. O numero de condi¢ao de A é definido
por:
cond(A) = ||A| |A7|, onde || - || € uma norma natural de matrizes.

Note-se que o ntiimero de condigao cond(A) depende da norma utilizada, mas, para as normas
induzidas, é sempre maior ou igual a um.
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Previsao do erro na solugao do sistema

Teorema 3.5 Seja x a solucao exacta do sistema AX =b e X a solugao obtida do sistema

perturbado AX = b. Entdo,

I b-b| _ x-x|
cond(A) bl =[]

Ib — bj|
bl

< cond(A)

ou
1

cond(A)

16l < [10x[] < cond(A) |[vll

Prova: de Ax = b e AX = b, obtém-se:

Ax —AX=b—-b = A(x—-X)=b-b = x—x=A"'(b-b)
=[x x| =[[A"'(b=b)| <A |b-b]
=[x —%| < [[A7] [|b—b]

Por outro lado, Ax =b = ||b|| = [|Ax| < ||A4]|| ||x]| donde se tem

1Al
[ bl
Multiplicando (3.11) e (3.12) tem-se:
Ib — bj|
bl

< [[A7 Al

Agora, de (3.10) tem-se que:

b — b
1Al

b —b = [[Ax—%)| < [A]l lx -l = [Ix-%| >

e, dividindo por ||x|[, obtém-se

Ix =] _ [b—b| 1
Il = Al [l

Por outro lado, de Ax = b vem:
x=A"b = |jx| = [|[A7"b|| < A7 [[b]]
donde:

1.1
]l (A= bl

76

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



Conjugando (3.15) por (3.16), vem:

1 |b-b| _ [x—x|
< (3.17)
JAIl [[A=H] [bl] |l

Finalmente, das equagdes (3.13) e (3.17) resulta:

b — b

I b-B _[x-
o]

X| | I
- < < AT AN =
[A[ A= (bl [l

ou
1

- < < A
oy 190l < 11 < cond( )3

Observagoes: Comecemos por notar que o resultado do teorema anterior compara o erro
relativo de b com o erro relativo de X, sendo independente do método utilizado para resolver
o sistema.

Examinemos a desigualdade que nos da uma majoracao para o erro:

10x] < cond(A) [|d|

1. Se cond(A) =~ 1 (pequeno) entdo, se ||0p|| for pequeno, vem que ||0x|| tambem é pequeno.
Neste caso, o sistema é um sistema bem condicionado!

2. Se cond(A) >>> 1 (grande) entao ||0p|| pequeno #= ||dx|| pequeno. Ou seja, pode
haver situagoes em que resulte um ||dx|| pequeno (ver exemplo abaixo) e outras em que
o erro relativo de X possa ser muito maior do que o de b. Na verdade é garantido isso
acontecer para certas escolhas de b e b, s6 que na prética nio se sabe quais sdo essas
escolhas. Um numero cond(A) muito grande traduz-se numa grande sensibilidade do
sistema a pequenas mudancas relativas em b, ou, por outras palavras, o sistema é mal
condicionado.

Exemplo 3.10

Para o exemplo anterior temos:

A 1.0001 2 A1 10000 —10000
N 1 2|7 ~ | =5000 5000.5

donde vemos que: [|Al|o = 3.0001 e ||A7!|| = 20000. Portando,

cond(A)s = 60002 >>>1
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Previsao:

Usemos a férmula de majoragao, concretizada para a norma || - ||o:

||5X||oo < Condoo{A) ||5b||oo

b — b

= 7 < ~ 4.02, ouseja =~ 400%
1%l bl

Pode concluir-se para este exemplo: quando o erro relativo em b é 0.0067, o erro relativo
na solugao pode ir até 400%. Na verdade, ja tinhamos calculado [|6x|| = 2 (~ 200%), o que
estd de acordo com a previsao (que d4 um majorante para o erro).

Para melhor ilustrar a incerteza inerente ao mau condicionamento de sistemas, incluimos
ainda o seguinte exemplo.

Consideremos de novo o mesmo sistema, mas sujeito a uma perturbagao em b diferente
da considerada. Assim, seja o sistema AX = b dado por:

1.0001z; + 2%, = 3.0011

este sistema tem por solucao: z; = 1. e o = 1.0005.

E facil de verificar que ||0p| ~ 0.33107% e ||0x|| ~ 0.5107'%. Ou seja, agora a uma
pequena perturbagao relativa em b correspondeu também uma pequena perturbacao relativa
em X.

As observacoes acima sobre mudancas no vector b também sao validas quando ha mu-
dancas nos elementos da matriz A. Em particular, se compararmos as solucoes de Ax = b
e AX = b, tem-se, no caso em que o erro relativo de A é suficientemente pequeno:

Ix - | cond(A) A~ A]
= A—A
B = 1= cona(A)ZA0 o]

(3.18)

desde que |A — A < 1/||A7Y|

De novo pequenas mudangas em A podem levar a grandes mudangas em x, se cond(A)
for grande. Em geral, o software para resolver sistemas lineares tem incorporados métodos
para se estimar cond(A), sem ter de se calcular A~'. Quando se suspeita que a matriz é mal
condicionada, pode ser usada uma técnica (método da correccao residual) para melhorar a
solucao aproximada obtida.

Concluimos esta seccao com a seguinte observacao. Como vimos, as técnicas de pesquisa
de pivot sao utilizadas para minorar as dificuldades resultantes da propagacao dos erros de
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arredondamento. Contudo, no caso de sistemas mal condicionados, a sua utilizacao nao vai
em principio melhorar grandemente os resultados, j4 que o mau condicionamento resulta
sempre em instabilidade numérica.
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3.2 Meétodos iterativos para Sistemas Lineares

Introducao

Num método iterativo para resolver um sistema de equacoes lineares Ax = b, comeca-se
com uma aproximacao inicial x(© da solucdo x e é gerada uma sucessdo de aproximacoes
{x®1ee . Os métodos iterativos sdo em geral usados para sistemas de grande dimensdo (por
exemplo, se A é da ordem de 10000) onde A tem uma grande percentagem de elementos nulos
(matriz esparsa). Sistemas deste tipo surgem por exemplo depois da aplicacao de métodos
numéricos a problemas de valores na fronteira e equacoes com derivadas parciais.

Relembremos que, no capitulo 2, para as equagoes da forma f(z) = 0 obtiveram-se
métodos iterativos do ponto fixo zx11 = g(xy), depois de se reescrever a equagdo dada
f(z) =0 na forma x = g(z).

No caso dum sistema linear Ax = b, que é uma equacao da forma

Ax—b =0, (3.1)
—_———
F(z)
também comegamos por obter uma equivaléncia x = G(x). Como veremos na seccao

seguinte, em geral isso pode ser feito através duma decomposicao da matriz A, a qual permite
reescrever o sistema numa forma equivalente

Ax =b = x=0Cx+d, (3.2)
()
G(x

onde C' é uma certa matriz apropriada e d um vector. O método iterativo associado a G
serd entao:

xtD) = G(x®), k=0,1,2,.. (3.3)
ou,usando (3.2),
xt+) — ox®) 1 d k=0,1,2, ... (3.4)
Seja
xO = [0 g0 O 00T

um vector aproximacao inicial para
T
X =[r] T3 x3... 2,

onde
o

0)
xé ¢ aprox. para o,

é aprox. para i,

£(0)

)€ aprox. para m,
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Entao construimos aproximacoes:

xM = [x&” xgl) xgl) T
x? = [x?) 2 :L’;(f) @

aplicando sucessivamente a férmula (3.4), ou seja, fazendo:

xW — O0x© 4 g
x@ — oxM 4 d
=Cx® +d

O objectivo é determinar aproximagoes (iteradas) até se chegar suficientemente préximo de
x. Por outras palavras, interessa-nos que a sucessdo de aproximacoes x, x®) .. x®
seja convergente para X:

lim x® = x (3.5)

k—oo

Ou, doutro modo, interessa-nos que as ”distancias” (medidas por intermédio duma norma)
de x as sucessivas iteradas x®) tenda para zero:

klim [x®) — x|| =0 (3.6)
Concluimos esta introdugao relembrando que, para as equagoes f(x) = 0, diferentes

fungdes g geravam métodos do ponto fixo (ou sucessoes) diferentes. No caso dum sistema,
também h4 diferentes maneiras de reescrevé-lo na forma (3.2), ou seja, sao possiveis diferentes
escolhas da matriz C' (e consequentemente do vector d), por forma a que (3.1) seja equivalente
a (3.2). Essas diferentes escolhas conduzem a métodos diferentes para a equagdo matricial
dada. Neste capitulo estudaremos, em particular, os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.
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3.2.1 Os Métodos de Jacobi e Gauss-Seidel

Vamos comecar por apresentar dois métodos iterativos, utilizando um exemplo concreto.

Exemplo 3.11 Seja o sistema

10 2 1 1 7 que tem solucao exacta:
1 5 1 i) = -8 Iry = 1, To = —2
2 3 10 T3 6 exs=1.
Em forma explicita, temos:
1001 + 229 4+23 = 7
1+ 5.7)2 + T3 = -8 (37)
21‘1 + 31‘2 + 10!)33 = 6

O Método de Jacobi

Resolvendo a primeira equacao de (3.7) em ordem a x, a segunda em ordem a x5 e a
terceira em ordem a x3, obtém-se o sistema equivalente

r, = (7T — 2z — 23)/10
r3 = (6 — 2.171 - 3ZL‘2)/10

Sendo x = [x; x5 x3]7 e designando por ¢y (1, To, x3), go(T1, T2, 23), g3(x1, T2, 3), Tespecti-
vamente, as expressoes do lado direito de (3.8), temos, equivalentemente,

Ty = 91($1,$2,$3)
o = ga(x1, T2, x3) — x = (G(x) (3.9)
xr3 = 93@1,902,903)

Em seguida associamos a G o método do ponto fixo x**1) = G(x*)). Isto é, no lado esquerdo

das equagoes substitui-se cada x; por xl(kﬂ) Ek)

chamado método de Jacobi, definido por

e, no lado direito, por z;”’. Obtém-se assim o

Y = = 22— 210 =07 -0.2:% — 012
2 = (=8 — 2™ — 2W)5 = —1.6- 0220 — 0.2:P (3.10)
Y = 60— 22— 320)/10 = 0.6 - 0.20 — 032
com k = 0,1,2,... Suponhamos que se comeca com uma aproximacio inicial x(© =
(0.7 — 1.6 0.6]7. Para obter as iteradas seguintes, utiliza-se (3.10), dando-se sucessivos
valores a k:
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k =0 (calculo de x)

2V =0.7-0220 - 012" = —0.2 x (=1.6) — 0.1 x (0.6) + 0.7 = 0.9600
2 =-1.6 - 022" — 022 = —0.20 x (0.7) — 0.2 x (0.6) — 1.6 = —1.8600
2 =0.6— 022" — 0.3z = —0.20 x (0.7) — 0.3 x (—1.6) + 0.6 = 0.9400

k =1 (célculo de x?)

2 = 0.7 022" — 0128 = —0.2 x (—1.86) — 0.1 x (0.94) + 0.7 = 0.9780
2P =16 022" — 022" = —0.20 x (0.96) — 0.2 x (0.94) — 1.6 = —1.9300
2P =0.6 — 022" —0.325” = —0.20 x (0.96) — 0.3 x (—1.86) + 0.6 = 0.9660

k = 2 (célculo de x®))

2 =07-02:P — 012 = —0.2 x (=1.98) — 0.1 x (0.966) + 0.7 = 0.9994
2 = —1.6 — 0.2z — 0.22) = —0.20 x (0.978) — 0.2 x (0.966) — 1.6 = —1.9988
28 = 0.6 —0.22 —0.328 = —0.20 x (0.978) — 0.3 x (—1.98) + 0.6 = 0.9984

O Método de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel pode ser considerado como uma modificagao do método de

Jacobi. No exemplo que estamos a tratar, observemos o seguinte.
E dada a aproximacao inicial x(© = [a:§°) a:éo) asgo)]T. No célculo da iterada seguinte,

xM pelo método de Jacobi, comeca-se por obter a primeira componente 35(1). Em seguida
9 p ) 9 p p p 1 g ’

para determinar a componente xgl), sao usados a:go), xéo). Ora, no método de Gauss-Seidel,

substitui-se a:&o) por xgl), que ja se conhece nesta altura. Também no célculo de xél), 0

, . . - . 1 1 0 0
método de Gauss-Seidel usa as aproximacoes mais recentes :c§ ),xg ), em vez de xg ),xé ),

respectivamente. Assim, para o método de Gauss-seidel, viria

(expressdo de xM)

2V =07-0220 - 012" = —0.2 x (=1.6) — 0.1 x (0.6) + 0.7 = 0.9600
2 = 1.6 - 022" — 0.2 = —0.20 x (0.9600) — 0.2 x (0.6) — 1.6 = —1.912
2 = 0.6 — 022" — 0.328" = —0.20 x (0.9600) — 0.3 x (—1.912) + 0.6 = 0.9316

Passemos a deduzir a férmula geral para obtencdo de x*+1) a partir da expressao (3.10)
do método de Jacobi. O método de Gauss-Seidel resulta de fazer algumas modificacoes:

~ k41 . . ~
A expressao da componente $§ ) fica como no método de Jacobi. Na expressao da

componente xékﬂ), substitui-se xgk) por xng). Na expressao da componente xng) substitui-

se mgk) por xgkﬂ) e :chk) por :pékﬂ).
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Com base nessas observacgoes, o método de Gauss-Seidel para o exemplo dado é o método
iterativo definido por:

o= (1 = 2~ 2)/10 =07-0225 — 0.1}
vy = (=8 — Y — )5 = —1.6 - 0.224") — 020" (3:11)
25 = 6 — 22— 32810 =06 — 0.2 — 0325,

com k=0,1,2,...

Vemos que o método de Gauss-Seidel se distingue do método de Jacobi no facto de utilizar
os novos elementos a medida que eles vao sendo calculados. Embora parega natural pensar
que, no caso de ambos convergirem, o método de Gauss-Seidel é "mais rapido” do que o
método de Jacobi (no sentido de ”chegar préximo” da solucao exacta num menor nimero de
iteragoes), isso nem sempre acontece. H4 mesmo casos em que o método de Jacobi converge
e o de Gauss-Seidel diverge.

Comecamos por apresentar os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel duma maneira directa
e bastante simples. Contudo, para o estudo da convergéncia desses métodos, é conveniente
recorrer a sua formulagao matricial. Isso é o que faremos na seccao seguinte, mas para ja
ilustramos com um exemplo.

Exemplo 3.12 Consideremos de novo o exemplo (3.11) e mostremos que o método de Jacobi
(3.10) é da forma
x* D) = ¢ x*) 4 (.

Com efeito, reescrevendo a igualdade (3.10) na forma matricial, vem:

2 0 -02 —017[aP 0.7
A =1 =02 0 =02 || 2P |+ | 16| = x*V =0, x® +d
LD 02 =03 0 || 4 0.6

A matriz C; acima chamamos matriz de iteracao do método de Jacobi.

Exemplo 3.13 Verifique que também é possivel expressar o método de Gauss-Seidel (3.11)
numa forma x**tY = Cag x® +d, onde Cag é uma matriz e d um vector adequado.

Veremos que as matrizes C'; e Cgs tém um papel importante na convergéncia dos métodos.

3.2.2 Obtencao de Métodos Iterativos.

Dado o sistema linear Ax = b, vamos agora descrever uma maneira de se obterem métodos
iterativos da forma
x+D) = ¢ x®) 4 d
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e, em particular, os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel. Comecamos por decompor a matriz

A na soma de outras duas:
A= M+ N, onde M é uma matriz invertivel.

donde resulta
Ax=b <= (M +N)x=b

Desenvolvendo a igualdade da direita obtém-se sucessivamente

Ax=b <= Mx=b-Nx<=x=-M"'N x+ M 'b
d
C

Quer dizer, obteve-se a equivaléncia

Ax =b <= x=Cx-+d

e somos naturalmente conduzidos a métodos iterativos da forma

ou seja,
x* ) = _MIN x® 4 M1b
—_———
c
k=0,1,2,... , onde x(® é um vector dado (aproximacdo inicial).

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Diferentes escolhas das matrizes M, N resultam em diferentes "rearranjos” do sistema na
forma x = C x+d, que, por sua vez, conduzem a diferentes métodos iterativos. A matriz C'
¢é chamada matriz de iteracao. Designaremos as matrizes de iteracao dos métodos de Jacobi

e Gauss-Seidel por C'; e Cgg, respectivamente.

O que sao as matrizes M, N no caso dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel?

A decomposicao A=L+D+U

Nos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel a escolha das matrizes M e N é basecada na

igualdade A = L + D + U, que a seguir descrevemos.

Ao sistema linear Ax = b, da forma:

aip @12 ... QGip Ty by
a1 G2 ... G2p Ty by
T3 — b3

L Qn1l QAp2 ... Opp | _ZE”_ _bn_
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associamos as matrizes L, U, D definidas do seguinte modo:

0
az1

L Qnl

0
0

an2

0

Entao, tem-se:

3.2.3 Formulagao matricial dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel

Método de Jacobi

Com base na igualdade (3.18), vem:
Ax=bx < (D +L+U)x=b

Substituindo M = D e N = L + U em (3.17) resulta o método de Jacobi:
x*) = —p YL+ U)x® + Db,
| S —

Cy

Gnpn—1

0
0

0 .
0

0 -l

0 a2 ... ... QA1n

0 0 a3 ... aon

0

: e Op—1n
10 0 0 0
A=L+D+U

~——
M N

x@ dado.

(3.19)

Ou seja, o método de Jacobi é um método iterativo da forma (3.17) com: M = De N = L+U
e, consequentemente, matriz de iteragio C; = —D~ (L + U). Estamos a supor que os
elementos da diagonal de D sao diferentes de zero.

Exemplo 3.14 Seja o exemplo 3.11 jd considerado:

Vem

M=D=

10

e a matriz de iteracao do método de Jacobi é:

OJZ—D_1<L—|—U>=

1/10

10 2
1 5
2 3
10
0 -2 -1
1/5 -1 0 -1
1/10 —2 =3 0

que € de facto a matriz ja obtida no exemplo 3.12.
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Deducgao da expressao geral do método de Jacobi

E ttil deduzir a expressao geral do método de Jacobi, para efeitos de implementacao do
método no computador.
Da igualdade Dx®* 1) = —(L + U)x™®) 4- b obtemos as equacoes

(k+1) (k) (k)

a112y - = (a12372 T oair3 + aury + T a1n$$‘k)) b
azﬂfgkﬂ) = — (am:cgk) + a2356z(),k) + a24$z(1k) + + aan;k)) + b
A + : +
sy = = (anlxgk) + a1+ anrl? 4+ + ann—lx@l) + b
e portanto,
xgkﬂ) = _b1 - (alzxék) + a13$§k) + G14$z(1k) + + al”mglk))} /an
x(zkH) = |by— a21l’§k) + a23$:(3k) + a24I4(1k) + .+ az) )| faz
:Uékﬂ) = |bs— aglivgk) + a32$gk) + a341'4(1k) + ...+ aza) )| fass
x:(),kﬂ) = -bn - (anlxék) + a/angk) + an3x§k) + ot ann,1$;k21>} /ann
Em geral, acl(kﬂ) pode ser obtido pela férmula:
2 = b =Y aa® | Jag, i =1,2,....n (3.20)
j=1

=t
J#i

Exemplo 3.15 Se aplicarmos a expressao acima ao exemplo 3.11, resultam as equagoes jd
obtidas anteriormente:

A = - 22 4 xék))} /10
™ =[-8 = @+ )]/
= 6 — @ + 328] /10

Na pratica, é mais facil utlizar o processo descrito no exemplo 3.11 para obter a expressao
da iterada genérica.

Método de Gauss-Seidel

Com base na igualdade (3.18), associamos as matrizes do seguinte modo:

Ax=bx<:>(D+L+\(L)X:b (3.21)
M N
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O método de Gauss-Seidel é um método iterativo da forma (3.17), com M = D+Le N =U

e, consequentemente, matriz de iteracao dada por Cgg = —M'N = —(D + L)"'U. Ou
seja, é o método definido por
xtD = (D4+L)"'Ux® +(D+L)b (3.22)
| —
Ces

A férmula geral para o calculo de x*+1) pode ser obtida de maneira andloga & utilizada
para o método de Jacobi, usando a igualdade (equivalente a (3.22)):

(D + L)x*) = —Ux® —p (3.23)
donde se obtém

D x* = [ xt+) _ x®) b (3.24)

Igualando componente a componente, chega-se a

xfkﬂ ( Zam (et1) Z i T, ) Jai, 1=1,2,....n (3.25)

Jj=t+1

Note-se que a expressao acima também pode ser deduzida a partir da expressao geral
(3.20) do método de Jacobi, fazendo as modificagoes seguintes. No método de Gauss-Seidel

e k1) . . . . . . .
utilizam-se os valores x§ ), Jj=1,2,...,1—1, que sao aproximacoes actualizadas de z;, j =

1,2,...,1— 1, em vez dos valores :cgk),jzl,Q,...,i—l.

3.3 Convergéncia dos Métodos Iterativos

Teorema 3.6 (Condigdo suficiente de convergéncia) Seja o sistema linear Ax = b e supon-
hamos que o mesmo tenha sido transformado no sistema equivalente

x=0Cx+d (3.26)
onde C' € uma matriz quadrada e d € um vector, e consideremos o método iterativo
x* ) = ox® 1+ d (3.27)

com x© um vector qualquer do R™. Se existe alguma norma induzida (ou natural) de
matrizes tal que ||C]| < 1, entdo o método iterativo (3.27) converge para a solu¢io x do
sistema (3.26) qualquer que seja o vector x\° dado. E tém-se as formulas de erro

(1) x =x" < [O] x = x| (3.28)

(1) [l = x" D < O] lx - <O (3.29)
€]l

(I17) - fx = x® ) < — HCHHX(’“+1 x| (3.30)
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Dem. Seja x a solugao de (3.26) e portanto de Ax = b e seja
e = x — x
o erro da iterada x(*),

Subtraindo (3.26) de (3.27) vem:
x —x*D) = 0x — Cx® = O(x —x%), k=0,1,2, ...

ou seja,
et = Ce® (3.31)

Dando sucessivos valores a k& obtém-se

e(l) = Ce(o)
e®@ — (el — C’(Ce(o)) — (2
e® = Ce® = C(C%©) = C3e®

e, em geral,
e(k+1) _ C(k+1)e(0) (332)

Seja || - || uma norma de vector e consideremos a norma de matriz associada. A férmula
(I), ou seja,(3.28), resulta de se aplicarem normas a igualdade (3.31):

le® V) = [[Ce®@] <[]l (D

Por outro lado, aplicando normas a igualdade (3.32), obtém-se:

le® ]| = |lC* e < C*H V][]

e, notando que:
IC?| = llcc) < ICllic] = [C?
IC?| = [lcc?|| < |C|lic?] = [
Ict = [ece| < eqie = e

obtém-se, em geral, para k > 0: ||C*+D|| < ||C||**+Y. Substituindo acima, resulta a férmula:
le®™ ] < [[CI® e (1)

As férmulas (I) e (II) sdo validas para qualquer norma vectorial e correspondente norma
matricial induzida.
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Convergéncia

A férmula (II), juntamente com a hipétese de que existe uma norma tal que ||C|| < 1,
pode ser utilizada para provar convergéncia. Com efeito, sendo ||C]| < 1, entao

lim [CFD || =0 = [[e®D| =% 0

k—o0

ou seja, ||x — xFH || =% 0 = x*D "= x qualquer que seja x©.

Portanto, provamos que o método converge para x qualquer que seja x© € R”®

Para finalizar a demonstragao do teorema, falta provar a férmula de erro (I1I), ou seja, a
desigualdade (3.30), que é vélida sob a hipétese de que existe uma norma tal que ||C|| < 1.

Da equacio e*t1) = Ce® temos:

x — x*+) = O(x — x®)
s x — xtEH) = O(x — x(kHD) 4 xbD) _ (b))

Aplicando a norma || - || vem:
[l = x| = [|C(x — x®HD 4 xEH) —xE) || <[] — =D 4 xEHD — k)H
< [l (I = x| + ||X(’“+1 x®|) = [[C]l[lx — xEFD| 4 [|C| [+ — xB|
=[x — xEV| — O]l — x*+V]| < ||C||||X b+ —X(k)||

= (L= [[CID]x —xED] < [|C][]x*+D — xP]

Finalmente, atendendo a que ||C]||| < 1, vem

1<l
I — x| < 1_7HCH||X(H1) — x| (111)

O

Corolario 3.1 O método iterativo (3.27) converge para a solu¢io x do sistema (3.26) qual-
quer que seja o vector X0 dado, se alguma das condicées se verificar:

(1) [ICflee <1 (3.33)
2) [ICh <1 (3.34)

Observagao: Pode nao se dar (1) nem (2) e o método ser convergente.

10 2 1 X1 7
Exemplo 3.16 Seja de novo o exemplo | 1 5 1 xy | = | =8 |, cuja solucao ez-
2 3 10 T3 6
1
acta € x = | —2 |. Mostre que o método de Jacobi converge para a solu¢ao exacta do
1

sistema e obtenha um majorante para ||x — x?| 5
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Ja obtivémos a matriz de iteragao do método de Jacobi:

0 —02 —0.1
C;=-D'L+U)=| -02 0 -02
-02 —03 0

Entao facilmente vemos que:
|Csl|lco = max{0.3,0.4,0.5} = 0.5 < 1
e a convergeéncia fica provada.

Dado que x") = [0.960 —1.86 0.940]” e x® =[0.978 —1.98 0.966]" entdo: x? —xM=
[0.018 —0.12 0.026]”. E temos o seguinte majorante para o erro:

1€l
I — x®l <
1 —QCHOO

— x| < 0.12) =1.0 x (0.12) =0.12
I = %o < T (0.12) = 10 (0.12)

%2 = x|

Teorema 3.7 (Critério de Conv. Mét. Jacobi) Considere o sistema linear Ax = b. Se A
¢ uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas ou por colunas entdao o método
de Jacobi converge para a solucio de Ax =b qualquer que seja o vector inicial x©.

Dem. Vamos supor primeiramente que A é de diagonal estritamente dominante por
linhas. Neste caso, a convergéncia resulta como corolario do teorema 3.6. A matriz de
iteragao do método Cy=—D"}(L 4 U) é dada por

[ 0 a12/a11 CL13/CL11 . Clln/an i
a21/a22 0 CL23/CL22 ce Gzn/azz
C, = . .
L anl/ann an?/a'nn e an—ln/ann O _

Como A é de diagonal estritamente dominante por linhas

n n n
. A;5 .
lag| > |ay| Vi <= Z‘ il <l<e=) o<1V
j=1 =1 |a“‘ j=1
J# J#i J#i
Acima designamos por ¢;; os elementos da matriz C; e a relagao anterior significa que
ICs]leo < 1. Ou seja, a condigao de A ser de diagonal estritamente dominante por linhas é
equivalente a ter-se |Cy|loo < 1. E estamos nas condi¢oes do teorema (3.6). Consequente-
mente, podemos concluir que o método de Jacobi converge, qualquer que seja o vector inicial

x(0),
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Passando agora a condicao de A ser de diagonal estritamente dominante por colunas, é
interessante notar que ela nao implica que ||Cy||; < 1. Basta considerar o exemplo:

4 4 =2
A=1]1 -8 1
1 1 5

A é de diagonal estritamente dominante por colunas mas facilmente se verifica que para a
matriz C; vem ||Cyl|; > 1.

Voltando a demonstracao do teorema, sendo A de diagonal estritamente dominante por
colunas, ¢ possivel mostrar que existe uma norma (nao necessariamente a norma ||.||;) tal
que ||Cy|]| < 1 e, do teorema 3.6, de novo se conclui a convergéncia do método de Jacobi,
qualquer que seja o vector inicial x(©. O

Também é valido um resultado andlogo ao teorema (3.7) para o método de Gauss-Seidel,
mas cuja demonstracao ¢ mais trabalhosa.

Teorema 3.8 (Critério de Conv. Mét. Gauss-Seidel) Considere o sistema linear Ax = b.
Se A € uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas ou por colunas entao o

método de Gauss-Seidel converge para a solu¢do de Ax = b qualquer que seja o vector inicial
(0)
x\Y),

4 -1 1 T 7
Exemplo 3.17 Seja o sistema | 4 —8 1 xy | = | =21 |. Conclua sobre a con-
-2 1 5 T3 15

vergéncia ou nao dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.

A matriz A nao é de diagonal estritamente dominante por colunas, pois falha na primeira
coluna: |aj| =4 <4+ 2.

Contudo, A é de diagonal estritamente dominante por linhas: |a;;| = 4 > 1+ 1 =
2;lag| =8 >4+ 1 = b;lass) =5 > 2+ 1 = 3. Pelos teoremas anteriores, (3.7) e (3.8),
podemos concluir que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solucao exacta
do sistema, Vx(®.

Tem-se ainda o resultado seguinte apenas para o método de Gauss-Seidel:

Teorema 3.9 (Crit. Conv. Gauss-Seidel) Se A € simétrica e definida positiva entdo o
método de Gauss-Seidel aplicado ao sistema linear Ax = b converge para a solu¢do do
mesmo,qualquer que seja o vector inicial x(0),
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Concluimos com um resultado geral de convergéncia.

Teorema 3.10 (condi¢ao necessdria e suficiente de convergéncia) O método iterativo definido
por
xEH) = Ox® 4 d,

converge para a solucio do sistema linear Ax = b, qualquer que seja o vector inicial x\°, se
e somente se p(C) < 1.

Exemplo 3.18 Considere o sistema

T+ 3.T2 =2
x|+ 4.%'2 =3
Mostre que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solu¢ao do sistema, qual-

quer que seja a aproximac¢ao inicial.

Notando que A nao é de diagonal estritamente dominante por linhas nem por colunas,
nada se conclui sobre convergéncia ou divergéncia dos métodos pelos teoremas (3.7) e (3.8).
Calculemos as respectivas matrizes de iteracao.

a) Método de Jacobi

Tem-se Cy = —D YL+ U) = [ _?/4 _03 ]

Entao  ||Cyllee = maxz{3,1/4} = 3 > 1, como ja era de esperar, e |Cy|; =
max{1/4,3} =3 > 1. Também nada se conclui pelo teorema 3.6.

Calculemos o raio espectral de C;. Tem-se p(C;) = max |\;(C})| e vem:

-\ =3

‘CJ_”’:‘ ~1/4 -\

‘:)\2—3/4:O<:>/\:i 3/4

Logo, p(C) ~ 0.866025 < 1, pelo que o método converge, ¥x(©.

b)  Faca o estudo da convergéncia do método de Gauss-Seidel.

Exemplo 3.19 Considere o sistema de equacgoes

2c 4+ y + €cosz = —1
r 4+ 3y — 3exz = 0 (3.35)
ex? + y + 3z = 0
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onde € ¢ um numero real conhecido. No caso de € = 0 justifique que o método de Jacobi
converge para a solucio do sistema e, se tomarmos x© = 0 (vector nulo), mostre que as
iteradas satisfazem a desigualdade

k
||X_X(k+1)||oo < (1)( v
- \2

Para € = 0, o sistema nao-linear acima, reduz-se ao sistema linear

20+ oy = —1
y + 3z = 0

Uma condicao suficiente para que o método de Jacobi aplicado ao sistema linear acima
convirja para a solu¢io do mesmo, ¥x® é que ||Cy|| < 1 onde || - || é uma norma de
matrizes. Tem-se

0 —1/2 0
C;=-DYL+U)=| -1/3 0 0
0 —1/3 0

logo ||Cl|lee = max[1/2,1/3,1/3] = 1/2 < 1. Portanto, podemos concluir que o método de
Jacobi aplicado ao sistema linear converge para a solucao do mesmo, qualquer que seja x(@.

Por outro lado, se tomarmos x(© = 0, pelo método de Jacobi obtemos x) = C,;x(©) +

D™ 'b =[-1/2 00]T. Agora, aplicando a seguinte férmula do erro
k+1
e — xE oo < =L lx® = x|
obtemos
<%>k+l ] b1
-t < 321 gy = (1)

-0
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II. Sistemas de Equacoes Nao Lineares

Um sistema de n-equacoes nao-lineares a n-incégnitas tem a forma:

filz1,2e,...;2,) = 0

fQ(xla'er"’)xn) -

folxy, 20, 0 x,) = 0

onde f; : R® — R,i =1,2,...,n. Definindo x = [z1 22 ... )T e F =[f1 fo ... fu]?,
podemos escrever o sistema na forma matricial:

F:R* — R"
fi(x)
F(x) = 0, X F(x) = fzgx)
fulx)

Exemplo 3.20 O sistema nao-linear

T+ X9+ T3 = 4 ~
tem como solucao
T1To + T1T3 + Tok3z = 1 T
x=[-1 2 3]
T1X2T3 — —6

pode ser escrito como:
F(x)=0 onde

fi(z1, z2, z3) 1+ T+ a3 —4
F(x) = | fa(z1,20,23) | = | 2122 + 2123 + 2a23 — 1
f3(x1, o, x3) 12973 + 6

O Método de Newton para sistemas nao lineares

Para fungoes f : IR — IR, o método de Newton é dado por:

Tonir = 9(Tm) = T — (F (@) f(@m)

No caso de fungoes vectoriais, F : R® — RP", a generalizacao do método de Newton é dada
por:

x(m+1) — G(X(m))
onde G(x) = x — [J(x)]'F(x)
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[ I0fi Ofq Of1 ]
Oy dzy T Oxy
f  0f; Of2
Jx)=| 0wy Oxy " Oxy
Ofn  Ofn Afn
L 921 Oxzy T Oxp
Ofi

¢ a matriz Jacobiana de F, isto é, J(x) =

Dada uma aproximacao inicial x(©), as iteradas x™*Y sdo calculadas através do processo
iterativo: .
x(mH) = xtm) — [y(xtm)] R (x™) (3.37)

a que se chama método de Newton para sistemas nao-lineares.

Célculo de x(m+1)

De (3.37) temos:

(mtl) e (m) [J(X(m))} F(x™)
Fazendo d = x(™*t) — x(™) vem:
d=—[J(x")] " F(x™)
e multiplicando ambos os lador por J(x(™)) obtemos:
J(x™) d = —F(x™), (3.38)

que é um sistema de equacgoes lineares, em que o vector d é o vector incdgnita, que pode
ser resolvido pelas técnicas ja estudadas: Método Eliminacao de Gauss, LU, Jacobi, Gauss-
Seidel, etc.

Uma vez obtido d, x("*1 ¢ determinado por:

x(mHD) = x(m 4 d (3.39)

Obs: Se J(x(™) for ndo- singular ¥m e se x(©) estiver suficientemente perto de x, pode-se
provar que x™ "™=3 x é a convergéncia é quadrética.

Exemplo 3.21 : comecando com uma aprovimacdo inicial x© = [0 1.0], calcule 2 iteradas
do método de Newton para o sistema nao-linear

Ty — 22421, = 05 — filz1,m9) = wo—a3+22,—05 = 0
r? + 42 = 4 folwy,m0) = x4 4x2 — 4 = 0
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Graficamente, as solugoes do sistema sdo os pontos de interseccao das duas curvas
sequintes (respectivamente, prdbola e elipse):

1.5¢

Solucgao
) = Ji(w1, 22) _ To — 22 4211 — 0.5
fa(z1, 22) $%+4$§ —4

Pelo método de Newton temos:

1) — (™) [ ()
ou, equivalentemente,
Célculo de J(x™)

(m)
J(X(m)) — 8;1:1 8%2 _ [ _2‘T1 +2 1 1

O vector F(x(™)
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Célculo de x(V
O vector F(x()
Com x® = [0 1.0]7, vem

fl(xg ), a:(QO)) = :Eg ) (x(lo)) + Qm(o) 05=1-05=05

<0y = 2
F(x'™) o) = (s )+4<x2)_4:4—4:0

Por outro lado,
—2x§0) +2 1 ]

J(a) = [ 0 0
2x§ ) 85B§)

Logo, temos o seguinte sistema linear para o calculo de d:

2 1 di | | =05 que tem como solucao:
0 8 dQ o 0 d2:06d1:—025

Portanto,

(0) _ B
xW =x+d= l ry’ +dp =0.0-0.25=-025 ]

O 4 dy=1.0+0.0=1.0
Calculo de x?:

x2 =x(M 1+ d
onde d é solucao do sistema linear

2
o< [ e2 1 T[] [ ) a0
R LR AR Rl ) YA

ou seja:
25 1 dy | | 0.06255
—-0.5 8 dy | | —0.0625

Aplicando o método eliminagao Gauss a este sistema vem:

05
My = 2L = T2 o 25dy +dy = 0.0625 dy = —0.0061

an_ - 25 = 8.2dy =—0.050 )| dy=0.02744
Ey —mog By — By ez L=

Finalmente,
2P = —0.25 4 0.02744 = —0.22256
(2) — 1.0 — 0.00610 = 0.99390

que sao as componentes da iterada x® pretendida.
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4 Aproximacao de funcoes

4.1 Introducao

Comecamos por rever resultados que mostram a importancia dos polinémios para aproximar
fungoes continuas.

Teorema (Weierstrass): Se f é definida e continua em [a, b] entdo, dado € > 0, existe um
polinémio de grau P, definido em [a, b], tal que

lf(x) — P(x)| <€, Yz € la,

Polinémio de Taylor: Seja f(z) uma fungao definida em [a, b] e suponhamos que f(z) €
C™*a, b]. Entao, um polinémio que pode ser usado para aproximar f(z) ¢ o polinémio de
Taylor de grau n em torno de xg:

_ 2 _ n
Pala) = flan) + (o) — w0) + (o) T8 g f0(a) Iy
e o erro é dado pelo resto de ordem n:
Ry (x) = f(x) — P(z) = fOFV(¢ )w & entre zex (4.2)

Exemplo 4.1 Obtenha o polinémio de Taylor de grau 3 da funcdo f(x) = /1 + x, em torno
de xo = 0, e calcule uma aproximacao para v/1.1.

Solucao:
/ " (x _ xO)Q m ($ _ x0)3
Ps(x) = f(xo) + [(xo)(z — o) + f (Io)#JFf ($0)T
f($)=(%+90)1/27 f(xo) = f(0) =1
fl(z) = 51 +2)77, f'(w0) = f'(0) = 1/2
fra) = ()2 ) = f1(0) = ~1/4
) = SR ) = 17(0) = 38
Portanto,
Ps(x) :1—|—;x+_41;$2+231!x3 = 1+;x+_81m2+116x3

donde obtemos

1 —1 1
f(11) = VIT~ Py(11) = 14 5(0.1) + —~0.1° + 7-0.1° = 1.0488125
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4.2 Interpolacao polinomial
Considere a seguinte tabela de dados sobre a populagao dos EUA:

Ano | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980
Pop. (milhoes) | 123.203 | 131.669 | 150.697 | 179.323 | 203.212 | 226.505

Com base nestes dados, pergunta-se:

i) Pode-se obter uma estimativa para a popula¢ao em 19657

i) Qual seria a populagdo no ano 20007

Podemos responder a estas duas perguntas utlizando uma func¢ao interpoladora.

Definig¢ao 4.1 : (fungao interpoladora)

Seja f uma fungao definida num intervalo |a,b]. Sejam xg,x1,- -+, 2, n+ 1 pontos dis-
tintos de [a,b] e defina-se f; :== f(z;), j=0,1,...,n. Unma fungao g tal que
g(z;) = fj, j=0,1,...,n. (4.3)

¢ chamada fungao interpoladora. Os pontos x; sao chamados pontos de interpolacao ou nos
e os valores f; os valores interpolados.

Em particular, vao ser do nosso interesse fungoes interpoladoras polinomiais.

Existéncia e unicidade do polinémio interpolador

Teorema 4.1  Sejam xg, 1, - - -, x, n+1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fy, f1,- -

os correspondentes valores de uma funcao f nesses pontos. Existe um tnico polinémio p,
de grau < n que interpola f nos pontos xj,j = 0,1,---,n, ou seja, tal que:

pa(zy) =f;,  j=0,1,-- ,n. (4.4)
Dem.:

Seja
() == ag + a1 + agx® + - - + a,z", (4.5)
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onde os coeficientes a; sdo constantes a determinar. As condigoes (4.4) traduzem-se nas n+1
equacoes
— 2 n -
pn(T5) = ap + a1z + apxy + - + a, 77y, j=0,1,--- n.

Estas constituem um sistema da forma Va = f, onde V é a matriz definida por

1 zg 3 -+ xf
1z 23 - 27

2 n
1z, x; - x)

e onde a = [apa; -+ a,|T e £ = [fof1-+ fu]". A matriz V é uma matriz de Vandermonde e
pode verificar-se que o seu determinante é dado por

detV =] (2;i—z;)
0<j<i<n

Sendo os x; distintos, serd detV# 0. Entao V ¢ nao singular e o sistema Va = f tem uma
solugao unica a. Fica provada a existéncia dum tnico polinémio interpolador de grau < n.
Para se obter os coeficientes ag,aq,- -, a, que devem ser inseridos em (4.5), é necessario
resolver o sistema Va = f. Este processo de determinar uma expressao para p, é pouco
conveniente do ponto de vista computacional. Outros modos de construir p,, serao tratados
neste capitulo. O

A férmula de Lagrange
Vamos em seguida obter uma expressao explicita para o polinémio interpolador.

Para cada 0 < j < n, seja [; o poliémio de grau n definido por

(r) = (x —@o)(z —a1)--- (& =2 ) (& = 2j10) - (2 = )
4@ (7j = wo)(zj —x1) -+ (75 — wj—1) (75 — wjp1) -+ (75 — 20)

Os [; sao chamados polindmios base de Lagrange.

Facilmente se verifica que
1 sei1=7
v ={ o 215 (16
Vamos provar que p,, pode ser representado na seguinte forma
pal(z) =) filj(@).
=0
Seja g(x) a expressao do lado direito, isto é

d@zéﬁ%ﬁ
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Quer-se provar que p,(x) = g(x). Comecemos por notar que a soma de polinémios de grau
n é um polinémio de grau < n. Além disso, atendendo a (4.6) tem-se, para 0 < i < n,

q(zi) = folo(zs) + -+ faln(xs)
= fili(z:) = fi,

0 que prova tratar-se dum polinémio interpolador de grau < n. Atendendo a unicidade do
polinémio interpolador (teorema 2.1), concluimos a igualdade pretendida.

A formula .
pa(®) =Y fili(), (4.7)
7=0

com

i) = 11 ((;__“Z)) (4.8)
ozg;én J

¢é chamada formula de Lagrange para o polinémio interpolador.

Exemplo 4.2 Determine o polinomio interpolador de grau < 2 duma certa funcao f nos
sequintes pontos tabelados

i |1 -1 2
Fa) [0 =3 4
Solucao
Tem-se
() = (@+1)(@—2) a’—x-2
1+ 10)(1-2) 2
_ (z—-1)(x—-2)  a?-3x+2
Al o T R
C(z-1)(x+1) 2?1
L) = G hern - 3

A férmula (4.7) dé-nos entao

2_3x+2 2_1q
1)2(:(:)20—3“7j 6$+ +4x3 .

Se quisermos representar p, em poténcias de z, basta-nos efectuar os calculos na expressao
obtida. Tem-se, neste caso, pa(x) = §(52* 4+ 9z — 14), que estd na forma (4.5). O

E importante distinguir entre a fun¢ao p, e as varias representagoes de p,. Pelo teorema
anterior, sabemos que p,, ¢ Unico, para cada conjunto de n + 1 valores. Contudo, podera
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haver muitas maneiras de representar explicitamente p,, e cada uma dessas formulas sugere
um dado algoritmo para calcular p,,. Mais adiante estudaremos outra representacao para p,.

Erro de interpolacao polinomial

Como pretendemos usar o polinomio interpolador para aproximar a funcao f em pontos
distintos dos pontos de interpolagao x;, interessa-nos uma estimativa da diferenca f(z) —
pn(x), para x € [a,b].

Teorema 4.2 Seja p, € P, o polinomio interpolador de f em n + 1 pontos distintos
To,T1, T, de[a,b]. Se f € C"a,b], entdo para cada x € [a,b] existe um ponto & = &(x)
no intervalo int(xo, . .., x,, ) = (min{xg, 1, -+, x,, v}, max{zg, x1, -, Tp, x}), tal que
o AR

en(2) = f(x) — pulz) = WW(@’ (4.9)

onde
W(z) = (z —xo)(x —x1) -+ (x — x,).
Dem.:

Se r = x;, para algum j, o resultado do teorema ¢ trivialmente valido.
Seja x um valor diferente dos x; e considere-se a funcao auxiliar F' definida por

F(t) = f(t) — pa(t) — CW(2), (4.10)
onde 1) = pal)
~ f(z) —pulz
C = W) .
Tem-se
F(x;) = f(z;) — palz;) = CW(z;) =0, j=0,1,---,n,
e também

F(x) = f(z) = pn(x) = CW(z) =0,

atendendo a definigdo de C'. A fungao F' tem pelo menos n+ 2 zeros distintos em [a, b]. Pelo
teorema de Rolle, a derivada F’ tem pelo menos n+ 1 zeros no intervalo I,(xg, 21, . . ., T, T).
A segunda derivada tera pelo menos n zeros e, por um processo indutivo, concluimos que a
derivada de ordem (n + 1) tem pelo menos um zero. Seja £ esse zero. Derivando n + 1 vezes
a equacao (4.10) e fazendo t = £, obtemos

0=F"(E) = f () — Cn+ 1),
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o que, depois de substituir C' pela sua expressao, conduz ao resultado pretendido. O

E evidente que a equagao (4.9) ndo pode ser usada para calcular o valor exacto do erro
en(x), visto que £ = &(x) é em geral uma funcao desconhecida. (Uma excepcao é o caso em
que a derivada de ordem (n + 1) de f é uma constante).

Porém, sendo f("*!) continua, existird uma constante M, tal que |f"FV(&)] < M,
para qualquer £ € [a, b]. Isto, juntamente com a equagao (4.9), resulta na férmula

ealo)] = 111@) = pula)] < W (@) (4.11)

Formula interpoladora de Newton com diferencas divididas

Uma outra forma de representar o polinémio interpolador ¢ usando diferengas divididas,
que a seguir definiremos. Este método, devido a Isaac Newton (1642-1727), permite passar
dum polinémio interpolador dum certo grau n — 1 para o polinémio de grau superior n, a
partir do polinémio de grau inferior.

Mais precisamente, sejam p,_1 € P,_1 e p, € P, os polinémios interpoladores de f nos
pontos z;, para i = 0,1,---,n—1e 7 = 0,1,---,n, respectivamente. Vamos provar que é
possivel escrever

Pn(x) = pu_1(z) + Cp(x), (4.12)

onde (), é uma funcao que a seguir caracterizamos.

Como C,, € P, e Cp(x;)) =0,i=0,1,---,n — 1, entdo C,, é da forma
Co(z) =An(x —2zo)(x —21) -+ (2 — Tp1)
com A, constante real. Substituindo em (4.12), vem

Po(T) = po1(z) + Ap(x — zo)(x — 1) -+ (2 — 2pq). (4.13)

Comegando com py(z) = fo, obtém-se desta relagao

pi(z) = fo+ Ailz — o) (4.14)
pa(z) = pi() + Aoz — 20)(x — 21)
= fo+ Ai(x —x0) + As(x — o) (x — 1) (4.15)

ps(z) = pa(x) + As(x — xo) (2 — 21) (2 — 3)
fo+ Ai(x — xo) + As(x — x0)(x — 1) + As(x — x0)(x — 21)(z — z2)  (4.16)
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po(z) = fo+ Ai(z —x0) + As(x — z0)(z — 1) + As(z — o) (x — 1) (x — 29) + - - -

+ Az —x) - (r—2p1) (4.17)
Substituindo z por xy, z, - -+, x,, respectivamente nas equagoes (4.14) ..., (4.17), obte-
mos um sistema de equagoes (de matriz triangular) nas incgnitas Aq,---, A,. E facil de

verificar que este sistema tem uma solugao tinica.

Assim, de pi(x1) = fi, sai que
A=

Ty — xo

Ay

(4.18)

Repare-se que A; é o declive da recta que passa pelos pontos (xo, f(zo)) e (z1, f(z1)). Chama-
se a Ay diferenca dividida de 1* ordem da funcdo f, associada aos pontos xg,r1, € designa-se
por

A = f[%ﬂl] (4'19)

Em seguida, substitui-se A; pela expressao (4.18) na equagao (4.15). Para se determinar
Ay, basta fazer z = x5 em (4.15) e usar o facto de po(z2) = fo (por py interpolar f em
To, X1, To. Assim, obtém-se

Ji— fo

Tr1 — X

Jo = pa(x2) = fo + (z2 — 20) + As(z2 — 20) (T2 — 21) (4.20)

o que, depois de simplificados os céalculos, conduz a

i fo ) fi ) fo o)

(o —x1)(mo —x2) (21 —@0)(T1 —22) (T2 — T0) (22 — 1)

Chama-se a Ay diferenca dividida de 2* ordem da funcao f, associada aos pontos xq, x1, Ts,
e designa-se por
A2 = f[.To, Ty, SL’Q] (422)

Conhecidas A; e Ag, de modo andlogo se obteria A3 da equacao (4.16). E assim sucessi-
vamente, até obter todas as constantes até A,,.

Notando que se pode reescrever

fo+f1

r — T r — 29

A=

105



e comparando com a expressao de A,, é facil de compreender que a expressao geral de A,
seja dada por
i

(z;

n

a=3

j=0
0

(4.23)

n

—

7

£

ﬂ‘/\
<A

No seguimento do que foi definido atras, usa-se a seguinte notacao para designar o valor
An7

An :f[m(),Il,"',Q:n] (424)
a que se chama diferenca dividida de ordem n da funcao f, associada aos pontos xg, x1,- - -, Ty.
De (4.17), podemos ainda concluir: A, ou seja, f[zo, x1, -, Z,], é 0 coeficiente do termo

em x" de p,.

Com a notacao das diferencas divididas, podemos escrever o polinémio interpolador p,
na forma

p(x) = flxo] + flzo, x1](z — x0) + flxo, 21, 22)(x — o) (X — 1) +
oot flro, xy, e wn) (T — x0) -+ (T — Tny) (4.25)

a que se chama formula de Newton com diferencas divididas. Por uma questao de uniformi-
dade, no lugar de f(x;) usa-se f[z;], a que se chama diferenca de ordem zero.

Exemplos

Resulta de (4.23) e (4.24) que
o h

Ty — T1 1 — Zo

f[ffo,xl] =

o que confirma a expressao ja obtida em (4.18). De modo geral, a diferenga dividida de
ordem 2, nos pontos x;, x; 11, € dada por
~ Jim— i

f[%', 371'+1] = .
Tiy1 — X4

Como exemplo de diferenga de ordem 3, tem-se

B fo fi 2
fleo. o, 2] = (o — 21)(x0 — 22) i (w1 — o) (21 — 2) " (22 = x0)(22 — 71)

A seguinte propriedade permite relacionar diferencas de uma certa ordem £ com diferencas
de ordem £k — 1.
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f[xi—i-la e in—i-k] - f[xm y T JIH—k—l]

Titk — g

floi Tigr, - wigs] = (4.26)

Resulta também de (4.23) que f[zo, -, z,| é uma funcdo simétrica de xg, - - -, x,, isto é,
qualquer permutacao dos x; conduz ao mesmo valor da diferenca dividida.

A férmula (4.26) permite calcular as diferencas divididas usando um esquema recursivo
que é em geral apresentado sob a forma duma tabela.

Tabela de diferencas divididas

5:50 }f[[;*o]] flws i) ] o] ooy ]
flxo, 1]

vy e fla] Flao, 1, o]
Fler, s flo, @1, 9, 5]

75 Fl) Flar, s, 3] Flwo, a1, w9, T3, 4]
Fl2, 3] flar, w2, w3, 4]

vy e flwg] flaz, 3, 4]
flrs, 24

4 flz4]

Na 1% coluna escrevem-se os pontos z; e na 2% coluna os valores f(x;),0 < ¢ < n. Depois de
obter a terceira coluna da tabela, ou seja, as diferengas de 1* ordem, por aplicacao de (4.26)
podem obter-se as diferencas de 2* ordem na coluna seguinte, e assim sucessivamente. Por
exemplo, depois de se calcular

floo.an) = TEAZT00 g, ) = Sl =]
O A T P
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pode-se obter

Flzo, 21, 2] = flon, @] — f[m,:m]) Flr, 9, 15] flwg, xs] — fla1, 2]

T2 — Xg T3 — I

Exemplo 4.3 Considere-se a funcao f dada pela tabela

0] 1]2
fl1]1]2

Obtenha um valor aprozimado de f(1.5) utilizando wm polinémio interpolador de grau <2.

Utilizando a férmula de Newton para o polindémio interpolador temos:
p2(x) = f(zo) + flzo, 21](x — o) + flzo, 21, 22](z — 20)(z — 1)
onde zog = 0,21 = 1,29 = 2.

Célculo da diferengas divididas:

Z; f(a%) f[%', $z‘+1] f[fo, X1, 902]
0 1
1-1
= — = 0

f[$07$1] 1 — 0 . O
1 1 - f[$0,$1,$2]:27_0 =0.5

flry, zo] = ST 1
2 2

Logo, p2(z) =1+ 0.5z(x — 1) e f(1.5) =~ po(1.5) = 1.375.

108



Relacao entre as diferencas divididas e as derivadas de f

Seja f € C""a,b] e sejam xg, 11, -, T, pontos distintos de [a, b]. Usando a férmula de
Newton com diferengas divididas, podemos escrever a igualdade

Fr(E)
(4.27)
onde W(x) = (x — xo)(x — 1) - -+ (x — x,) e £ € int(xg, ..., x,, ). O ltimo termo do lado

direito da equagao representa o erro de interpolacao (ver eq. (4.9)).

f(x) = flwo]+ flwo, 1] (v —20) +- - -+ flwo, 21, - - -, 2] (T —20) - - (T —2001) +

Comparando (4.27) com a férmula de Taylor
x — xp)" x — xo)" Tt
( 0) + f(n+1)('7)( 0)

f(z) :f($0)+f/($0)($_$0)"‘"""f(n)(fﬂo) W,

n!

com 7 entre xy e x, constatamos uma certa semelhanca entre as duas formulas, sugerindo a
existéncia duma relacao entre as diferencas divididas e as derivadas de f. Com efeito, basta
notar por exemplo que sendo

f[l“o,ifl] = W>

resulta do Teorema do valor médio de Lagrange que f[zg,z1] coincidird com o valor da
derivada f’ nalgum ponto situado entre g e 7.

E possivel generalizar este resultado as diferengas divididas de ordem superior.

Teorema 4.3 Seja f € C"[a,b] € xg, 21, -, T, quaisquer pontos distintos de |a,b]. Entao
(n)
o] =1 nff), € Cint(zo, .., T, Tn). (4.28)
Nota

Conclui-se de (4.28) que se f € P,, as diferengas divididas de f de ordem superior a n
Sao zero.
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4.3 Aproximacao segundo o critério dos minimos quadrados

Nesta secgao, consideraremos outros tipos de fungoes aproximadoras para f(x), sem a
exigéncia de que elas interpolem f. Com efeito, em muitas situagoes nao é conveniente
que a funcao aproximadora seja uma funcao interpoladora.

Por exemplo, suponhamos que a fungao f traduz uma relagao entre duas grandezas fisicas,

xz e f(z).

Seja um conjunto de dados (xo, fo), (21, f1), - - -, (Tn, fn), onde os valores f; i =0,1,...,n
foram obtidos experimentalmente; ou seja, apenas dispomos dos valores f(z;) + €, i =
0,1,...,n, onde os erros ¢; sao desconhecidos. Neste caso, nao seria razoavel aproximar f
por um polinémio passando por (z;, f(z;) + €), ¢ = 0,1,...,n, a ndo ser que oS erros ¢;
fossem pequenos. Uma solucao mais adequada sera utilizar uma fungao aproximadora, que
poderd ser polinomial ou nao, com a forma

9(x) = appo(x) + 101 (x) + ... + AmOm(T) (4.29)

que se aproxime o "mais possivel” de f(z), sem contudo a imposi¢ao de passar pelos pontos

(i, fi).
Os parametros ag, aq, - - -, ;, sao determinados de modo que os desvios
dz:fz_gza izO?L"'a”
onde g; = g(x;), sejam tao pequenos quanto possivel, segundo algum critério. Se impusermos
caimos no caso da interpolagao (o que nao queremos).

Designando por d, f e g os vectores de IR"*! com componentes d,, f; e g; e escolhendo em
IR™™! uma norma vectorial ||.||, os parametros g, ay,- -, a,, podem ser determinados de
modo que

]l = 11f -3l

seja minima. Como exemplos de normas de IR"*! tem-se:
n n 1/2
= = 5 2
=Yl = g lal. 1l = (3l

De entre essas normas, a norma euclidiana |[|.||s é a que conduz a uma técnica mais simples.
Entao no método dos minimos quadrados, os parametros «y, . .., a,, sao determinados
de modo a minimizar

= (id*)m - (30 - 0?) "

=0 i=0
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Isso equivale a minimizar simplesmente a quantidade

n

D =[[d[3 = >_(fi = 9)*

i=0
Exemplo 4.4

Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f

i |2 4 6 8
flz:) |2 11 28 40

Determine a recta g(z) = oy + a1z que melhor se aproxima de f segundo o critério dos
minimos quadrados. Considerando-se

3

D=> (fi—ao— az;)?

=0

como uma funcao das variaveis ag e «a;, pretende-se os valores de ag e a7 que tornam D
minima. O sistema de estacionaridade para D é o seguinte

oD oD
o0 == 4.
o =% a0 (4.30)

Depois de calculadas as derivadas parciais e substituidos os valores dos z; e dos f;, em (4.30),
obtém-se o sistema

4040 + 200&1 =81
20 + 120y = 536, cuja solucao é ayg = —12.5, oy = 6.55. (4.31)
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Caso tedrico geral; equagoes normais

Consideremos agora o caso geral de obter uma func¢ao da forma (4.29), onde os valores
dos parametros «ay, . .., a, pretendidos sao os que tornam minima a funcao

D(ag,...,0p) = Z(fz - 9i)2

Pela teoria das funcoes reais em IR™*!, impomos agora as seguintes condicoes sobre D:

oD

— =0, 7=0,1,...
aOéj ) J ) , T

Fazendo como no exemplo acima, obtém-se o sistema:

2014)0 0« éz[fi — appo(Ti) — - - mOm ()] (—o(z;)) =0
:;fl =0 Zi: 2[fi — ado(i) — - . mdm ()] (=1 () =0
;31 =0 zf:OQ[fl — Oéo(bg(xi) — ... @m(bm(%)](—gbm(xz)) =0

que se pode reescrever na forma

n

ag Y poli)po(xi) + o i Go(wi)pr(zi) + ... + Z Go(i) pm (1) Z fidbo(z:)
i=0

1=0
n

ag Y ¢1 (i) o(wi) + o i G1(zi) b1 (@) + ... + Z G1(i) P (27) Z fid1(z;)
i=0

1=0

n

00> B (2)60(25) + 0 3 () () + -+ Z Do (22 b (5) = ﬁgmm(mi)

=0 i=0

Trata-se de um sistema linear de m + 1 equagoes nas m + 1 incégnitas ay, . .., ,, a que se
chama sistema de equacoes normais ou sistema normal.
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Sejam os vectores de IR™:

by = [90(x0), -, do(@a)]", &1 = [D1(x0), .., d1(@n)]", o D = [Sm(@0), - ., Fm(@n)]

Com o produto interno usual em JR"*:

n
wveR, <uU>=)Y wu

i=0
o sistema de equagOes normais toma a forma
<P Po> < P> <o Pr > o < by > Qg < [, ¢y >
<P1dg > <P > <Py Pp > o <y, @y, > ap | < fioy >
<$m7$0> <$m7$1> <$m7$2> <7m7$m> Om <?7$m>
(4.32)
Trata-se de um sistema nao homogéneo de m + 1 equagoes lineares nas m + 1 incognitas
ag,k=0,1,...,m. Note-se que a matriz do sistema é simétrica. Prova-se que se as funcoes
¢o(z), p1(x), ..., om(x) forem linearmente independentes entdo o sistema tem uma solugao
unica, a qual é ponto de minimo de D.
Exercicio
Defina os vectores f, aj, j = 0,1 e obtenha o sistema normal (4.32) para resolver o

problema de minimos quadrados do exemplo 4.4. Devera coincidir com o sistema ja obtido
(4.31).
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5 Integracao numérica

Seja f € Cla, b] e considere o integral definido

Suponha que f(x) é uma ”func¢do complicada” (nado se conhece uma primitiva) ou que f
é conhecida somente num numero finito de pontos. Uma aproximagao para I(f) pode ser
obtida como segue.

Sejam g = a < ry < -+ < x, = b, n+ 1 pontos em [a, b] e seja p,(z) o polinémio de
grau < n interpolador de f(x) nesses pontos. As férmulas que consideraremos baseiam-se
na aproximacao

I(f) = 1(pn)

Se f € O a, b], entdo f(x) = pu(z)+en(x), onde e,(x) é o erro de interpolagdo, dado
por (4.9). Ou seja,

[ (E(@))

f@)=pu(z)+ (. —x0)(x —21) -+ - (T — 2) onde &(x) € [a, b).

(n+1)! 7
Logo, , , ,
/a f(x)dx:/a pn(x)dx—i—/a en(x)de, (5.1)
En(f)
onde , , (n1)
Eo(f) = / en(x)dz = / (& — zo)(x — 1) -+ (& — xn)mdm (5.2)

Se desprezarmos o termo E,(f) obtemos a aproximagcao

[ s@yde ~ [ pofayir: (5.3)

o termo E,(f) é o erro cometido ao fazer-se essa aproximagao (é um erro de truncatura),
também chamado erro de integra¢ao. Vemos de (5.2) que o erro de integragao é o integral
do erro de interpolacao associado a p,.

Vamos em seguida obter uma expressao para [, f pn(z)dz.
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Utilizando a féormula de Lagrange do polinémio interpolador, vem:

/abp“(‘”)dx = /ab (Zlk(:c)f(:ck)) dz

k=0
b n b
= Z/ () f(zp)de = ) (/ lk(x)dx> f(zg).
k=07 k=0 \"¢
A
Substituindo em (5.3) obtém-se a aproximagao
b n
| f@)de =3 Auf(m) (5.4)
@ k=0
Chama-se formula de quadratura a soma no lado direito; os pontos xg, - - -, x, sao os nds de

mtegragao e os

b
Ay = / Le(2)dz,0 < k <n,

sao chamados os pesos da formula de quadratura.

5.1 Formulas de Newton-Cotes fechadas

As férmulas de Newton-Cotes fechadas sdo obtidas através de (5.4), considerando os pontos
X, T1, -, Ty, igualmente espagados em [a, b], com zg = a e x,, = b, ou seja,
_b—a

zj=a+jh, h= , 7=0,1,---'n
n

As formulas de Newton-Cotes fechadas mais conhecidas sao a “Férmula dos Trapézios” e a
“Foérmula de Simpson”.

Formula dos Trapézios

Esta féormula resulta de aproximar f(x) pelo polindmio interpolador em zy = a e x; = b.
Nesse caso, fazendo n = 1 em (5.4), obtemos:

b
/f(x)dx ~ Aof(zg) + Aif(z1) onde xp=a,x1=beh=u1x—x

b b
AO:/ o(z)de, A :/ L(z)dz
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Calculo de Ay e A,

b (z — 1) 1 b 1(z—xq)?
A = / _— = ——/ — —_ Z1
0 a (33'0 - $1)dx h Ja (37 xl)dm h 2 o
. 1 (l’o — IL‘1)2 1 h2 ﬁ
 h 2 T h2 2

Y
8
|

\

(), 1
A= ™

l (1’1 — .ﬁEo) 1 h2
h o 2 " h2
Logo, a férmula de quadratura é dada por:

T~
o
8
|
=
S

=y

N’\D‘

h h h
T(f) = §f(330) + §f(951) =5 [f (o) + f(z1)]
Erro de integragao: ET(f) = I(f) —T(f)
Como vimos, a férmula dos trapézios foi deduzida aproximando I(f) = ff f(x)dx pelo

integral do polinémio interpolador de f(x) nos pontos zo = a e 1 = b. Para obtermos uma
expressao do erro cometido procedemos como segue:

£o) = (@) + (o = mo)ar — ) )
logo,
/abf(x)dzv = /bpl(x dx + /b (x — zo)(x — xl)]w(gfx))dx
:>/ f(x)dx — bp (x )dx—/ (x —xo)(x—xl)f”(g!(x))dx
= I(f / r —xo)(x — ml)f”(;(m»dx
Portanto o erro ¢ dado por:
ET(f) = /:(x — wo)(z — xl)fﬂ(g!(m»dx (5.5)

E claro que poderiamos ter usado directamente (5.2), con n = 1. Para simplificarmos a
equagao acima, faremos uso do seguinte resultado da Anélise:

Teorema do valor médio para integrais: Se f € C|a, b] e g é uma fungao integravel
em [a, b] que ndo muda de sinal em [a, b] entdo existe z € (a, b) tal que

[ s@gtardr = 1) [ gt
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No caso do integral (5.5), tem-se W(x) = (z — zo)(x — 1) <OV x € [x9, x1]. Aplicando
o teor. valor médio para integrais

/ab(x —xo)(x — 1) fﬂ(ggx)>dx = f”2('c) /ab(x —x9)(x — x1)dz, 2 € [T0,71],

onde

/:(:17 —xo)(x —x)dr = (v— xo)g(x — @) T /ab (z — $1),d:c

2 o 2
_ (v —a1)° o (@0 — 1) _ hj
N 6 To 6 6

Obtem-se assim a seguinte férmula para o erro da regra dos Trapézios:

B (p) = -2 e zefat].

Férmula de Simpson

A férmula de Simpson é obtida ao aproximarmos I(f) por I(ps2), onde ps(z) é o polinémio
interpolador de f(x) nos pontos zg = a,r; = %% e x5 = b. Nesse caso temos:

FP(E(=))
3l

com pa(z) = lo(x) f(wo) + L1 () f(21) + la() f(2) -

F(2) = pa(a) + (& — 20) (& — 21) (2 — 2) com &(z) € [a, ],

Logo,

b b b G)(&(x
/af(w)dw:/a pQ(x)dx—l—/a(a:—xo)(a:—xl)(a:—xg)f(;()), onde ¢(x) € [a, b
(5.6)

e, desprezando o segundo termo do lado direito, que representa o erro de integracao,
resulta a seguinte aproximagao para o integral de f

[ f@yr~ [ oy

Calculando [’ py(x)dz vem:

/abp2(x)dx _ /ablo( ) f(z0) d:c—ir/ li(z) f(xy da:+/ lo(z) f(2)da
_ f(xo)/a lo(z)dz + f(z1) /bh dx+fx2)/a lo(2)dz
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Célculo de Ao, Al, AQ

— x2>

A /ab (x —z1)(x

(x — xq)

(2o — 21)(20 — xz)

L (

T — 2

dr = —

222 /b(x —x1)(x — xg)dx

_/ x—@ M]

bacg
a=xo

|b:$2

(l‘ - {23'1) a=zxq

1 i (x—xg)
2

[ 4h?
hi

)

i
6 2h2

/b (x — o) (x — 5)
a (Il — x0) (21 — 22)
(x

2

(x — x9)

(x — z9) )

A, /ab (x — zo)(x — 21)

(22 — x0) (22 — 21)

(ZE—IO)(:E_xl) =

Portanto, a férmula de Simpson é dada por:

S(f) =
Observamos que esta férmula é da forma (5.4) com

h
3’

4h

AOZ Alzga
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h3_h3:|_ 1

d—ﬁ

b:EQ
a=xq

(‘T B 1'2)2 b=xo
a=zo

;hf(xo) + ;th(m) + ;hf(ff?) -

|b:x2
a=x0

@;ﬁi ]

1
=~h
3

5

3 2h?

! /b(:c — o) (x — x3)dx

o x—@ ]
(= ]

3
B 132) b=x2
6 a=zg

21 (o) + 4f(e) + f()]

h
A 3



Erro de integracao

Tal como no caso da férmula dos trapézios, o erro de integracao é dado pelo integral do
erro de interpolacao (compare-se (5.6)). Ou seja, supondo f € C?[a, b],

B = [ s = [y

3 (¢(
= /ab(x —xo)(x — 1) (T — l'g)w

) , onde &(x) € |a, b

Pode contudo mostrar-se que, se f € C%[a,b], é vélida a seguinte férmula para o erro de
integracao:

B5(f) = ) € € [0,

Um majorante para o erro ¢é entao dado por:

5

h
s < 4
ES(1)| < g5 max |74(a)|

5.2 Foérmulas de quadraturas compostas

A obtencao de uma férmula de quadratura para um intervalo [a, b] pode ser feita de 2 modos:

1. Tomando um grande nimero de nés de integracao de modo a que a férmula
Q(f) = Ajf(zy)
j=0

represente o integral do polinémio interpolador em xg,x,---,2,. Essa técnica nao
convém visto que o polinémio terd grau elevado e a interpolagao pode nao resultar em
uma boa aproximacao para f(z).

2. Dividir o intervalo [a, b] em vérios subintervalos [z, x;41], aplicar uma férmula com
poucos nos em cada subintervalo e somar os resultados de modo a obter uma aprox-
imagao para I(f). Obtém-se assim uma férmula ou regra de quadratura composta.

Sejam xg,x1, -+, 2y, N + 1 pontos em [a, b] com xy = a e xy = b. Entao,

Tj+1

/abf(:p)dx:/lef(x)dx“'/:z f(x)dx+"'+/gcxN1f($>dx:é/xj f(z)dx

N—
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Assim, para obter uma aproximagao para I(f) aplica-se a cada integral ffj i+t f(x)dr uma
férmula de quadratura com poucos pontos e somam-se as contribuigoes.

Formula dos Trapézios composta

Esta férmula é obtida dividindo o intervalo [a, b] em N subintervalos e aproximando cada
integral [;7*! f (x)dx pela regra dos trapézios.

Sejam x; = a + jh, x¢ = a, =% Jj=0,1-- N. Ento,
b N xj+1 N h
r)dr = 5 (f(x Lj+1
[t = [ 2:%[2 )+ £ J+>>]
= [sut s s+ [ s +f:c2>>]+~~+[’;<f<m_1>+f<m>>
- Z[f(xo)+2f(m1 +2f(w2) + -+ 2f (@ya) + flan)]
N 1

Erro de integragao:

Comecamos por notar que o erro EL(f) = I(f) — TN (f) é a soma dos erros cometidos em
cada subintervalo [z;, z;11]. Logo, supondo f € C?[a, b,

R = 1() - Tulf) = X~ 1'(&) .7
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Majorante para o erro

Um majorante para o erro pode ser facilmente obtido de (5.7). Tomando médulos e
usando h = (b —a)/N, vem

A (b—a)
BRI < 33 S 176)] < =N 0 s |10 (53)

Foérmula do erro

Vejamos agora como simplificar a férmula (5.7). Tem-se

N— ,
EN = Z _7.]1‘// = NT J onde gj € [$j, .Z‘j+1] (59)
=0 =0
Como f € C?a, b], entao existe m = HI[H%)]f () e M = m[ai]f”(x). Logo,
xE|a xeE|a,
N-1
m< f'(&) <M j=01,---,N—1. = Nm< )Y f"&) <NM
=0
N—1 p1(¢. N—1 ¢n
— S f (5]) SM _— min f//(l') S 5]) S max H(l‘)
= N z€la,b] oy N z€a,b]
Pelo teorema do valor intermédio, existe £ € [a, b] tal que
N lf//(f])
= N
e substituindo em (5.7) obtemos (visto que h = (b —a)/N):
h3 b—
25 = -N" e = U= D) onde € € a1 (5.10)

Formula de Simpson composta

Esta férmula é obtida aplicando a férmula de Simpson em cada subintervalo da forma
[z, Tjre]. Sejam xg = a, 1, -+, Tn_2,TN—1,Ty = b onde N é um nimero par. Entao,

N/2

/abf(x)dg;—/ d:U—i—/ z)dr + - —i—/ d:U—Z/xQJ
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e, aplicando a formula de Simpson a cada integral, obtemos

2L (2) + 45 () + fa)]

e S (o) + Af (o) + (o)
[ N/2 N/2-1

[ i@dr ~ Sim) + a7 + f) +

f(xo) + flzn) +4 Z fxoj-1) +2 Z f(x25)| = Sn(f)

J=1 J=1

w| >

Erro de integracao I(f) — Sx(f)

De maneira andloga como se fez na férmula dos trapézios composta, pode-se mostrar que é
valida a seguinte férmula do erro para a formula de Simpson composta:

5 N/2 Nh5
ES (4) ) =
Z F&) 180

O € e fa, b,

Majorante para o erro

Um majorante para o erro é dado por:

5

Nh
ER() < Tg5 max [70@)

5.3 Grau de precisao de uma féormula de quadratura

Seja a igualdade I(f) = Q(f)+E?(f) onde Q(f) é uma férmula de quadratura que aproxima
I(f) e E9(f) é o erro de integragao. O grau de precisao da férmula Q(f) é um ntimero 7 tal

que:
E9(P,) =0 VP,, polinémio de grau < r, e B9z £0

Exemplo 1: Ao aproximarmos I(f) pela féormula dos trapézios temos:

[ swye =22y + gy - P2

f€) €€ a, b

donde vemos que se f(x) = Pi(z) (um polinémio de grau < 1) entdo f"(z) = 0 —
ET(f) =0 e portanto a férmula dos trapézios da o valor exacto para os polinémios de garu
< 1 = grau de precisao de T(f) é r > 1. Mas para f(x) = 2 temos que

(b—a)’ (b—a)®
12

12

E'(f) =~ f1(&) =- 2#0 1) #T(f)
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e portanto o grau de precisao de T'(f) é r = 1.

Exemplo 2: Pela regra de Simpson tem-se:

[ 1= "5 [ war (50 o) - (157) grt© e o

Como f®(x) =0 se f(z) é um polinémio de grau <3 = E(f) = 0 para polinémios de
grau < 3 = S(f) é exacta para polinémios de grau < 3 e portanto grau de precisao de
S(f) ér> 3. Porém, para f(x) = z* temos que

5
fA@)=4Ver = Es(f):—<b_2a) 9104!7&0

e portanto S(f) nao é exacta para polindmios de grau 4 = grau de precisao de S(f) é
r=3.

5.4 Meétodos dos coeficientes indeterminados

Sejam xg, T1, -, Ty, (n+ 1)pontos em [a, b] e suponhamos conhecidos os valores de f nesses
pontos. As férmulas de quadratura que consideramos, do tipo

QU =3 Aifte) ~ [ flayas G.11)

foram deduzidas integrando o polinémio interpolador. Isto é, por construcgao, Q(f) = I(pn),
onde p,, é o polinémio interpolador de grau < n de f. O método dos coeficientes indetermi-
nados é uma maneira alternativa de obter os pesos da férmula de quadratura.

Comecemos por notar que, se f for um polinémio de grau < n, ou seja f(z) = P,(x),
entao a férmula ) d6 valor exacto do integral de f. Tem-se assim

](Pn) = Q(Pn)a VP, (5.12)

A igualdade acima resulta da unicidade do polinémio interpolador: sendo f um polinémio
de grau < n, entao f coincide com o seu polinémio interpolador p,. Ou seja, tem-se f(z) =

pn(x), donde I(f) = I(pn) = Q(f).

Veremos posteriormente que, impondo a condi¢ao I(P,) = Q(F,), para qualquer polinémio
de grau < n, resulta num sistema de equagoes lineares nos coeficientes A;.

Comecemos por provar o seguinte resultado.
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Lema 5.1 A férmula de quadratura definida por (5.11) é uma aplicagao linear.

Dem.:
Sejam xg, 1, -+, Tn, € [a, b], f e g duas fungdes continuas em [a, b] e A € IR. Entdo
Qf +g9) = ZAJ[(f+9 ‘"EJ Z :E] +g x])] = Z[A f(%) +A39($J)]

0

<
Il
o

Jj=0 J

Il

i Q) + QL)

j=0
QAf) = i AN )] = 3 AN () = A3 A () = AQ()
=0 =0 =0

Obtencao de Ay, Ay, -, A,

2

Seja P, () = ap + a1z + ez - - - + a,, 2™ um polindémio de grau < n. Entao

Q(P,) = Q(ag + a1 + asx® -+ + a,2") = pQ(1) + 1 Q(x) + a2Q(x?) + - - - + , Q")

I(P,) = I(ap + aqw + apx® - -+ + ™) = ol (1) + oy I(z) + anl (2?) + - - + a, I (z™)

Entao, para se ter uma férmula com a propriedade (5.12)

é necessario e suficiente que verifique:

Ou seja, para que a féormula () dé o valor exacto do integral de qualquer polinémio de grau
< n é necessario e suficiente que dé o valor exacto dos integrais dos monémios 1, z, 22, ..., 2",

Impondo esta condigao somos conduzidos ao sistema de equagoes:
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§=0
= Ay+Ai+--+A4,=b—ua
n 72 b2 — 2
Q) = Y Aj(w) = I(2) = [ wde = T ="
=0 a
b2 2
=54 AO.CEO + Alﬂfl + + Anxn = 9 ¢
n 3 b3 _ a3
QG?) = Y Aia?) = 1% = [ atdw = T = ==
i=0 @
b3 3
=  Apri+ At 4 A = 3a
N n ‘ b :L.nJrl bn+1 _ an+1
n = N A (") = [ — / "y — b _
. . bn+1 anJrl
= Ajrg + Al + -+ Az, = o——
Pode-se reescrever este sistema numa forma mais compacta
_ - }
101 1 - 1 ][ A ] b* — a?
g X1 XTg -+ Tp Al b3g 3
3 x? a3 x? A, a
: : = 3 (5.13)
L xg 2t oxy e x| | An pn+1 B qn+l
L n+1 |

A matriz acima é conhecida como “Matriz de Vandermonde” e sabe-se que, se os pontos
forem distintos, ela é nao-singular = esse sistema tem solugao tinica A;, 7 =0,1,---,n.

125



Exemplo 5.1

Considere-se a funcao f dada pela tabela

7, ] 012
fl1l1]2

a) Pelo método dos coeficientes indeterminados, pretende-se obter uma férmula de quadratura
do tipo
Q(f) = Aof(0) + A f(1) + A2 f(2)
que permita aproximar o integral I(f) = [, f(z)dz.
Obtenha os parametros Ay, A; e A de modo que Q(f) tenha grau de precisao r > 2.

Solugao: Utilizando o método dos coeficientes indeterminados, pretende-se que Q(f)
tenha grau de precisio r > 2, ou seja, que I(ag + a1x + axx?) = Q(ap + a1 +
axx?), Vag,ay,ay. Para se ter esta igualdade é necessdrio e suficiente que

Q) =1I(1)= /_31 dx, Qz) =1I(x) = /_31 xdx, Q(z?) = I(2*) = /3 ridx

donde obtemos as equagoes

Ag+ A +Ay =4 Elimin. Gauss: 1 11 Ay 4
Al +2A, =4 mgs =1 — 01 2 A | = 4
Al + 4A2 = 2:78 (Lg - m32L2) — L3 0 0 2 A2 %
8 4 8
donde obtemos: Ay = 3’ A= —3 e Ay = 3 Logo,

Q) = 5 [2(0) — £(1) +2f(2)]

b) Obtenha o valor aproximado do integral, no caso de f ser a funcao tabelada.
Solugao: Utilizando os valores da tabela dada obtemos:

4

I(f) = Q(f) = 5 [2(1) — 1(1) +2(2)] = 20/3

c) Seja f um polinémio de grau naosuperior a 3. Prove que o valor obtido pela regra
considerada na alinea a) é o mesmo que se obteria pela regra de Simpson.

Solugao: A férmula de Simpson é exacta para polinomios de grau < 3 e portanto,
basta mostrarmos que o grau de precisao da férmula obtida é r > 3. Como Q(f) tem
grau de precisao r > 2 é suficiente mostrarmos que Q(x3) = I(23). De facto, temos

Q%) ;l [2(0%) — (1%) + 2(2%)] = 20
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3 3 o[’
I(x)z[lxdxzz

4 _ (_1)4
il Gt
. 4

donde vemos que Q(f) tem grau de precisao r > 3. Logo, se f(z) = P3(z), temos:

S(P3) :[(P:s) = Q(P3)

Exercicios propostos:

1. Considere a equagao
f(z) = 2% — cos?(z) = 0. (5.14)

(a) Mostre que a equagao (1) tem (apenas) duas raizes.

(b) Para resolver numericamente a equagao (1) vai-se considerar um método do ponto
fixo associado a uma fungao iteradora da forma g(z) = z+ A(x)(cos(z) —x), onde
A(z) é uma fun¢ao que nunca se anula.

i. Mostre que as raizes da equacao (1) e os pontos fixos de g coincidem para
x> 0.

ii. Fazendo A(x) = 1/2, prove que o método do ponto fixo associado a g converge
para a raiz z pertencente ao intervalo [0, 1], qualquer que seja a aproximagao
inicial x( escolhida nesse intervalo.

iii. Utilizando o método obtido em a) e zy = 1, calcule uma aproximagao 1
da raiz z, parando a iteragao quando |7;; — zx| < 1073, Indique ainda uma
estimativa para o erro |z — Tpq1].

iv. Determine a ordem de convergéncia p do método e uma aproximacao da
constante K., tal que seja verificada a igualdade assimptética

|2 — Ty | & Koolz — 2|7, m suf. grande

2. Considere a equacdo F(x) = 0, onde F(z) = (x — a)™h(x), (m > 1 inteiro), com
h(a) # 0 e tal que h é uma funcido de classe C? num intervalo aberto contendo a.

Prove que o método iterativo x,,1 = g(z,,),m =0,1,..., em que
F(z)

converge para « se a aproximacao inicial xg estiver suficientemente proxima de .
Determine a ordem de convergéncia do método e o factor assimptético da convergencia.
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3. Considere a equacao

sin(z) +1 —ax =0

onde a é um numero real conhecido.

(a)

(b)

Diga, justificando, para que valores de a esta equacaotem uma Unica raiz no

intervalo I = |0, 5]

Para os valores de a considerados na alinea anterior, mostre que o método do

1 +sin(z)

ponto fixo, com a funcaoiteradora g(x) , converge para a z, qualquer

que seja xg € I.
No caso de a = 2, diga qual o niimero minimo de iteracoes do método do ponto

fixo que deverd efectuar para garantir que o erro absoluto da aproximagcao obtida
seja inferior a 1072 se xy é qualquer ntimero em I.

No caso de a = 0, mostre que a equagao tem uma dnica raiz w no intervalo [—, 0].
Mostre que, se o estiver suficientemente proximo da raiz, entao o método de
Newton converge para z, e determine a ordem de convergéncia.

4. Considere a familia de sucessoes da forma

A o + 1 — sin(z,,
Toyy = 22 +1+;m(:” ) m=o01,. .. (5.15)

com A parametro real.

(a)

(b)

()

Faga A = 1 e, usando o teorema do ponto fixo, mostre que a sucessao (1) converge
para um certo valor real z, qualquer que seja o pertencente ao intervalo [0, 1].
Qual a ordem de convergeéncia deste método iterativo 7

Conclua, utilizando a questao anterior, que z é a Unica raiz da equacao

1 —z —sinx = 0 no intervalo [0, 1]. Utilizando o método obtido em a) e zq =
1, determine, sem efectuar iteragoes, qual o valor de k£ de modo que se tenha
|z — x| < 1072,

Como deveria ser A por forma a sucessdo (1) convergir para z o mais rapido
possivel? Qual a ordem de convergéncia nesse caso? [1.0]

5. Prove que, com zq = 1, o método de Newton aplicado a equacao 1 — z — sinx = 0
converge para a Unica raiz z da equacao .

6. Considere a familia de fungoes da forma

Jo(x) = ; (= 1)z + 73318 , (5.16)

onde « é um parametro real.
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(a) Mostre que os pontos fixos de g, sao as raizes da equagao 2% — 78.8 = 0, indepen-
dentemente do valor do parametro a.

(b) Com o objectivo de aproximar a raiz positiva z dessa equagdo, considere a
iteragao do ponto fixo, T,11 = go(Tm), associada a (5.16). A tabela seguinte

mostra algumas iteradas das sucessdes correspondentes aos valores a = 3/2 e
a = 1/2, com iterada inicial zy = 9.
m =0 m=1 m =2 m =3 m =4 m=295
Tp1 = g3/2(2y) | 8.837037 | 8.890356 ? 8.78425 | 8.876441 | 8.877102
Ty = G1/2(%y) | 8.51111 | 10.00586 | 5.74491 | 21.68807 | -14.42104 | 3.49320

i. No caso de @ = 3/2, preencha o espa¢o em branco (obtenha z3). Diga o
que indicam os resultados, no que respeita a convergéncia ou divergéncia das
sucessoes para a raiz z acima referida. Confirme teoricamente, em cada

caso.

ii. No caso de o = 3/2, ob obtenha um majorante para o erro absoluto da iterada

xs3.

111.

xo suf. préximo de z 7

7. Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f(x)

€

-2 -1

0

2

f(xi)

110

2

DO | = =

N | =

Como deveria escolher a@ de modo a obter convergéncia quadratica, supondo

(a) Utilizando a férmula de Newton com diferencas divididas, determine o polindmio
de grau < 2, po(z), que interpola f(z) nos pontos xg = —2, xo =0 e x4 = 2.

(b) Suponha que pretendemos aproximar o valor I(f) = 2, f(x)dz por [*, ps(z)dz.
Sabendo que as derivadas de f verificam |f)(z)| < j/2, j = 1,2, 3,4 no intervalo
[—2,2], determine um majorante para o erro de integragao. Justifique.

(¢) Determine uma aproximacao para I(f) = /2, f(x)dx usando a regra de Simpson
composta e todos os pontos da tabela.

8. Considere-se a funcao f dada pela tabela

fi ]l

a) Obtenha um valor aproximado de f(1.5) utilizando:

i) um spline de grau 1.

ii) um polinémio interpolador de grau 2.
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ii) Sabendo que f é um polinémio do tipo
flz)=az® +ba’+cr +d,

determine uma expressaodo erro da tultima aproximacao obtida, em funcao dos
coeficientes de f.

b. Obtenha a fungao g, do tipo g(z) = S z(x — 1) + «, que melhor se ajusta a f (dada
na tabela acima), no sentido dos minimos quadrados.
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