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1. Considere o problema de valores na fronteira

(a) Determine a solugao exacta de (1).

(1)

(b) Obtenha uma aproximagao da solugdo da equagdo (1) pelo método das diferengas finitas

com h = 0.25 e compare com a solugao exacta.

2. (a) Mostre que o problema

% ((2 + 0.5z cos(x%)ji) =u(z)+1, =z€]l,2]
u(l)y=1, u(2)=5

tem uma e uma sé6 solugao.

(b) Obtenha aproximagoes da solugdo da equagao (2) considerando h = 0.25,0.1,0.05....

resente os resultados numa tabela que inclua os pontos x; = 0.25¢, ¢ = 1,2, 3, e comente.
3. Considere o seguinte problema de valores na fronteira

{ —u(x) = f(z), z€]0,L]

onde f é uma fungdo suficientemente regular definida em [0, L].
(a) Verifique que a solugao de (7) é dada por

u(z) = — /0I F(s)ds + ;/OL F(s)ds, com F(x) = /0JJ f(s)ds.

Rep-

Se as fungdes f e/ou F néo forem primitivdveis, torna-se necessario proceder a uma aproximacgao

da solugao.

(b) Mostre que o esquema de diferengas finitas associado aos pontos

L
Se escreve
2U1 — U3
2 = f1,
2u; — Uip1 — U1 .
: Zh2 : :fia 2§Z§N_27
2uN—1 —UN-2
gz In-1



Na forma matricial, o sistema (4) fica A.U = F, com

2 -1 0 ... ... O _ - _ -
) . uy fi
-1 2 -1 . . (5 f2
1] o0 : :
A == ﬁ 5 U = B F = (5)
0 :
'.. 2 _1 ZN*Q :;N72
0 0 -1 2 | [ UN—-1 | | JN-1 |
(c) Seja f € C*([0, L]). Mostre que
2u(x) — u(:z: + h) — u(:,E — h) " h? "
< — .
e (@) < 35 max ()l
(d) Mostre que a matriz A~! = (ay;))_} verifica a;; > 0 e
N—-1 L2
0< Zaijgg, i=1,..,N—1. (6)
j=1
(e) Mostre que
2p2
N | < 1"
| max Ju:) —wil < =53 e | ()l

(f) Aproxime a solugdo da equagdo (7) nos seguintes casos
i. L=10, f(z) = 2%
ii. L =2, f(x) = sin(x?),
considerando h = 0.25,0.1,0.05,0.01, ... e obtenha um majorante do erro maxy<;<n—1 [u(x;) — u;l.
No caso i., obtenha a solugao exacta e compare com as aproximacgoes obtidas, calculando os
erros |u(z;) — u;l.



32 questao do 3° trabalho computacional

Considere o seguinte problema com condigbes na fronteira

') = Pl (0) + leule) + /(@) €l0LL]
{ : R )

onde f, p e q sdo funcdes continuas em [0, L]. Se
g(z) >vy>0, Vxel0,L]
e se a > 0, entdo o problema (7) tem solugao unica.

Neste trabalho pretende-se aproximar a solucao de (7) pelo método das diferencgas finitas. Sendo

. . L
r;=1ith 0<i<N, h:N’
: : I "
aproximam-se as derivadas u'(z;) e u’(z;) por

1<i<N-1

Uit1 — Ui—1 o (@3) ~ Uit1 — 2U; + Ui
— i)~

/ )~
w(wi) oh h2 ’

onde u(z;) ~ u;, 0 < j < N. A substituigdo destas férmulas em (7) conduz ao sistema linear para
0S U;
Uit1 — 2u; + Uiy
2

onde p; = p(x;), ¢; = q(x;) e fi = f(x;). Trata-se de um sistema de N — 1 equagbes com N + 1
incégnitas, u;, 0 < 7 < V.

Impondo as condicoes de fronteira, obtém-se um sistema de N equagoes com N incdgnitas.
De facto, a incégnita uy é imediatamente eliminada usando a condigdo u(zy) = u(L) = b, que
permite obter, para i = N — 1,

= p; (“”12_]1““) fqui+f, 1<i<N-L 8)

b—2uny_1+un—_2 b—un_2
7 =PN T +an-1un—1+ fN-1.
Consideramos agora a seguinte aproximagcao
2

w(z1) ~ u(0) +u'(0)h + u”(())?

Usando a condi¢ao u’(0) = au(0) e u”(0) = p(0)u’(0)+¢(0)u(0)+ £(0) = ap(0)u(0)+¢(0)u(0)+ f(0),
obtém-se uma nova equacio

2 2 2
up = U (1 +ah+apo? +QO2) + ?fo-

Portanto, o esquema numérico considerado escreve-se

h2 2 h2
- (1 + ah + apo— + (Jo) ug +u1 = — fo,

2 2 2
h 2 h 2 . 9
(]. + 5]97;)’11,1',1 — ’U,Z(2 + h QZ) + uiJrl(]. — 5;01) = h fi7 1 S 1 S N — 2, ( )

h h
(1+ 5111\/—1)&1\/—2 —(2+h*qn_1)un—1 = h*fy_1 —b(1 — §pN—1)



Na forma matricial, o sistema (9) fica A.U = F com

'—(1+ah+apoh§+q0’§) 1 0 0
(1+ %pl) -2+ h*q) (1- %Pl)
Y 0 ) .
: 0
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1. Indique condigoes suficientes para que o sistema (9) tenha solugio unica.

2. Implemente em Mathematica o método das diferencas finitas, considerando como dados as
fungoes f, p e g, as constantes L, a e b, e o niimero de pontos da discretizagdo (ou o passo h).

3. Considere o problema

(10)

(a) Determine a solugéo exacta de (10).

(b) Obtenha uma aproximagao da solugao da equagao (10) considerando h = 0.1,0.05,0.025,0.01, ....
Represente graficamente as aproximacoes obtidas e compare com a solugio exacta. Apresente ainda
uma tabela que inclua os valores aproximados e a solugao exacta nos pontos x; = 0.2¢, ¢ = 0, ...9.
Comente os resultados.

4. (a) Mostre que o problema

(14 22" (z) + sin(z?)u' () — u(z) = exp(2.5 — —), =z €]0,10] (11)
W'(0)=1, u(10)=17.5

tem uma e uma sé solugao.

(b) Obtenha aproximagoes da solugdo da equagédo (11) considerando h = 0.5,0.25,0.1,0.05,0.01, ....
Represente graficamente e numa tabela que inclua os pontos x; = 0.57, ¢ = 0, ...19, as aproximagoes
obtidas. Comente os resultados.




