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1 Formulario Geral

1.1 Interpolacao de Lagrange

e Sistema de Vandermonde generalizado
go(xo) -+ gn(wo) Qo Yo
gO(xn) e gn(xn) Qp Yn

Polimoénios base de Lagrange

Base de Newton

Wa(z) = (2 = 20) -+ (z — @01

Diferencas divididas e derivagao

35 S [xO; ,LL’m] : f[xo ..... Tm] = %f(m)(g)
e Erro da Interpolacao de Lagrange
(n+1)
A € [xo;..ixn; 2] E(2) = JZ?”LTS')(Z —x0) - (2 — )
I
|E(2)] < W\Z—%\"‘!Z—%L

1.2 Regularizagao e TFD

e Filtro regularizador

|[tte]|Lrmy = 1, em que p é positiva e par, com suporte em [—¢, €].

0] () — %7 (Jz| <)
pe () {0, (L] > )



e Produto de convolucao

FEvezes FE vezes
1 —— ——
2E—"— 1( 7 ) Y 7 ) Y ) ) 7 )
e—|xz|
<
ML”(I') _ e2 (|‘T’ 6)
0, (lz] =€)

9w N =1)

(N-1)

. (N—1)2
1 627”71\’ 627”71\7

e Transformada de Fourier Discreta

F:

e Plancherel e Parseval

N

1.3 Splines
e Spline de Ordem r

— (i) s € C"a, 1],

L Fy). (F2) = (y.2):

- cN

— fy = W*y: Z;V:_Ol yje

-2k
k

1
\/_NHfYHQ = lyll

— (i) S)jz,_y,24] € Pr, para k = 1,..., N (ou seja, s ¢ um polinémio de grau r em cada

sub-intervalo [zy_1, 2]

e Spline linear - erro

"



e Spline cuibico natural

[ hothy Mg 0o ... 0 T
3 6 "
h1 hi4ho S f[:m,xg] f[:ro,xl]
6 3 : :
0 ' 0 =
_ hn—_2 "
0 0 oo o1 SN-1 Sen—ran) = fan—an_i]
i . . |
e Spline cubico, com condi¢oes nas derivadas
[ ho Mo 0 0 J1r . - .
f? h ih h i Jieoie) ~ Ja
FO % Fl 3/1/ fxl,xz f[xo,xl]
0 0 : =
: hy—2thy-1 hyn-1 33(/71 f[wal,xN] - f[$N727$N71]
3 6 " !
0 .- 0 % % L SN L IN = Jan_128)
e Para z € [z}, Tiq1] (k=0,...N—1) :
S// 8// T T
s(x) = fr + (x — xp)s), + (v — xk)ng + (xz — xk)?’%
onde s = flzg, Tpi1] — (23k + Sii1)-
e Splines ciibicos
19" = 8" 2210 = 119" 12210 = 18" 1200,
h3 /2
"
1f = slloo = =M1 220001
1 = slloo < o] £

B-splines ciibicos

§(2—lz))° = 301

Bs(x) = 52— z])®

(=)

—|z)?  selz| <1

sel <|z| <2
x| > 2




1.4 Interpolacao de Hermite

e Sistema de Vandermonde - Hermite

[ golao) gn(z0) ] T 0 ]
350 ) | [ o e
go(.wm) gN('xm) a.N - ygg)

o) o5 ) | e

e Formula de Newton - Hermite

() = (1—2Li(aw)(z — zx)) Li()*
() = (z— ) Ly(2)?

e Erro de interpolacao de Hermite

5 f(la\+m+1 m ak+1
(x>—f(w)_pm+\a|(x) <|a‘+m+1 |]}_[0
1.5 Diferenciacao Numérica
e Diferenciagao 1# ordem
(n+2) (n+1)
Eye) = £10) = i) = L) + TS )

e Diferencas progressivas 12 ordem

fa+h) =) 1),

fe) = ;

e Diferencas centradas 12 ordem




1.6

1.7

Diferenciacao 22 ordem

_ 1)
(n+3)!

1 (&) frr(&)

Woi(2) +2 (n+1)!

Diferencas centradas 2% ordem

fE+h) =2f()+fz=h)  fO&),,

=) = h2 12
Diferencas progressivas e Diferencas divididas
A fo
fiworan] = Tk
Soma por partes 1
Z upAv, = ukvk Z Vg1 AUy
k=0

Aproximagao de Funcionais Lineares

Aproximagao genérica de F'(g)

F(Q) = 0409(20) +oee Oémg(zm) = (@Oézo +eee am(szm)g-

Erro F(g) — F(g) = F(e,), com €, = g — p,, onde F tem grau n > m.

Minimos Quadrados e Polinémios Ortogonais

Caso Discreto, produto interno (u, V>Q = u'Qv com V;; = p;(x;),

V*QVa = V*Qf

Polinémios ortogonais com (u,v),, = f; w(t)u(t)v(t)dt
I

qu w
HQk_l ‘ ‘2 Qk‘—l(x)

@rr1(2) = 2qe(z) — (Gr, tqr), Gr(T) —

k| |w
Gr+1(x) = wqp(T) — H—HP% () (seqo=1,q ==, wpar, (a,b) =

Wn+1($) + —,Wr,z/+1($)

<_b’ b))



e Polinomios de Legendre (em[—1,1],w =1), Ph=1,P ==z

n2

f%+¢($)::iI}%($)'— ZEET:—I

F%_1($)

e Polinomios de Chebyshev (em(—1,1),w = (1 —2?)7V2 T, =1,T) =«

Toi1(x) = 22T, (z) — Th—1(2),

T, (x) = cos(narccos(z)), monicos: T, = =

2n71

e Formulas de integracao de Gauss, com I,(f) = (1, f), = f; w(z) f(x)dx, tem grau 2n — 1

Qu(f) = Lu(L1) f(21) + -+ + Ly(Ln) f(20)

1.8 Melhor Aproximacao Uniforme

e Equioscilacao de Chebyshev
(f = pa) (@) = £(=D"|If = pallos

e Algoritmo de Remes, dado X = {zg,..., 2,11}

1 x - xy  (=1)° a0 fzo)
. . a - :
1 xpgq oo 2l (—1)ntt " :
i d f(xn+1>

ver extremos de 7(z) = f(x) — po(z) com p,(x) = ap + a1z + ... + a,a™.

e Erro de interpolagao com nos de Chebyshev

/7o
(n+1)!

/7o

Tl =

Hj?_'anm>§;

1.9 Valores e Vectores Préprios

e Teorema de Gershgorin. H4 m valores proprios na componente conexa de m bolas,

N N
A€ UB(akk,T’k), com 1 = Z |ak;]
k=1 =15



Método das Poténcias

com erro |\, — A™| < C

A

A2
1

{

n

Método das Iteracoes Inversas

Método QR

x(n+1)

u@ : |[u®| =1,

ul

n+l) _ Au(™)
= In Tau™])

(A= \)~ta™

An = QTZRTH

Método QR com deslocamento

An-i—l = RnQn + anI

~ A=A 0|

An+1 = RnQn

An - an] = Qan7

Condicionamento (Teorema de Bauer-Fike)

Vi 3i: | A — Aj| < condeo(P)||A — Al|oo

- sendo hermitiana V5 3i : |\, — A;| < [|A — A2

Matriz Companheira

10

0

—AaN-2

1
—aN-1




1.10 Meétodos para Equacgoes Diferenciais Ordinarias

e Resumo de métodos

] Nome do Método Expressao \ Ordem ‘
Euler Ykl = Yk + hfk 1
Euler Implicito Yrt1 = Yx + M 1
RK2-Ponto-Meédio et = Yo+ hf(t+ 5y + 5 fi) 2
RK2-Heun Yrr = Yk + 5 (S + [t + hoye + hfi)) 2
Trapézios (implicito) Yke1 = Yr + %( e+ free1) 2
Leapfrog (explicito) Yer1 = Yk—1 + 2hfx 2
BDF-2 (implicito) Y41 = %y — %ykfl + %karl 2
Adams-Bashforth (passo 2) Yk+1 = Yk + %fk — %fk:—l 2
Adams-Moulton (passo 2) Yir1 = Uk + 22 fr1 + %fk — 2 fia 3
Adams-Bashforth (passo 3) Y1 = Y+ 2ot fro — B o1 + o2 fra 3
Yri1 = Yk + 2(Fy + 4F, + F3))
RK-3 Fy = fi; Fy = hf(ty + %y + 5F)) 3
F3 = f(t, + h,yr — hFy + 2hFy)
Adams-Moulton (passo 3) | Ys1 = Yk + 2 frs1 + 2 fr — 3 foo1 + 25 fro2 4
Adams-Bashforth (passo 4) | yxi1 = yr + %fk - %fk—1 + %fk—2 - %fk—s 4
Ykt1 = U + S(FL + 2F, + 2F5 + Fy) )
RK.4 Fy=fi; By = f(ty+ 2%y + 2F) 4
Fy=flty+ 2y +2F)
Fy= f(te + h,yp + hE3)
etc...

11



Sistemas EDO’s
{y@:ﬂﬁwm,

y(to) = o
Métodos de Runge-Kutta
Yet1 = Yk T h(BLEL + .o+ B P,
Fo = f(te + Th, ye + coa hFyL + -+ - 4+ o1 R E 1)

Tl o - 0 0
Ty || a1 | - R 0
Tabelas de Butcher
Tm || Qma | * | Gt \ 0
L[ [ B [ B

Métodos Unipasso

Convergéncia de Ordem r

Consisténcia de Ordem r

W) ZI0) g4,y 14)) = O

Métodos Implicitos
Y1 = Yk + h® (L, Yk, Ykt1)

A-estabilidade
A ={aeC: sup(y?) < oo},

onde (y%) é resulta do método M aplicado a ¥/ (t) = ay(t), com h =1, yo = 1.
Métodos Preditor-Corrector

xo = yr + h®p(te, yi)
Tm+1 = Yk + héC(tka Yk, Im)

Métodos Multipasso

p—1
Yk+1 = Z O mYk—m + R, Yry - s Yb—pt1)

m=0

12



e Consisténcia nos métodos multipasso
1 C
E (y(tk—i-l) - Z a—my(tk—m)> - (I)(tlw y(tk’—i-l)v y(tk)a cee 7y(tk’—p+1)) = O(hr)7
m=0

e Estabilidade dos métodos multipasso - polinébmio caracteristico
Tp = Oéo?“pil 4+ ...+ Oé,erl

Estavel: raizes |r;| <1 e, sendo multiplas |r;| < 1.

1.11 Problemas de fronteira em EDQO’s
e Método do tiro (problema de 22 ordem)

Yo (t) = g(t, 42 (), Y5 (1)),
Y2(a) =ya, Ypla) =2
sendo ¢(z) = y,(b), resolver ¢(z) = yp.
e Diferencas finitas (aproximagao de 2% ordem)

Yk+1 — 2Uk + Yr—1
h2

= g(tk,yk,%hy(t’“‘l)), parak=1,...,n—1

com Yo = Y(to) = Ya, Yn = yY(tn) = .

13



2 Exercicios de 2010
2.1 Teste 1 - Enunciado (2010/11)

Com ¢ > 0, considere no intervalo [—1, 1] a funcao

B 1
I

9ge()

1)(3,) Determine dois polinoémios p,, interpoladores de g. em {-1,0,1},
a) tal que p/,(0) = 0.
b) tal que p,, seja de grau n < 3 e verifique p//(—1) = 0.

2)10.0 Explicite o spline ctbico natural, interpolador de g. em {—1,0,1}.

)
)
)
)
)2.g) Considere §(x) = g.(x) + 1000 2% ().
)
)
)

w

a) Mostre que (g * uf[.;l])(O) = g.(&), com £ € (—¢,¢).

b) Mostre que (g. — g, T2k>L2(_171) = 0, onde T,, sao polinébmios de Chebyshev.

4 2.0] Usando o ponto z = v/2 — 1, e dois outros, determine

1

a+ bxr — .
1+

d = min max
a,beR z€(0,1]

5)(1.q Mostre que [F(dPv,)]k = ¥ sin? (ZE)[F(v,)]k, onde dv, = L (v,41 — v,1).

14



2.2 Resolugao - Teste 1 (2010/11)

la) Em qualquer caso de ¢ > 0, temos:

e 1] Jof Jof [t]
L9 Ja ]l [1] 1] [
Lobl [ Ja] Jof [5] |
ob L 1 5] [5] [ |
bW I [ Jof [ [ ]

Portanto pela F. Newton generalizada, ps(z) = § + 2(z + 1) — s2(z + 1) = 1 — S22

1b) Em qualquer caso de ¢ > 0, temos:

e [t 1] [ -1 ] Lol [t
L9 [ [5] [ 5 | [t [5]
Loll [ TA] [ A ] [ s [ I5[ |
Lol [ [ o] [ -4 ] =1 [ |
Lol I 1 [3-A4] [+2A0 [ [ |
ol I [ ] [()=0] [

(*) O polinémio fica de grau 3, se a ultima diferenca for zero, ou seja se

_71%—%/1:%—14@/1:;,
logo pela F. Newton generalizada
ps(z) :%+A(m+1)+0(x+1)2+(%—A)(x+1)3:%+§(:c+1) —%(m—i—l)?’.
2) Neste caso héa apenas dois subintervalos [zg, z1] = [—1,0], [z1, 2] = [0, 1], com hy = 1.

Como se trata de um spline natural, sj = s = 0, e calculamos apenas s (o sistema ¢ 1 x 1) :

2, 1 1 y 3
=57 =¢.0,1| —g.|—-1,0| =—=—==-1&s, = ——,
331 g[ ] 9[ ] 59 9 81 9

- quando z € [—1,0] :
o=l 10] -~ BEsh o) = 10— =

s(@) =5+ @+ D)sy +5(@+1)%s0 + g(@ + 1) 5 =

15



0.8

0.4

0.2

-1 -0.5 0.5 1

Figura 1: Solucao de 1a) (a preto), e de 1b) (a vermelho).

1 0.5 0.5 1
Figura 2: Spline natural que é solucao do Exercicio 2.

- quando z € [0, 1] : (sera “igual”, porque a funcao é par
g

S =gl - @) = —h—H(-2840) =0
3 1
s(r) =1+ asy + 52%s] + ga’spy, = 1— leZ + Zazg

3a) Notando que o integral de uma fungao impar em (—¢,¢) é zero,

@ %u)(0) = Agum@m—zux

=0

A\

~

gyl (@)

impar

= / ge(z)pl (z)dz + 1000

3
—& —&

par par

16



Pelo teorema do valor intermédio para integrais, existe £ € (—¢,¢) :

(3% ul1)(0) = / o)l () de = g.(6) / (@) dr = g.(6).

—E& —&
>0 e
1
=1=[|ul|| 1

3b) Mostramos que Ty ¢é sempre par e Ty, é sempre impar, por indugao.
Claramente, Ty = 1 é par e Ti(z) = = é impar. Assumindo que Ty,_; é impar, Ty, é par,
obtemos:

Torr1(x) = 22 To(x) — Top—1(x) é impar;
par impar

Toria(x) = 22 Topiq(x) — Top(x) € par;

impar .
impar par

confirmando a tese. Assim 75, sao sempre pares, logo

1
c— g, T - :—1000/ 22 go(x)Top(x)dz = 0.
(9c— 9 2k>L2( 1,1) o ge() Tor(2)

impar
par par

4) Trata-se de encontrar a melhor aproximagao pi(z) = a + bx relativamente a g;(x) =
(14 x)~'. Com n = 1, consideramos os n + 2 = 3 pontos {0, z = v/2 — 1, 1}, para verificar a
equioscilacao

logo —d = %_(1_d)+%<\/§_ ) = —2d = L — 2 ++2 = d = =22 verifica-se uma
equioscilacao, com
d=||p1 — g1l|cc = 2—2=0.04280...

pois 0 = (p1—g1) (z) = b+m & (142)* =L =2=12=v2-1=2€[0,1], regressando os

pontos {0, z, 1} ja verificados (condigao final do algoritmo de Remes). O Teorema de Chebyshev
garante assim a melhor aproximac¢ao minimax.

5) Provamos por indugdo em p (para p = 0 é uma identidade trivial).
2nk

Temos para qualquer sucessao (v,), o caso p = 1, ou seja[F(dvy)]x = @ sin(57)[F(vn)]e

17



0.8

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3: Solucdo (recta vermelha) p;(z) = 1 + \/Li — 3, do Exercicio 4.

porque:
N-1
1 _ 1 —2mip
[F(§(Un+1 —vp1))lk = Q(UJ"H —vja)e N
Jj=0
N-1 N-1
1 —2mig 1 —2mip
= 5> v N5 we W
N-1 N-1
_2m _ _ 27
— % Ve k(m—1) % § Ve N k(m+1)
m=0 m=0
N-1
2mi _2mi _2mi
= %(eNk—e Nk>g Ve N R
m=0

= L2isin(zk)[F(v,)]k
Aplicando este resultado a sucessao (d"v,,), temos
[F (A" o) ]k = [F(d(dPva)Jie = i sin(%r)[F(dPvn)) i
e por hipétese de indugdo F(dv,) = i sin?(22E)[F (v,))]k, portanto verifica-se a tese

)] = sing ) s (ROLF @)l = s (R0 A ()

18



2.3 Exame 1 (2010/11)

2.3.1 Primeira Parte

1.1)3 Seja f(z) = e”.

a) Determine um p,, polinémio interpolador de f nos nos {0, 1}, tal que p!, e p! sao inter-
poladores de f’ e f”(respect.) e também em {0, 1}.

b) Apresente uma estimativa para o majorante do erro de interpolacao || f —pn||oo no intervalo

[_%7 %]

1.2)[2‘5] Considere os pontos a = (0,0,0),b = (0,1,0) e ¢ = (0,0, 1), e sejam Sy, Ss, S3
splines cubicos naturais em [0, 1]. Explicite a curva (S;(t), Sa(t), S3(t)) que interpola o ponto a
quando t = 0, b quando t = %, c quando t = 1.

1.3) Coma € R, k € Z, calcule o interpolador trigonométrico ¢ : ¢(km) = 0, ¢(5+km) =
a.

1.4), - Determine uma férmula de derivacao numérica, para f’(z), usando os valores f(z —
2h), f(z=h), f(z+h), f(z+2h), com h > 0, de forma a ter erro O(h?), com o maior p possivel.
Explicite a expressao do erro.

1.5)[1.01 Justifique se o polinémio py(x) = 2% + % é, ou nao, a melhor aproximagao uniforme
em Py de f(z) = 2® — z + 1 no intervalo [—2,2].

2.3.2 Segunda Parte

2.1)[4‘0] Com a, b, c € R, considere a matriz definida por

a’>  sin®(c) 0
A= | sin®(b) 2a  cos?(b)
0  cos?(c) a

a) Para a < —2, mostre que os valores proprios de A sao reais, localize os intervalos disjuntos,
e comente a invertibilidade.

b) Com a # 0,b = 0 aplique o método das poténcias, com u®> = (1,0,0). Comente os
resultados.

¢) Com a = —v/6,b = ¢ = 0, aplique uma iterada do método QR (usando Gram-Schmidt),
e apresente as aproximacgoes dos valores e vectores proprios.

2.2)|, 5)Considere o problema de Cauchy v'(t) = f(u(t)), com u(0) = 0, com [ Lipschtiziana.
a) Dado um passo h > 0, e uy = 0, considere o método numérico u, 11 = (1+h?)u,+hf(u,).
Discuta a convergéncia do método em funcao do expoente p € Z.

19



b) Em funcdo de a € R, discuta a estabilidade de um método de passo duplo:
Unt1 = Uy + (1 — @)up_1 + hf(uy).

c) Seja f € CY(R) tal que f'(z) € [=4, —¢] com ¢ € [0,1].
Mostre que para h > 0 fixo e suficientemente pequeno, a sucessao (u,) definida pelo método
de Euler converge, u,, — z, verificando-se f(z) = 0.

2.3)[1‘5]Considere a equacao diferencial de segunda ordem no intervalo [0, 1],

uw'(t) — u(t)

14
¢
Wi+ =

= f(t)

Sendo u(0) = u(1) = 1, com h = 1, apresente o sistema linear, resultante de uma aprox-
imacao de 22 ordem por diferencas finitas, para a resolucao deste problema de valores na

fronteira.

20



0. 003;

0. 0025}
0. 002t
0. 0015}
0. 001}
0. 0005¢

/.

-0.5 0.5
-0. 0005/
0. 001!

1

1.5

Figura 4: Erro de interpolagao (preto), e valor da estimativa (linha vermelha).

2.4 Resolugao - Exame 1 (2010/11)

2.4.1 Primeira Parte - resolucao

1.1.a) Notamos que f[z,x] = f'(z) = e* = f"(x)

L« [of [o] [ o | [ 1 ] !
IV EY Y [ [ e | ¢
LI [ ] H H | |
| f[”] IEA [ e—2 | [ L ] |
AL [T Je=3] H H [ 5 |
WiNnE [ 5 2] [Ge—4] |
il H [Ze—2 1 H |
logo pela F. Newton generalizada
ps(z) = 1+x—|—%x2—|—(e Z)x +(121 26):1:3(:1:—1)—1—(;6——):(: (z— 1)

1.1.b) A féormula do erro da-nos f(z) — ps(z) =

1.5

I =il = x5

& |w(@ —1)|

(6)
f 656 )x3(x i 1)37

153
= 0.0026...
= 720(4) 00026

1.2) Os pontos a, b, ¢, sdo unidos por splines que verifiquem:
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-8 = SQ[%,l] — SQ[O, %] =4< 8/1/ =—12

3
e daqui s} = 0, s{, = 3, obtendo
3z — 42° 0,1
sy [ @eb)
1—-6(z—3)* +4=—3)° (zelil])
e de forma semelhante, para S3, obtemos s] = 6, depois s} = 1,55 = —1,
—1 213 1
Sy(x) = 1y 4 22°, 2 3 (x €[0,1])
(—3)+3@—3)°—2(x—14)° (vel31)

1.3) Basta reparar que ¢(0) = 0,¢(%) = a,¢(m) = 0,¢(%) = a, repetindo-se periodica-

mente. Basta calcular os coeficientes para as funcoes base uy(t) = e*
1 1 1 1 0 a/2

e I A e a | 0
NVYSTl o1 — o] T e

1 ¢ -1 — a 0
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obtendo-se ¢(t) = Re(§ + 0 — $e*" +0) = £(1 — cos(2t)).

1.4) Os noés sdo g = z —2h, vy = z — h, v = z + h, x3 = z + 2h, logo Wi(x) = (z —
zg)...(x — x3) implica
Wi(z) = (=2h)(=h)(h)(2h) = 41",
Wi(z) = (=2h)(=h)(h) + (=2h)(=h)(2h) + (=2h)(h)(2h) + (=h)(h)(2h) = O,

e pela formula de erro, f'(z) — pi(2) = %4%, ou seja conseguimos um erro O(h*) usando
a interpolacao que anula Wj(z). Essa interpolac¢do pode ser expressa pela formula de Newton

ps(z) = flz—2h] + f[z —2h,z — hl(x — z — 2h)
+flz —2h,z —h,z+ h|(x — 2+ 2h)(x — 2z + h)
+flz—2h,z—h,z+h,z+2h](x — 2+ 2h)(x — 2+ h)(x — 2 — h)
de onde a férmula de aproximagao é dada por
f'(z) = p4(2) = flz—2h, 2 —h] + f[z —2h, 2z — h, 2+ h](3h) + f[z — 2h, 2 — h, 2+ h, z + 2h] (—R?)
Simplificando p4(z) = (14f[z — h,z + h] — f[z — 2h, 2 — h] — f[z + h, z + 2R]) /12, obtemos

flz—2h) —8f(z—h) +8f(z+h) = flz+2h) [P(&) 4

f'(2) = 12h 30

1.5) Para verificar se ps(z) = 2® 4+ 1 ¢ a melhor aproximagao P, relativamente a f(z) =
23—z + 1 em [-2,2], usamos o Teorema de Chebyshev. O py deve verificar uma equioscilagao
em 4 pontos do intervalo:

r(ze) = flze) — pao(an) = (=D||f = p2ll
— 2% — z + § verifica

Ora, como ||f — ps||s = max|2® — 2? — z + 1| vemos que r(z) = z

'(z) =32 =2z —1=0se z=1o0uz=—3, e estes sa0 os extremos internos, com r(1) = —3
e r(—%) = £ tendo nos extremos do intervalo 7(—2) = —2,7(2) = 2, concluimos que [|r||c =
2 > |r(z)] se © € — 2,2], e nao ha 4 pontos z; € [—2,2] que satisfacam a equioscilagao.
Portanto, nao se trata da melhor aproximacao uniforme.

3

2.4.2 Segunda Parte - resolucao

2.1a) As bolas definidas pelo T. Gerschgorin (linhas, colunas é semelhante) sao

B(a? sin*(c)) € B(a? 1)
B(2a,sin*(b) + cos*(b)) = B(2a,1)
B(a®,cos’*(c)) € Bla,1)
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como a < —2 = a® > 4 temos B(a?, 1) com parte real positiva, nao intersectando B(a, 1), B(2a, 1)
que tém parte real negativa. Estas duas bolas também nao se intersectam porque

|z —a| <1A|z—2a| <1 implica |23 —al| <1A|z —2a| <1,
logo
7n—20<1 N=-1<z71—a=a—-1<zn<1+2a=a—-1<142a= —-2<a,

o que é falso por hipotese. Assim, sendo as 3 bolas disjuntas, cada bola terd um valor proprio,
que tera que ser real (a matriz tem entradas reais). Temos assim valores proprios

M €[2a—1,2a+ 1), A\ € [a—1,a+1],)3 € [a®> —1,a® + 1].

Como nenhum dos intervalos contém a origem, nao ha valores proprios nulos e a matriz é
invertivel.

2.1b) A primeira iterada do método das poténcias da

a? sin*(c) 0 1 a?
v = A =0 2 1||0|=]0 [;
0 cos?(c) a 0 0
CO _ﬁi_:ﬂﬂzu®
o]l a? ’

concluimos que u™ = u(® = (1,0,0), converge imediatamente para o vector préprio associado
ao valor proprio a?.

2.1c) Consideramos aj, ag, az os vectores coluna da matriz

6 0 0
A=10 =2v/6 1
0 1 —/6

e efectuamos a ortonormalizagao de Gram-Schmidt

e = ai/||la]| =(6,0,0)/6 = (1,0,0);
Vo — ag — (ag . el)el = (O,—2\/6, 1) — 0;82 = VQ/HVQH = (0,—2\/6, 1)/5

vi = az— (ag-e;)e; — (ag-ey)e; = (0,1, —V6) — 0 — (—%\/6)(0, —2v/6,1)/5;

11 22 11 1 2
es = vafllvall = (0.~ 55, ~ 2= VE)/ 5 = (0. ~2.~= V)
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ficando com a matriz ortogonal

0 0

1
Q=10 —2V6 -
Ol

1
5
6

(SN

5

como Q'Q = I, obtemos de A = QR = R = Q"A, ou seja

1 0 0 6 0 0 6 0 0
R=|0 -%3/6 % 0 —2v6 1 | =05 —2V6 |,
11
0 -1 -2V6 0 1 -6 00 %
e portanto A; = RQ = QT AQ da
6 0 0 1 0 0 6 0 0
3 2 1 _ 53 11
Sl I NN e VOl B YOI
00 4 0o I =26 0o 4 -2
Sendo \; = 6 correcto, as aproximagcoes sio Ay = —g—g 6 =—5.19..,\3 = —% 6 = —2.155..,
que estao proximos dos valores correctos Ag = —5.25..,A\3 = —2.09.. (e na tolerancia para a

diagonal 0.44).

2.2a) Sendo
U1 = Uy + APy (tn, un) = (1 + AP u, + hf (uy)
temos @, (t,u) = P~ lu + f(u).
Devemos verificar a consisténcia
u(t, +h) —u(ty,)
h

Bt ult)) = () + S ()~ B () — F(u(h)

— gu”(gn) — P tu(ty,) = (%u"(ﬁn) - hp_Qu(tn)) h

e o método s6 é consistente de ordem 1 se p > 2. Tratando-se de um método unipasso, a

convergéncia fica assegurada, para h suficientemente pequeno, sendo também de ordem 1.

2.2b) A estabilidade é verificada pela equagao caracteristica

r? = ar + (1 — a), associada a u, 11 = o, + (1 — Q)u,_y

basta analisar as raizes dessa equagao, que sao r; = 1,75 = o — 1. Devemos obter ro € [—1,1]
(evitando a raiz dupla em 1), pelo que —1 < o — 1 < 1, ou seja a € [0, 2[. As raizes sdo assim
distintas e de médulo nao superior a 1, havendo estabilidade.
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2.2c) Neste caso o método de Euler escreve-se na forma wu,.1 = wu, + hf(u,) = g(uy,)
com g(z) = x + hf(x). Temos ainda ¢'(z) = 1 + hf'(z), e considerando 0 < h < ¢ obtemos
g (z)e[l— %, 1—e¢h] C [0,1—h] pelo que g é uma contrac¢ao em R e a sucessao (u,,) converge
para esse ponto fixo z, e z = g(z) = z + hf(z) implica f(z) = 0. (Note que f é estritamente
descrescente, tendo obrigatoriamente um e um s6 zero)

2.3) Aplicamos as habituais diferencas de segunda ordem aos trés pontos internos dos cinco
pontos t, = nh, comn =20,...,4.

Unp1 — 2un + Up—1

u'(t,) = 2 + O(h?);
/ Up+1 — Un—1 2
t,) = ———+0(h
(t) ety o(r?)
Com h = }1, sendo ug = uy = 1, temos paran =1,2,3:
Un+1 — 2un + Up—1 Un4+1 — Un—1 . Unp, _ f(t )
h? 2h(1+1t,)  (1+t,) "

com f, = f(t,), resulta no sistema 3 x 3 :

w0 fw] [4-3
44 o8 52 _
3 10? §28 12 B f2 120
0 % S 1lw fa =%
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2.5 Exame 2 (2010/11)

2.5.1 Primeira Parte

1.1) Seja f(x) = sin(Fz).
a) Determine um p,, polinémio interpolador de f nos noés {—1,0,1}, tal que

f'(0) = p,(0), f"(0) = p,,(0).
b) Deduza um majorante do erro de interpolagao ||f — pn||o no intervalo [—2,2].

1.2) Considere S spline ctibico natural interpolador de f € C*[a, b] nos nos z; = a+jh, (h =
b—_a)
-

a) Determine K > 0, tal que se verifique a estimativa

/abf(x)dx — /ab S(x)dx

b) Considere o vector TFD: 2, = [F(s;)]x em que s; = S(z;), com j,k=0,--- ,N — 1.
Mostre que a parte real de

< Kh.

T(z) = 2, exp(?m’i —

k)

¢ um interpolador trigonométrico de f nos pontos z;.

1.3) Determine uma féormula de deriva¢ao numérica, para f'(z), usando os valores

f(Z - 3h)7 f(Z - h)7 f(Z), f(Z+2h),

com h > 0, de forma a ter erro O(h?), com o maior p possivel.

Explicite o erro dessa formula quando f(z) = 2.

1.4) Justifique se p3(z) = 2* + 2% — L ¢ ou ndo a melhor aproximacao uniforme em P3 de

8
f(z) = 2* + 2® no intervalo [—1,1].
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2.5.2 Segunda Parte

2.1) Sejam a,b € C, |a|, |b] < 1, e considere a matriz definida por

8 b 0 0
a =3 b 0
A= 0 a 4 b
0 0 a —6

a) Mostre, quando os valores proprios de A sao sempre reais, localize os intervalos disjun-
tos, e que h& um valor préoprio dominante; comente a invertibilidade.

b) Aplique duas iteradas do método das poténcias, para aproximar o maior valor proprio.

c¢) Sendo a = 0, apresente a decomposi¢ao QR, e calculando uma iterada do método QR
comente os resultados.

2.2)Considere o problema de Cauchy (f, g € C! limitadas)

{u’(t) = g(t) + f(u(t), tel[0,T]
0

b) Considere

Uns1 = Un + WP (g (tn) + f/(un)) + R(g(tn) + f(un)),

com uy = 0. Discuta a convergéncia e A-estabilidade deste método em func¢ao do expoente
p € Z.

2.3)Considere a equagao diferencial de segunda ordem no intervalo [0, 1],
u"(t) + ' (Hu(t) =1

a) Com u(0) = «/(0) = 0, aplique duas iteradas do método RK do ponto-médio para
aproximar u(1).

b) Sendo u(0) = u(1) = 1, com h = , apresente a aproximagao de u(3), por aplicacao de
diferencas finitas de 22 ordem.
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2.6 Resolugao - Exame 2 (2010/11)

2.6.1 Primeira Parte - Resolucao

1.1a) Notamos que

fla.a] = f(@) = 5 cos(5), =(5)*sin(Fx) = f'(2) = 2f [z z,a]
portanto:
e [ [fo ] JoJ [Jol] [1]
_f -1 Jo ] Jof [o [ [1]
LT e [0 1§10 i |
LA [ 52 Jol 15[ [
LG &L &L [
LG I ol ]
logo pela F. Newton generalizada
pa(e) = =1+ (2 + 1)+ ——a(z+ 1) + ——a(x+ 1)

1.1b) A féormula do erro da-nos

logo como | f® ()| = (§)°| cos(5)| < (5)°

(5)°
g max |x (2 _1>|<ﬁ24—1926

If = pslloe = =3

1. 2a) Temos a estimativa de erro ||f — S||o < 2| f¥|]o portanto

h4
<(b-a)llf = Slle < G- a)];

1.2b) Basta reparar que x; —a = jb_Ta por isso como WW* = N1

N-1
Z ZszmSm jk

WiWi)sm = Z Nojmsm = 55 = f;

T(z;) = szexp 27?2
=0



(a parte real pode ser usada pois os f; s@o reais).

1.3) Os nos sdo g = z—3h, ©y = z—h, 19 = z, x5 = z+2h, logo W3(x) = (x —x9)...(x —x3)
implica

Ws(z) =0, Wi(z) = (3h)(h)(=2h) + 0+ 0+ 0 = —6h°,

e pela formula de erro, f'(z)—ph(z) = L . >(51)( 6h%), ou seja conseguimos um erro O(h?) usando
a interpolagao que apenas anula Ws(z). Essa interpolagdo pode ser expressa pela formula de
Newton

ps(x) = flz—3h]|+ f[z —3h,z — hl(x — 2+ 3h)
+flz —3h,z — h,z](x — 2z + 3h)(x — z + h)
+flz—=3h,z—h,z,z+2h](x — 2+ 3h)(x — 2+ h)(z — 2)

de onde a férmula de aproximacao é dada por
f'(2) =~ ph(2) = flz—3h,z—h]+ flz —3h,z — h, 2|(4h) + f[z — 3h,z — h, 2, z + 2h](3Rh?)
1
= fl#—3h,z—h|+ flz —3h,z — h,z](gh) + flz — h,z,z+2h]%h

= flz=3hz = WD) + Sl — 2l + Sl — (o) + fl, 2+ 20
—4 25
= %f[z—?sh,z—h]+f[z—h,z](30)+9f[z z + 2h]

1.4) Para verificar se psé a melhor aproximacgao P3 relativamente a f(z) = z* + 23 em
[—1,1], usamos o Teorema de Chebyshev. O p3 deve verificar uma equioscilagao em 5 pontos
do intervalo:

r(xy) = f(ar) — ps(ar) = (‘Uka — D3]l

Ora, como || f —ps|o = max |2 =243 | vemos que r(z) = z*—a?+3 verifica r'(z) = 42°~22 =0
se z =0 ou z = /I, e estes sdo os extremos internos, com r(0) = ¢ e r(+y/I) = —3, tendo

nos extremos do intervalo r(+1) = £. Concluimos assim que os 5 pontos {—2, /1,0, /1,2} €
[—2, 2] satisfazem a equioscilagao e trata-se da melhor aproximagao uniforme.
[Resolucao alternativa: considerar a aproximacgio de z* por polinémios de Chebyshev.]

2.6.2 Segunda Parte - Resolugao

2.1a) As bolas definidas pelo T. Gerschgorin (analisando por linhas) sao disjuntas porque

B CBE.1) Bl + ) © B(4,2)
B(~6,lal) C B(~6,1) , B(~3,]a| + |b]) C B(~3,2)
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Na parte real positiva, B(8,1) N B(4,2) = ), e na negativa, B(—6,1) N B(—3,2) = (), portanto
nao ha qualquer interseccao e ha no maximo um valor préoprio em cada uma das bolas. Se
a,b € R implica que estes valores proprios sao reais, ou entao se a = b*, porque a matriz sera
hermitiana. Nessas condigoes ficam definidos valores proprios nos intervalos disjuntos

A €]T,9], A2 €] — 7, 5[, A3 €]2,6[, \y €] — 5, —1]

(intervalos sao abertos porque é estritamente que temos |al,|b| < 1). Nenhum valor proprio
pode ser nulo, e A\; €]7,9[ serd o dominante. A anélise por colunas levaria & mesma conclusao

2.1b) Como |al, |b| < 1, as iteradas do método das poténcias dao

8 b 0 0 1 8
(1) _ (0) _ _ a —3 b 0 0 _ a
v AT =A=10 4 4 b 0 0
0 0 a —6 0 0
1)
W — " _1%00
U 8 ( ) 87 9 )
8 b 0 0 1 8 + ba/8
(2) ©_4_]@ —=3b 0 a/8 | _ 5a/8
v AT =A=10 4 4 b 0 a/8 |’
0 0 a —6 0 0
2 2
u® = L =(1 ba @ 0)
8 + ba/8 64+ ba’ 64 + ba’
e a primeira componente de Au® da a aproximacio Ay = 8 + 64515;1)

2.1c) Este caso é trivial, pois se a = 0, temos A triangular superior e A = IR, os valores
proprios sao os elementos da diagonal.

Ou seja, Qo = I, Ry = A, portanto a primeira iterada da ainda A; = RyQy = RI = A, pois
a factorizacao exacta ja foi alcancada.

2.2a) Com g = 0, e como uy = u(0) = 0, (verifica-se para n = 0) e pelo método de Euler
temos u; = ug + hf(uy) = hf(ug) e verifica-se para n = 1. Assumindo a hipdtese de indugao
em n,

n—1 n
U1 = Uy + hf (un) =Y flug) +hf(un) =0 fluw),
k=0 k=0

e a tese de indugao é verificada em n + 1.
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2.2b) Devemos verificar a consisténcia, com ®y, (¢, u,) = AP~ (g (t,)+ f'(un))+g(tn) + f (un)

u(ty + h}i —ulty) O, ulty)) = u'(t,)+ gu"(t ) + g (&)
—hp_l(g/(tn) f(u(tn))) = g(tn) — flu(ts))
B g“"(t )+ h u"(&) = WPHg (ta) + f(u(ta)))

Como u”(t,) = ¢'(tn) + v (t,) f'(u(t,)) # 2hP2(¢'(t,) + f'(u(t,))) as parcelas nao se anulam, e
o método é apenas consistente de ordem 1 para p > 2, pois o termo é O(h). Tratando-se de um
método unipasso, quando h — 0, a convergéncia fica assegurada, sendo também de ordem 1.

A A-estabilidade verifica-se para equagoes da forma u'(t) = au(t), o que neste caso significa
g =0, f(u) = au. Assim,

Uni1 = Up + AP ' (u,) + hf (un) = u, + ah®? + ahu,

e esta sucessao un+1 = (1 + ah)u, + ah?. Uma solugdo particular da equagao as diferengas é
v, = —hP~!, por isso o termo geral é

= (1+ah)*(up+h""") — P71,

pelo que a sucessao é limitada quando |1 + ah| < 1 e fica assim definida a regiao de A-
estabilidade.

2.3a) Escrevemos a equagao na forma vectorial, usando v(t) = u/'(t),

o=l =]

e o método RK ponto-médio resume-se neste caso a

o) B Bl R (R B PR DR A R (P ey

e de (ug, vo) = (u(0),u(0)) = (0,0), com h = £, obtemos

=Ll (oo ) -+ ] 1]

1
S
NN
| |
|
1
N |00 |
| I |
+
>
L)
Y
—
DO [
+
[\DI?‘OOIH
- +
| |
[
s
~—
|| N
o
=1
| I |
N———
I
|



2.3b) A equacgao é v’ + uu’ = 1. Aplicamos as habituais diferengas de segunda ordem aos
trés pontos internos dos cinco pontos t, = nh, com n =0,1,2, 3, 4.
Un1 — 2un + Up—1
u”(tn) — 2 + O(hQ)7

u'(tn) _ Un+12—hun71+0(h2)

Com h =1 sendo uy = uy = 1, temos paran =1 :
29 )

U — 2u1 + Ug +u2—u0
h? 2h

Q

U”(tl) + u’(tl)u(tl)
2—-2
—ul + 0u1

(1/2)?

1

U1:1
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3 Exercicios (2011)

3.1 Teste 1 (2011)
3.1.1 Enunciado

1) Considere ¢(t) = acos(t) + bsin(t), com a,b € R.
a) Mostre que se ¢ verificar as condiges de interpolacao ¢(0) = fo, ¢(0 + 5) = f1, o vector
de coeficientes (a,b), solugao do problema, relaciona-se com (fy, f1) através de uma rotagao.

Indique qual e justifique.
b) Determine a func¢ao ¢ que minimiza [* (1 — 2¢(t) + ¢(t)*)dt.
2) Usando a interpolagdo de Hermite, identifique coeficientes ay, . .., oy, tais que dada f €

Cz — h,x + h], existe £ € [zt — h,z + h] :

fx+h) =aof(x—h)+arf(z) + aof (x) + asf"(x) + as fPD(€).

3)
a) Determine a expressio simplificada de s, = S 74 (—1)F(k* — k).
b) Dada uma fungao natural u, considere o operador linear de soma

Determine uma férmula de aproximacgao, Q(u) = au,_1 + bu,, que tenha grau 1 e mostre que
nao tem grau 2.

4) Seja f analitica, tal que se zg, ..., x4 € [0,1],
| fzo, -, ]| < 100.

Pretende-se avaliar a fungao em milhares de pontos de [0,1], com um erro inferior a 107°.
Usando um spline cibico, determine qual o ntimero menor de pontos (igualmente espagados de
h =1/n) que pode assegurar a mesma precisao, evitando o calculo moroso de f.

5) Determine uma féormula de aproximagcao de f’(z) com base nos valores de

f(Z - h)af(z)af(z + 3h)7

e discuta o erro tendo em conta os erros de arredondamento.
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3.2 Resolugao - Teste 1 (2011)

la) Temos duas fungoes base go(t) = cos(t), ¢1(t) = sin(t), e dois nos de interpolagao
ro = 0,71 = 0+ 7. A matriz de interpolagao (de Vandermonde generalizada), g;(z;) fica entao:

V= wors o s |~ S i)

ou seja, a matriz de rotacao de um vector por um angulo 6, que é unitéaria verificando V'V = 1.
Logo a solucao do sistema Va = f, ficaa = V'f, e corresponde a rotagao oposta (—) do vector

v 3= [06 w10

1b) O valor a minimizar ¢ Q = [7_(1—-2¢(t)+¢(t)*)dt = [" (1—¢(t))*dt = ||1—¢||%2(_7r77r).
Portanto trata-se de um problema de minimos quadrados em L?(—,7), com as funcoes base
9o, g1 definidas em 1.a), para aproximar a fungao constante f = 1. A resolugao é habitualmente
feita através do sistema normal,

ooy fonsin) | [o ] _Ttheos | T 0] Lo ][0 o] = [5].
e ¢=0.

Nota: Podia-se ainda reparar que {1, cos,sin} sdo as primeiras fungdes da expansao ortog-
onal em série de Fourier em L?(—m, ), e assim era imediato ser a solugao nula.

2) A expansdo resulta de interpretar o problema de interpolagao de Hermite nos nos zy =
xr—h, z1 =x, 29 = x, 23 =, em que a repeticao dos 3 nés em x se justifica pela expressao até
a 2% derivada.

Sabemos por isso que o polinémio interpolador é dado pela férmula de Newton generalizada,

p3(t) = f(x—h)+flo—h, 2)(t—z+h)+flx—h,z, v)(t—2+h)(t—2)+ flx—h, 2, 7, 2] (t—2+h) (t—2)?,
e sendo calculado em t = x + h, obtemos

ps(x +h) = f(x — h) + flx — h,z](2h) + flx — h,z,7](2h)h + flx — h, 2,2, z](2Rh)A?,
e podemos usar a expressao do erro de interpolacao

FI(€)
R = 41

flx+h)—p3(x+h) = flr — h,z,z,z,2 + h|(2h) (2h*), com € € [x — h,z + h].
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Conclui-se assim que f(z + h) = ps(z+ h) + %h‘l, e resulta ay = }112, e 0s outros termos
saem explicitando ps(z + h).

ps(x+h) = flz—h)+ fle—hz]2h) + (f'(z) = flx = h,x])(2h)

(@) = Sl = b, 1)) 2R

= flz—h)+ f'(2)(2h) + f"(2)h* — (f'(x) — flz — h,2])(2h)
= fle—h)+ f"(@)h* + flx — h,2])(2h) = — f(zx — h) + 2f (x) + f"(2)?
ou seja, ag = —1, 1 = 2, a0 = 0, 3 = h2.
Nota: De forma mais simples, poderfamos invocar a aproximacao da 22 derivada por difer-
encas centradas com a expressao do erro. E esse o resultado obtido, mas escrito doutra forma:

FO©), 4
+ T h*.

fle+h) =—f(z —h)+2f(z) + f"(x)h*

3a) Aplicamos a soma por partes com Auy = C* (C = —1),v, = kP = k(k — 1) = k> — k.
Assim,

n—1 n—1

DDRE = k) = D (Aug)oy

= E A ukvk E U,k_HA Uk
k=0

= Uk'Uk E Uk+1A Uk

=
Il
o
3 >
- o

e sabemos que Av, = Akl = 2k, e também que AC* = (C' — 1)C*, por isso é—f’i = C*, com
k.

&1+ Ou seja, obtemos

U =

3

(DK = k) =

—_
1
Q
B

i

0

~1 . . .
O valor Y~ kC* foi calculado em exercicio, mas basta aplicar de novo a soma por partes

n—1 n n—1

Cck CkHl C"™n cr—1
S Ok = | k| = = -
k:oc {(J—lL ~C-1 C-1 0(0_1)2
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concluindo

— ) _ Ca(n-1) 20 C™n cn—1
;(_1)k(k R o= T _0—1(0—1_0(0—1)2)
(=D)mMan—1) (=D (=11
- —2 B a e

{n(l —n)/2, (n par) .
(n—1)2/2, (n impar)

3b) A formula tera grau 1 se verificar S(1) = Q(1), S(z) = Q(z), ou seja,
n—1 n—1 n[2]
S(1) = l=n=Q(1)=a+b, Sx)= szZQ(x):a(n—l)qun,
k=0 k=0
. . _ pl2l . _ (DB 2
de onde sai a +b =n, (a +b)n —a = ", ou seja a = “—5—,b = " ficando
1 2 2 n— n n—1 — Un
Qu) = %un_l + %un = n2? 12+ It 12 “
esta formula ja nao tem grau 2, pois
2 2
oER)y = Dl (n—1)2 + n?
2 2
B A
n
— = A(—) = k2 — g2
;o () = 3K = s(a)
k=0 k=0
4) Em particular, quando xg, z1,...24 — z, temos |flz, z,z,x, || = |%f(4)($)| < 100, pois

f € C* sendo analitica. Usando a estimativa de erro para os splines ciibicos, e como h = 1/n,
17 = sl € 21O € £l < 20 200 < 2070
— Slleo > oo = oo =
16 (2n) 16 4

obtemos n* > §108 bastando por isso considerar n > Z\l/gl()Q ~ 110.67, ou seja 111 pontos

(usando a outra estimativa com @ poderiamos obter apenas 75 pontos).

5) Temos E(x) = f(x) — pa(z) = flz — h, 2, 2 + 3h, x|Ws(z), com
Wy(z) = (z — 2+ h)(x — z)(x — z — 3h)

e Wa(z) = 0.
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Como
Wy(z) = (x—z)(x —2z—=3h)+ (x —z+ h)(x — 2z —3h) + (x — z)(x — 2 + h),
tem-se W3(z) = —3h2.

(4) ®3)
E/(Z) _ f (62) WQ(Z) + f (gl)WQI(Z) _

&)
4l 3! o

2
Finalmente,

pa(x) = f(z—h)+ flz —h,z](x — 2+ h) + flz — h, 2,2+ 3h|(z — 2 + h)(z — ),
pelo que
po(x) = flz — h, 2] + flz — h, 2,2 + 3h](2(x — 2) + h),

e obtemos

py(z) = flz—h,2]+ flz = h, 2,2+ 3h]h

— f[z_h’z]_{_f[zaz+3h]4;f[z_h72]h:f[Z,Z+3h]1—3f[z—h,z]
f(z+3h) +8f(2) —9f(z — h)
12h '

A formula final (sem erros de arredondamento fica assim

fz+30) +8f(2) —9f(z—h) f&)
12h 2

f(z) = 2.

Ao adicionar os erros de arredondamento

flz=h)—foi=ea, f(z) = fo=co, f(z+3h)— fs=e,

a expressao tem o erro

Be) = - LA
_ f(z+3h) +8f(2) =9f(—h) fs+8fo— 9/ _ f(g)(fl)hg
B 12h 12h 2

e com |ex| < e (maximo erro de arredondamento), obtemos pela desigualdade triangular

18¢
— 12h

fz+3h) +8f(2) =9f(=—h)  fi+8fo—9/
12h 12h

€3+ 860 - 9671
12h
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conclui-se que o erro com arredondamento é

- fo+8fo —9f 1| _ 9¢ B
() = |7y - BRI B o

e assim para valores de e = O(h?), temos |E(z)| = O(h?~') 4+ O(h?) e a expressao s6 se mantém
em O(h?) se p > 3. Ou seja, se usarmos h < €'/3 a precisio teoérica da formula em O(h?) é
perdida numericamente. Na pratica, como a maioria dos computadores usa precisao dupla com
€ ~ 10715, isto significa que a formula deixa de ser quadraticamente eficaz para h < 107°. Para
além disso, perde mesmo a convergéncia linear |E(z)| = O(h), quando h < 10~%, notando que
no limite, quando h & 107'%, ou seja € = O(h), entdo |E(z)| = O(1) e a formula deixa de fazer
sentido.
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3.3 Exame 1 (2011/12)

3.3.1 Primeira Parte

1.1) Dado «, determine uma fungao f analitica que verifique

e tal que limy_.4 f(t) = 0.

1.2) Uma particula de massa unitaria estd a uma altura a(t) em fungao do tempo ¢.
No instante inicial tem altura e velocidade nula, ou seja, a(0) = a’(0) = 0.
Quando é medida no instante t = 1, a altura é a(1) = 1, tendo velocidade e aceleragao nula,
ou seja, a'(1) = a”(1) = 0.
a) Determine a aceleragao inicial a”(0) de forma a que a trajectoria a(t) se defina pelo
polinomio de menor grau que verifica a(2) = 0.
b) Mostre que, independentemente do valor de a(2), se a trajectoria definida for uma
funcdo a € C*[0,2], ndo pode verificar ||a¥]|,, < 50.

1.3) a) Determine a expressao simplificada do somatério (m =0,..., N —1):
N-1
2m
k cos(ﬁmk) = Re(F(k)m).
k=0
b) Apresente uma expressao trigonométrica de g que verifica g(5k) = k,com k=0, ..., 7.

1.4) Apresente S(1), em que S ¢é o spline cubico natural : S(—1) =0, S(0) =1, S(3) = 1.

1.5) Com base nos valores de f(2), f(z + 2h), f(z + 3h), aproxime f”(z) majorando o erro
absoluto em funcdo de h e || f*||o.

3.3.2 Segunda Parte

2.1) Determine

min  max |2* — 2° + ax + b|,
a,beR ze[-1,1]

e comente face & aproximagao minimax Py de f(z) = 2* — 2.

2.2) Sejam a,b € C, e considere a matriz definida por

-8 a 0
A= b 3 a
0 b =2



a) Indique condigbes para: (i) os valores proprios de A serem reais, localizando intervalos;
(ii) garantir valor proprio real dominante; (iii) a invertibilidade de A.

b) Nas condigoes anteriores aplique uma iteragdo do método das poténcias, para aproximar
o maior valor proprio.

¢) Sendo a = b = 6, use uma itera¢ao do método QR para aproximar os 3 valores proprios.

2.3) Considere a equagao diferencial de segunda ordem
u'(t) = (u(t) +u'(t)* + 1.

a) Com u(0) = u/(0) = 0, use o método RK(ponto-médio) com h = 0.5 para aproximar
u(1).

b) Sendo u(0) = u(2) = 0, com h = 1, apresente a aproximagcao de u(1), por aplicagao de
diferencas finitas de 2% ordem. Comente sobre o erro local de discretizacao.

2.4) Para a resolucao do problema de Cauchy, considere o método de passo duplo

Yn+1 = 4yn - 3yn71 - 2hfn

Determine a ordem de consisténcia deste método. Justifique se o método serd ou nao
convergente.
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3.3.3 Primeira Parte - Resolugao

1.1) Podemos considerar fungoes da forma f(z) = 175 p2(2) determinando p, verificando

pa(x) = (1+2%)f ()

para x = —1,0, 1. Ou seja, basta obter o polinémio interpolador

pQ(_l) = 07p2(0) = Oé,pg(].) = 07
que facilmente se deduz ser py(x) = a(1 — z?). Fica assim

1 — 22

f(z) :al—i-x“'

1.2.a) Temos a tabela de diferengas divididas generalizada:

= ol [o] [ o | vl e Jrf [2]
o Jof Jo] [ o | [t [ [t [J1[ [0]
L o] [ Jof [ o ] [ 1+ [ Jof Jof [-1[ |
Labd | [ [3a] [ 1 ] [-1] [ol [-1[ [ |
Lol I [ Ji=sa] [ 2 | Q[ [-1] | [ |
Lol I L[] [—3+350] (3 [-tf 1 [ []
ol 1] [ [6—s0] [-2 [ [ [ [ |
logo para ter apenas grau 5, deve verificar 6 — %oz = —2, ou seja a”(0) = a = 16.
1.2.b) Pela tabela anterior vemos que a[0,0, 1,1, 1] = 3... e como
al0,0,1,1,1] = a®(£)/24
temos 3¢ € [0,1] : aP (&) = 72. Logo
0l = o ol 90)] 2 a9 (€)= 72
1.3.a)
- k cos(2zmk) = Re i kexp(—2imk) = Re i kC*k
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com C' = exp(—2zm) e ja vimos (aula pratica) que

N—-1 N-1
1 cN cN—1
kCF=——N kEACF=N — .
S kOt = Gy S kRAC = N O

Logo OV = exp(—2zmN) = 1, portanto se C' # 1,
N-1
cN cN -1
2 — N _
;kcos(l\,mk) Re( o1 0(0_1)2)

1 N _
= Re(NC’—l) = |C_1|2Re(C’—1)

ou seja, como |C' — 1|> = 2 — 2cos(zzm), e como Re(C — 1) = cos(2zm) — 1, obtemos

cos N(N —1)/2, (m=0)
Z " { ~N/2 (m # 0)

1.3.b) Sabemos que uma fun¢ao interpoladora é

N m

2mi ~ .
com C,,, = e~ ™. Usamos a expressao anterior se m # 0

C* -1
k m
Z k O 1‘2’
e quando m = 0, da %, logo
N—-1 A N—-1 2mi
— 1 e IV —1 en™—1 it
_ zm — + zm
9() Z\C —1]2 2 ZQ—Q(}(}S(W’r )
m=1
a expressao trigonométrica é a parte real com N = 8, ja que os pontos sao t = 2%]6.

1.4) Ha apenas uma incognita s”(0) pelo que o sistema se reduz a uma tnica equagao
143 1-0
S0y = 5[0,3] — s[~1,0] =0 — —2 = _1
3 1
logo s”(0) = —3/4, e assim substituindo quando = € [0, 3]:
§'(0) = spz — ¢(2(=3) +0) = §: s(z) = L+ o — §a® + 5;2°,
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em particular s(1) = 17/12.
1.5) Temos Wi(x) = (x — 2)(z — 2z — 2h)(x — z — 3h) com

Wy(z) = (x—2)(x—2—3h)+ (x —2)(x —2—2h)+ (x — 2 — 2h)(x — 2 — 3h)
Wy(x) = 6(x—z)—10h

em particular Wy(z) = 0, Wj(z) = 6h?, Wy (2) = —10h. Portanto

(4) 3)
B = 1) - ) =2 D) LS

1), 30,

(6h?) +

(—10h)

2

¢ uma expressao em O(h), e majoramos o erro absoluto em C|z, z + 3h]

17(2) = P4 < SR Dlow + SR
Sabemos que
pa(x) = f(2) + flz, 2 + 2h|(x — 2) + flz, 2+ 2h, 2 + 3h|(x — 2)(x — z — 2h).

Portanto

2f(z+3h) —3f(z+2h)+ f(2)

1(2) ~ P(2) = 2[z,2 + 20,2 + 3h] = ex

3.3.4 Segunda Parte - Resolugao

2.1) Trata-se da aproximacao minimax P; da funcdo continua f(x) = 2® — 2% em [—1,1].
Podemos aplicar o algoritmo de Remes comecando com X© = {—1,0,1} obtendo

1 -1 1 a -2
1 0 -1 b | = 0
1 1 1 d 0

o que da a = ’71, b=1,d= ’71, e a aproximagao

—1

verifica f'(z) — p}(z) =0
32° =22 —1=0
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quando z =1 ou z = 5. Como (f — p1)(F) = & > |d|, prosseguimos com X = {—1,=,1}

1 -1 1 a —2
-1 o —4
I 5 -1 b | = 5
1 1 1 d 0
o que da a = ’2—171, b=1,d = ’2—176, e como b é o mesmo, as solucoes sao as mesmas, tendo-se
- 1y _ 16
ainda (f —p1)(5) = 5. . y
Concluimos por isso que pi(z) = 5= + x e que |d| = 5 é o minimo pr?tendldo, que é
diferente do minimo Py pois sabemos que o polinémio ménico de Chebyshev Ty(z) = z° — %x
: : 5 _ 2,3 _ T _ .3_3
corresponderia a uma aproxnnaglao D2 gx) = —2° + qz para que f(r) —pa(v) = T3(z) = 2° — o
(e nesse caso a distancia seria 5= = 7).

2.2.a) (i) Para que os valores proprios sejam reais uma condigao suficiente é a matriz ser
auto-adjunta, neste caso a = b, mas podemos ainda garantir definindo bolas disjuntas, pelo T.
Gershgorin (linhas). Basta para isso separar as bolas

B(=8,al), B(3, |a| + [b]), B(=2, |b]),
quando a,b € R. Ou seja, =8+ |a] < —2 — |b| e =2+ |b] < 3 — |a|] — |b], 0 que d&
la| + |b] < 6,]al + 2|b|] <5,

ficando apenas a segunda condigao (pois |a| + [b] < 5 — |b] < 6).

Analise semelhante podia ser feita por colunas, dando 2|a| + |b| < 5.

(ii) Para garantir valor proprio dominante, | — 8 + |a|| > 3 + |a| + |b], ou seja 5 > 2|a| + |b|
condi¢ao anterior (valores reais, e semelhante usando colunas 5 > |a| + 2[0]).

(iii) Para a invertibilidade, zero nao deve pertencer a nenhuma das bolas - no caso real,

la| < 8, |al + |b] < 3,]b| < 2 (linhas) ou

|b] < 8, |al +|b] < 3,]a| < 2 (colunas)

reduzem-se a |a| + |b| < 3 A (Ja| <2V |b| < 2).

As trés condigoes sao verificadas quando |a| + |b] < 2.

2.2.b) Consideramos u® = (1,0, 0) obtendo Au® = (=8,b,0);u® = ~ 220 — (1 b ),
Portanto AV = [Au®]; = —8 — Lab.

2.2.c) Aplicando a factorizac¢ao de Gram-Schmidt aos vectores v, = (—8,6,0),v9 = (6,3,6),v3 =
(0,6,—-2) :

L[ -4v2 303 10 -3 8
Q:_\/_ 32 4 4 |; R=1| 0 6V2 %\/§
W21 0 5 -5 0 0 2
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de onde

10 =3 % 1 —4v/2 3v2 0 —% *
=RQ=1|0 6v2 Iv2 | — | 3 4 5 | =] = *
0 0 Uy |V2| 3 4 s

e as aproximagcoes sao esses valores da diagonal.

* a|® %
Sl

2.3.a) Consideramos y = (y1,y2) = (u,u), obtendo

=] =] B | fen =)

Precisamos de 2 iteracdes do método RK (pto-médio), comecando com y© =

= 0 (condigoes
iniciais dadas). Como f(®© = (0, 1), obtemos

h 1.1 1 1 1 17
o = hE(y© + —fO)y = Zf(ZfFO) = Z£(0, ) = (5, —
. W, h 117, 1
y? = yO 4+ nf(y® + 2f )) = (8, 3—2) + §f( 11111 0.5312,1.6887)) = (0.5695, 1.6887)

e obtemos a aproximagao u(1) ~ y§2) = 0.5695.

2.3.b) Considerando diferengas centradas aplicadas a

A =" (t) — (u(t) +u'(1)* =1

obtemos

Au = u(t—i-h)—Zl}Ll(Zt)—O—u(t—h)_<u<t)+u(t+h)2—hu(t—h)) 1

= W)+ Tu B (E) — (ult) + (1) + e (E) 1
portanto
A=A = =6+ () + ()7 — (ult) /() + a6
- —%MQQJ—XMQ+U(Dh V(6) + Lu () = o)

temos um erro local também em O(h?), de segunda ordem. A resolucao por diferengas finitas
envolve apenas a incognita u; ~ u(1), tendo-se ug = us = 0 com h =1 em

U — 2u1 + U Uy — Ug
— = (w+

2
— .2
h2 2h ) +1<:>_2u1—ul+1
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obtemos u; = —1 &~ u(1).

2.4) Consideramos as expansoes de Taylor

W) = (b by (8) + () + OO
By(tin) = Bu(t) — 3hy/(t) + 3470 + O(H

Y(tni1) = 4y(ta) + 3y(ta1) = 0—2hy'(t,) + 207" () + O(h%)
portanto sendo ®,(t,y) = 2f(t,y), obtemos

cancelam
7\

+2f (b y(tn)) = 21 (tny y(ta)) — 24/ (t0) +2hy" (1) + O(h2) = O(h)

Y(tni1) — 4y(tn) + 3y(tn_1)
h

e a consisténcia de ordem 1. No entanto, analisando a estabilidade pela equacao caracteristica
r? —4r + 3 = 0, associada a equacao as diferencas 1,41 = 4y, — 3yn_1, vemos que tem raizes
r =1 our = 3, sendo que r = 3 viola a condi¢ao de estabilidade, e como o método nao é
estavel, ndao é convergente (por Teorema).
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4 Exercicios (2012)

4.1 Teste 1
4.1.1 Enunciado

1) Considere funcoes da forma g(x) = €* + p,(x), com p,, polinomio de grau n.
a) Dado f(x) = ze”, determine ¢ interpolador de f tal que

(f —9)(xx) =0, (f—9)'(x) =0, parazo =0, z1 = 1.
b) Determine um majorante para o erro ||f — g||cp,1 onde g é definido em a).
¢) Mostre que se ¢ € C*[0,1] e ¢(0) = (1), ¢'(0) = ¢/(1), entdo ||¢"||cro,yy > 12|¢/(0)]-
2) Mostre que se exp(rg1 — r5) < 1+ ¢ com r1 = 0, entao 7, < log(n).
)

3) Dado h > 0, pretende-se uma aproximagao do funcional A(f) = f/(0) + ffh f(t)dt, da
forma

Q(f) = af(=h) +bf(0) +cf(h).
Determine () de forma a ter pelo menos grau 2, e verifique se tem grau 3.
4) Em [—a, a] determine o spline natural que verifica s(—a) = s(a) = a e s(0) = 0.

5) Determine

1
M= min/ (2 +1)(a + bz — |])2dz

a,beR J_4

4.1.2 Resolugao

la) As condigoes podem ser escritas em termos do polinémio p,, porque

f(0) =g(0)  ©0=1+pn(0) pn(0) = -1
f)=g(1) e e=e+pu(l) Pa(1) =0
f0)=g(0) & (x+1)e"o=0 ="+, (0) | p,(0) =0
FO =901 & @+1emr=ce +p,(1) (p,(1)=e
e portanto interpolamos com p, a funcao F(x) = f(z) — e* = (z — 1)e”.
Construimos a tabela de diferencas generalizadas para a interpolagao de Hermite para ps
(ha 4 equagoes)
x 0 0 1 1
ps(x) @ —1 -1 0
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resultando pela F. Newton que p3(z) = —1+ 2% + (¢ — 2)2%(x — 1). Portanto g(z) = p3(z) +¢€°
interpola f conforme pedido.

1b) O erro é

E(z) = (f = 9)(x) = f(x) = ¢ = pa(2) = F(2) = pal),

conforme F' definido em a).
Pela formula de erro, com &, € (0,1)

FO)

B(z) = F[0,0,1,1,2)(z — 1)°2" = —

(I —‘1)2$2,

e como F'(z) = F(z) + €*, temos FW(z) = F(x) + 4¢” = (x + 3)e®. Conclui-se que

FW(g,)

(z — 1)%2?

I|f=9lle = max

— 3)e” 1—2)%22 <
A1 af?[%?f](“ Je 5?[%,}1{]( 7)a” < e)(35) = g5

notando que (1 — z)x atinge o méximo com z = 1/2.

1c) Construimos de novo a tabela, escrevendo ao = ¢(0), 5 = ¢/(0),

x 0 0 1 1
o(x) a a a a
g 0 g
—f g
26

em que obtemos ¢[0,0,1,1] = 23 = 2¢/(0). Portanto, se ¢ € C*[0,1],$[0,0,1,1] = ¢ (&), com
€€ (0,1).
16@ e,y = max [¢P(z)] > [¢@ ()] = 24 (0)].

z€[0,1]

2. Temos exp(Ary) < 14 1, e assim Ary < log(1+ ) = log(5t) = Alog(k),

n—1 n—1
Ty —T1 = Z Ary, < Z Alog(k) =log(n) — log(1),
k=1 k=1

e como 1, = 0, obtemos r,, < log(n).
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3. Atendendo aos nos considerados, podemos aplicar as diferengas centradas a f’(0), que
tem grau 2, e a Regra de Simpson, que tem grau 3, & parte integral.

1

h 2h
f(0) = ﬁ(f(h) — f(=h)), /hf(t)dt ~ g(f(—h) +4£(0) + f(h)),

A soma das duas regras é pelo menos exacta para grau 2:

O+ [ s s Bpem + 20+ g+ B = e
T TV on "3 3 2h ' 3 - ’
ouseja, a =St 4+ 4 b="20" c=1 414
Alternativamente poderiamos resolver o sistema linear
A(l) =Q(1), 0O+2h=a+b+ec,
At) = Q(t), 1+ 0= —ah + ch,

A?) =Q(t*), |0+ 2h® =ah? + ch?,

obtendo os mesmos valores para a, b, c. A féormula ndo tem grau 3 (apenas a parte Simpson tem
grau 3):
04+0=A(t) #Q(t*) = —ah® + ch® = h?

4. Neste caso temos simplesmente trés nés {—a, 0, a}, dois subintervalos com hy = hy = a,
e como ¢ spline natural sj = s) = 0, e o sistema é 1 x 1 apenas para o valor central

2 a—20 0—a

5613/1/ = s[0,a] — s[—a,0] = 00— (ca) 2
portanto s/ = 3. Como
a a 3 3
= sl-0,0) — Sasg ) = -1 Lo+ D =2
obtemos para = € [—a, 0],
3 1 5 32?2
sw)=a-sleratoglra =5-+50

32 x3

5 — 5.7, para = € [0,a], notando que a simetria de

e de forma semelhante s(z) = s(—z) =
condicoes forca a paridade.

5. O valor a minimizar é sobre os polinémios p;(z) = a + bx, sendo

1

M= [ w@)(f(z)—pi(x)de = ||f —pl]?,

-1

20



em que o peso é w(x) = x? +1>0, e f(x) = |z|. A norma esta associada ao produto interno:

(o), = [ (2o

1

e tudo se resume a um problema de minimos quadrados

00 o] Tl ke ) o [ )

5O
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o Q
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I
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| I
| — |
S Q
| I

1
L
o5le
—_

(x, 1), (x,2), b (@, |z),, H

Porque:
(L1), = [+ a2)de = §, (L), =0, (z,2), = [}, (1 +22)ade = .
(L]al), = [, (1 +a?)alde = 2 [ (1 +a*)wdz = §, (,|2]), = 0.
Assim, o minimo é obtido com p;(z) = £, e temos

1
szfuﬁwm—&ﬂng—% 7=
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