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1 Exercicios de 2010

1.1 Teste 1 (2010/11)
1.1.1 Enunciado

1), Seja Cs o espago vectorial C[1, R] com a norma

_ S
e = max, [ou(a).

a) Quais os s € R onde || - ||oo;s 580 normas equivalentes e C, sao espagos de Banach?
b) Defina condi¢des em K, s para que ||Al|zc,,c,) < 1, onde A é o operador

(Au)(x) = / v K (e, y)uy)dy,

e K é uma fungio continua em [1, R]?.

2)[40] Seja H espago de Hilbert (real), e a,b € H. Considere a equagao em u € H :
(1= (a,u))u="0 (%)
a) Mostre que se ||a|| |[b]| < 3, a sucessdo (u,) definida por
Unt1 = (@, uy) up + b,

converge para uma solugao de (x), quando 2||a|| [|uo|] < ¢ < 1.
b) Sendo H = H'(0, 1), e nas condigoes de a), justifique que u,, converge para uma solugao

u = c(r)b,

apresentando ¢(r), uma constante dependente de r = fol (a(t)b(t) + d'(t)b'(t)) dt.

3)
[3.0]

a) Determine «y, aq, as tal que ¢(x) = ao|z|r + aq|z| + apz verifique ¢ = 6.

b)! Seja F(z) = f(x) + Ag’(Bz), em que g é periddica (g(z +T) = g(x),Vxr € R), e A, B
constantes (B, T # 0). Determine € tal que

(F'* ) (w) = [z +§),

(20)7%, fzl<e

co € |—¢,¢], e onde p () = .
m ¢ € [—€, €], e onde pie(x) {0’ e

IPor erro, foi colocado g e ndo ¢’ na definicio de F.



1.1.2 Resolugao

la) Basta ver que as normas sdo todas equivalentes & norma do méaximo (caso s = 0).
Se s >0
[lulloos = max fzu(z)] < max |2°] [[ulloo < B*|[ul|oo

z€[1,R] z€[1,R]
008 — > = oo
ol = o J2*|ue)] > mae (o) = o]

>1

e se s < 0 (de forma semelhante)

Fllulloo < [ullocss = max |2°] Ju(@)] < flulloe.

<1

Como as normas sao equivalentes e C[1, R| é completo com a norma do maximo, as sucessoes
de Cauchy convergentes na norma do maximo sao as mesmas em qualquer Cy, que sao por isso
também completos e todos sao espacos de Banach.

1b)

S R S
[[A0]|oss _ maXeenr |2° f;” K(2, y)y*o(y)dy|

A = SUP
H H»C(Cs Cs) — ||v||oo . v#£0 ||U||00§5

como |y*v(y)| < ||v]]oo:s Obtemos

R
Mllec.c < max a* [ K (oldy < (R = 1) max 'K (o,0)

Definindo ||K||o = max, yep,r) | K (2, y)] :

- se s > 0, A seréd contractivo se (R — 1)R*||K||o < 1
- se s <0, A sera contractivo se (R — 1)|| K| < 1,

2a) Definimos G(u) = (a,u)u + b. Seja S = B(0,
convexo (nao trivial ¢ > 0).

Aplicamos o Teorema do Ponto Fixo, com a derivagao de Fréchet.

- Contractividade em S. Para calcular G/, (h), obtemos

ol |I> bola fechada em H, que é um

Glu+h) — G(u) = {a,u -+ h) (u+ h) — (a,u) w = (o, By u+ (o, 6) h+ (o, h) h
e portanto G’ (h) = (a, h) u + (a,u) h, como pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

G = [[{a, k) w+{a, u) bI| < [{a, h) | [ul| + | {a, u) | 7]
[lal[ 1Al HTull + flall Tlul[ {[2]] = 2{lal[ {[u] ||A]]

IN



ohemes G _ - 2lall llul 1]
! all ||
|GLl| = sup —— < sup —————— = 2[a][ [Jul| < 1,
nzo Al nzo |[A]]
quando ||u|| < 37> POIs u € 5.
- Invariancia em S. Dado u € S, vejamos que G(u) € S, ou seja,
C C2 02 3
G| < llalllall + 1Bl < llall Gp)? + Il = 52y + 1Bl < 755 + 7 < 5. pois
6] < gty € < 1.

4flal[”
Pelo Teorema do Ponto Fixo, 3.lu € S : u = G(u) = (a,u) u + b, e temos a convergéncia
do método do ponto fixo quando ug € S (ou seja, quando 2||al|||ug|| < ¢ < 1).

ib_) Primeiro notamos que r = (a,b) 1, -
De (*) temos (a,u) = (a, {(a,u) u + b) = {a,u) {(a,u) + (a,b) , escrevendo x = (a, u) temos

1 /1
2
— = — + - _
T r+r&sx 9 1 r

cassim (1—z)u=b< (3F /3 —r)u="b. Como r = (a,b) < ||a]|[|b]| < %, o valor de z ¢ real,

e temos
2

I
R T w7

O valor é ¢(r) = I%/%W’ mais proximo de zero, pois S definido em a) contém 0.

?Ta_) Usando o calculo simbdélico ja conhecido, obtemos
¢'(x) = az(sgn(z)x + []) + crsgn(z) + o,
e notamos que sgn(z)x = |z|. Portanto
¢"(x) = 2a(|z|) + 20110 = 2asgn(x) + 2040,

e assim

(ZS”/ = 40[25 + 2(1/15, = (5,

quando 4as = 1, oy = 0, para qualquer «y.

Nota 1: (¢',v) = — (§,v") = —v'(0) nao é anulavel doutra forma.

Nota 2: Para quem seguiu outros caminhos... e chegou a ¢" = 6asd + 2(azx + 1)d’, ndo
poderia fazer as = % e dai ay = —%x, pois usou antes a; como constante... O resultado seria o
mesmo, mas porque xd’ = —4, ja que:

(xd',v) = (&, 2v) = — (0, (xv)") = — (6, v+ av') = — (6,v) + 0, pois 2V |,—o =0



3b)

(Fru)) = [ (F0)+AgBuute =y = [ (F)+ Ad (Bo)) gody

- %/;:f(y)dy + A/::g/(By))dy w46+ g[g(By)]?i
= flz+O+ % (9(Bx + Be) — g(Bx — Be))

é necessario que g(Bx + Be) = g(Bx — Be), para qualquer z. Pela periodicidade T' = 2Be, ou

e T
seja € = 5.



1.2 Exame 1 (2010/11)
1.2.1 Primeira Parte

1.1), o Considere a sucessao de fungoes definida por

2m
t
unH(t):/ sin( s
0

onde # € R é um parametro constante.

a) Considere em C[0, 27| o operador A que se define nessa itera¢do u, 1 = Au,. Calcule
a derivada de Fréchet de A.

b) Determine condigbes sobre (3 de forma a que A seja uma contraccao, e apresente uma
estimativa de erro a priori, calculando ||u; — upl|e, comegando com ug = 0.

) cos(Buy(s))ds,

1.2)5 Seja H espaco de Hilbert (real), com (a,b) = 0. Dado vy € H inicial, considere a
sucessao
Upt1 = (Un,a) a+ (vn, by b.

a) Mostre que v, = (vg, a) ||a|[**"2a + (vo, b) ||b]|**2b, se n > 1, e discuta a convergéncia.
b) Sendo H = H'(0,1), imponha condi¢des sobre a e b tais que ||v, — z||g101) — 0, €

2(z) = /0 2(t) (a(t)a(z) + b(t)b(x)) dt + /0 Z'(t) (d'(t)a(x) + ' (t)b(x)) dt.

1.3)}3.0) Mostre que a fungao u(x) = se”|z] & solugao generalizada do problema

/ (u"(z) — 2u'(z) + u(z)) v(x)dz = v(0), Yo € CF(R),
R

e que y = u* f é uma solugao particular de y"(z) — 2y/'(z) + y(z) = f(x).
1.2.2 Segunda Parte

2.1);y5 Com a > 1, considere a forma quadrética

X — 21 +x3 — 3, com x € R?

Q O

4 1
fx)=x"|1 3
10

a) Com x(©) = 0, a = 2, aplicando o método dos gradientes conjugados determine o ponto
de minimo de f.

b) Com a > 7, qualquer que seja a iterada inicial, determine 3 € (0, 1) tal que o erro do
método do gradiente descresga mais rapidamente que O(5").

7



2.2),5 Seja f(z1,22) = e 4 7102 4 Oy,
a) Determine e mostre que ha um e um s6 minimo global em R?.
b) Com X(O) = 0 apresente 0 smtema para obter x") pelo método de Levenberg-Marquardt.

¢) Com x(¥ = 0 compare x") obtido pelo método do gradiente e pelo método de Fletcher-
Reeves (GC).

2.3)[3.01 Aplicando as condigbes de Karush-Kuhn-Tucker, determine os pontos de minimo
da fungao

—(z1+x2+3)

f(x1,22,23) =€ + 21— 73

sujeitos as restrigoes:
a) 13 =0, 1 < x5 <0;
b) £E1:ZL‘3—17 I'QSJ,’l, ZEQSO



1.2.3 Primeira Parte - Resolucao

1.1a) E imediato que

Au(t) = /0 ’ sin(t —{2— S) cos(fu(s))ds,

define ainda uma funcao continua. De um modo geral, escrevendo K(t,s) = sin(22); V(z) =
cos(fx), temos

(A(u+h) = Aw))(t) = / K(t,s)(V(u(s) + h(s)) = V(u(s))ds
- / K (t,5)(V'(u(s))h(s) + 1V"()h(s)2)ds
pelo que temos ALR(t) = [Z7 K(t,s)V"(u(s))h(s)ds, ja que
|A(u+h) — A(u) — Ayh||o < 5/0% K oo [V [0 [2][3ds = O([A][3,)-
Como V'(z) = —Bsin(Bz), obtemos

' h(t) = —ﬁ/o%sin(t

Iib) A norma de A!, em L£(C]0,27]) é dada por

%) sin(Bu(s))h(s)ds,

ALl
e = sup il 101

v#0 HUHOO v7$0 HUHOO
< sup s = or5|
v#£0

Hsm 2) sin(fu)||so [V] 0o ds

Assim, garantimos que A ¢ uma contrac¢do em C|0, 27] se 27| < 1 < |3| < 5=. Nesse caso, ¢
como ug = 0,

t+ s

t t t
Yds = —2 cos(§ +7) + 2005(5) = 4(308(5)

i () = Aug(t) = /0 " in

obtém-se [[uy — ol = 4, logo [leal] < 4225

1.2a) Por indugao, v; verifica. Provamos para v, assumindo a formula para v,,.

Upt1 = <Un7 >a+<vn>b>b
{(vo, a) ||al[*"2a,a) a+ 0+ 0+ ({vg, b) [[b]|*"~2b, b) b
= (v, a)|lal|*"a + (vo, b) | [B] "D

9



Daqui conclui-se a convergéncia se ||all, ||b|| < 1, sendo para zero se ||all, ||b|]| < 1, e quando
lla||, ||b|]| = 1, o valor v; é logo a solugao.

Iib) Notamos que z = <z,a>H1(a7b) a + <Z7b>H1(a,b) b, porquanto é o limite de a), obtido
quando ||al|z1, ||b]|z1 = 1, ou seja, quando

/% a(t)? +d'(t)*dt = /% b(t)* + ¥ (t)*dt = 1.

1.3) A expressio significa que u” — 2u’ +u = d, o que pode ser verificado facilmente (com
P g q que p

u(x) = se*|z|):

u'(x) = Le”|z| + Lte"sgn(x) = u"(x) = Le®|z| + Lesgn(x) + Le®sgn(x) + €70 (x)

e notamos que e*0(x) = 0(x).
Logo u” — 2u' + u = Le®|z| + esgn(z) + 6(x) — (e*|z| + esgn(z)) + Le*|x| = o(z).
Consequentemente u é uma solugao fundamental da equagao diferencial e temos y = u * f
como solugao particular.

NOTA: Alternativamente (e mais complicado) servindo para ilustrar como o calculo sim-
bolico simplifica as contas:
- Consideravamos v € C* com supp(v) C (=R, R), e assim v(£R) = v'(£R) =0,

) /R d(@)o(@)ds = — /R e |l (z)dz = / (;e”’xv'(x)dx— /0 ® ()

= —/ (exm)'v(x)dx+/0 (e“z)v(z)dr + [e“zv(2)]° 5 — [e“zv(x)]f

—-R

= [ et [ s e

-R

0 R
/u”(m)v(m)d:p = ;/ew|x|v"(m)dx: —;/ exxv"(x)dqu;/ e“xv” (x)dx
R R 0



/Ru”(:c)v(:c) +u(z)v(z)de = -1 /0 e”(x 4 2)v(z)dx + ;/OR e"(x + 2)v(x)dx + v(0)
—1 /O e“zv(x)dr + 1 /OR e“zv(z)dr
= 1 [ ey [ e o)

-R

e a diferenca deste com 2 [, v/(x)v(z)dx da apenas v(0), ou seja:
/ (u"(z) — 2u'(z) + u(x)) v(x)dz = v(0), Yv € CZ(R).
R

1.2.4 Segunda Parte - Resolugao

2.1a) A matriz é simétrica e definida positiva, pelo T. Gerschgorin A € [2,6]U[2,4]U[a—1,a+
1] C]0, ool.
A solucao resulta de resolver o sistema linear

— =

11
3 0 |x= 0
0 2

1
©) . 4O 5 3
1) — x(0 ©_gy P T Oy =
X x4+ apd 0+ FORVPIO) 4b 01
T2
agorat) = b — AxM = (-1, -1 —1); g =) 4 37/4d(0) =(—3+2, -1 —3—2), cainda
1 _1 20
) 12 8 43
K@ —x® paa® = | 0 |+2] 1] %
_1 431 _1 _ 3
2 8 43
comr® =b - Ax® = (L, -2, L); d® = -£(7,-15,6), e finalmente a solugdo exacta, que
¢ o minimo:
20 a2 9
3 43 1849 19
3) _ (2 2) _ 6 9 3
= readB = g | e | S|
13 1849 19

2.1b) Os valores proprios s@o reais (matriz simétrica), e pelo T. Gerschgorin, o minimo
varia 2 < \,, < 6, enquanto o maximo 6 <a—1< Ay <a+1,coma > 7.

11



AM—Am Av—2 AM—2 ¢ 5 4t
Portanto oo = s < 1, e L € crescente como funcao de Ay, logo no maximo
temos 3 = (@tb=2 _ a=l -1

(a+D)+2 — a+3

2.2a) Temos Vf(z) = (227 — e~@177 _e=#1-72 1 9) — (0, 0) quando 2627 = ¢~71-%2 9 —
™17 o que implica €?*! = 1 < x; = 0. De onde, 2 = e°7*2, 2, = —log 2. Conclui-se assim
que hé um s6 ponto critico, z = (0, —log 2), e verifica-se ser ponto de minimo estrito, porque

R e 6 2
Hio) = | ST T -5 3]
emT e z=(0,—log2) 2 2

é uma matriz definida positiva.

2_2_b) O método de Levenberg-Marquardt

(en] + Hf(X(O))) Ax® = —vf(x©)

e obtemos H;(0) = [ ? 1 } ,Vf(0) = (1,1), logo (para ¢ > 0 que mantém a matriz definida
positiva):
5+e 1 Ar? | 1
1 14e€ Az | 1

2.2c¢) Pelo método do gradiente () = 2@ — wV f(20) = —wV £(0) = —w(1,1)
P(w) = fl~w,—w) =e 2 +e* — 2w

¢ (w) = —2e7% +2e* — 2 =0« 4sinh(2w) =2 & w = Lsinh ().

Portanto, pelo método do gradiente: z) = —1sinh™"(1)(1,1) = —0.2406..(1,1).

Pelo método do Gradiente Conjugado (Fletcher-Reeves), temos a mesma direc¢ao de descida
d® = -V f(0) = (-1, 1), e o resultado seria 0 mesmo.

Efectuando os céalculos directamente pela férmula, ou seja sem procura unidireccional, obte-

mos: ) )
RON 2 11
_ rdY 2 o g0 L L
= T g0 st -0 Fedt=n )

ambos os valores sao semelhantes, mas longe da solugao z = (0, —log2). (... obteriamos s6
1] < 107%)

i.ga) Simplificamos usando as condigdes de igualdade, c3(x) = x3 = 0, usando apenas as
condigoes de desigualdade ¢;(x) = 29 — 1 > 0, ca(x) = —x5 > 0, pelo que o Lagrangiano fica

ﬁf(l’, )\) = 6_(Il+x2) + T — /\1(ZL’2 - 1’1) + /\QZL'Q,

12



e temos as condi¢coes KKT
VLp(w,A) = (e~ @) 414\, —e@Fm2) — )\ 4 )) = (0,0),

com )\1, )\2 Z 07 /\1(1’2 — I1> = O, /\21’2 = 0.

— caso A, Ay = 0, obtemos condicdes livres (—e~@1+2) 4 1 —e~(mit22+23)) — (0, 0), mas
impossiveis.

—caso Ay # 0, (—e~@+72) 1] _e=(@mt22) 4 Ay = (0,0), implica 1 = e~(®1F22) = )\, > 0.
Assim x5 =0, logo e =1 =z, = 0.

O ponto de minimo com as restrigdes ¢ z = (0,0). Af as restrigdes activas sao cie ¢ com
gradientes (—1,1), (0, —1), linearmente independentes (LICQ), logo F» = {0}, e seré estrito,
pelas condicoes suficientes de segunda ordem.

2_ng De forma semelhante c3(x) = z1 — 23 + 1 = 0, usando apenas as condigdes de
desigualdade ¢;(z) = 21 — 22 > 0, co(x) = —x9 > 0, pelo que o Lagrangiano fica
Ly(z,\) = e Fnrmtl) N\ (1) — 29) + Aoaa,
e temos

VLi(w,\) = (=2 @t _ ) e (Greatl) 43 4 )y).

Reparamos imediatamente que —2e~ (#1421 _ x| — 0 implica A\, < 0, sempre impossivel
(havera ponto de infimo no infinito...).

1.3 Exame 2 (2010/11)

1.3.1 Primeira Parte

1.1)3 ) Com u(0) = 0, considere a equagao diferencial
u'(t) = sin (v(t)u(t))

onde v € C[0,T.
a) Mostre que sendo (A,u) fo sin(v(s)u(s))ds, a sucessao u,+1 = A,(u,) se convergir,
converge para a solugao da equagao dlferenmal
b) Apresente a derivada de Fréchet do operador A, em C[0,T], e estabeleca condigoes
para a convergéncia da sucessdo definida em a).

1.2)[3.0] Considere o sistema de equagoes

4+ 2P =z-1
-+ 4+ =1
Pyt —y+22=1

13



Determine uma aproximacao da solucao aplicando o Método de Broyden, depois da ini-
cializagao pelo Método de Newton com o vector nulo.

1.3)[1.5] Sendo v = (1,v/2,--- ,v/N), calcule a norma da sua TFD, [|FV]||,.

filz), xz<a

folz), x>a
a) Mostre que a derivada f’ (no sentido generalizado) verifica

1.4), 5 Considere a fungdo f(z) = com f; € C'] —o00,4], fo € C'la, +o0.

/f D)z = (fola) — / (@ dx+/ f@)(z)dz, Yo € C2(R),

b) Justifique que a equagao diferencial u”—u = f’, com as condigoes u(a—1) = u(a+1) =0
tem uma e uma s6 solugao em H}(a —1,a +1).

1.3.2 Segunda Parte

2.1);, 5 Sejam y (k+1) — 2 (F) 4y d 2B = p(k) 4 wgd( iteradas obtidas por dois métodos

de descida diferentes, partindo da mesma iterada anterior *). Mostre que ha um vector d3
Oédgk) + (1 - Oé)dgk)a tal que x*+H) = z(*) 4 wdék) sera ainda método de descida.

2.2),5 Seja f(2,y,2) = €* —x + 2y +2° + V7%
a) Determine e mostre que ha um e um s6 minimo global em R3.
b) Iniciando em zero, determine a primeira iterada pelo método de Newton, e analise a
minimizagao por essa direccao de descida.

2.3) 3 Considere a forma quadratica
f(xvyvz) :5552—4372—1—1/2—4-322—1—%—1/— 1.

a) Aplicando o método dos gradientes conjugados determine o ponto de minimo de f.
b) Se colocar a restri¢ao zyz < 0, qual serd o novo ponto de minimo? Essa restrigao sera
activa?

2.4) 5,

. . s 2 2 2
a) Determine os pontos de minimo de f(z,y, z) = *¥ =1

Yri— sujeitos as restrigoes Y 22 =
2, e |zy| < 1, e comente sobre as restrigoes activas.

b) Dados a € R, vectores b, d, e uma matriz A, mostre que a fun¢do f(x) = x-b+ «
tem ponto de minimo sujeito as restricoes Ax —d > 0, se o sistema A’y = b tiver solucao

com componentes y; > 0.

14



1.3.3 Primeira Parte - Resolucao

1.1a) Integrando a equagao diferencial temos para t € [0, 7]

/0 u'(s)ds = /0 sin(v(s)u(s))ds < u(t) = /0 sin(v(s)u(s))ds = (Ayu)(t)

por isso trata-se do ponto fixo da A,. A sucessao u,,1 = A,u, se convergir, converge para o
ponto fixo u = A,u.

1.1b) Consideramos A : C[0,T] — C[0,T]

(Ay(u+h) — Ay(uw)(t) = /0 sin(v(s)(u(s) + h(s)))ds — /0 sin(v(s)u(s))ds,

e como sin(vu + vh) — sin(vu) = cos(vu)vh — 1 sin(€)(vh)?, obtemos

(Ap(u+h) — A,(u))(t) = /0 cos(v(s)u(s))v(s)h(s)ds — é/o sin()v(s)h(s)?ds,
= A, (@) +O(l[r]%)
pois | fot sin(&)v(s)h(s)?ds| < T|v]|so||h]|2& O(||h]]%,), € a derivada é o operador linear
A, (h)(t) = /0 cos(v(s)u(s))v(s)h(s)ds

A norma de A; , em L£(C[0,T]) é majorada por

1478 11 c08(..) el 0] e locls
4 lle = sup el up < Tl

— ) S S
20 |P]]eo h£0 |17 ]] oo

Assim, garantimos que A, é uma contrac¢ao em C[0,7] se ||v||oT < 1, ndo dependendo de wu,
e pelo Teorema do Ponto Fixo aplicado a todo o espago de Banach, ou seja, a C[0, T, obtemos
a convergencia.

I.Ea) O sistema de equagoes escreve-se na forma
fly,2)=@* =2 —z+1,2° —ao+2° + 22 — 1,2 + 9 —y + 22 — 1) = (0,0,0)

e a matriz jacobiana sera

2x 4y —1 0O 0 -1
Ji(z,y,2)=| 322 =1 6y* 322 | = Jp(0,0,0)=| =1 0 0
322 2y—1 22 0 -1 0
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e como f(0,0,0) = (1,—1,—1) a primeira iterada de Newton da

0 0 -1 ~1 1
-1 0 0 |AxO=| 1 |=2xV=0+Ax"0=] -1
0 -1 0 1 ~1

Calculamos agora x® pelo método de Broyden. Comecando por notar que f(1,—1,—1) =
(1,-3,-1)

1.3) Temos || Fv]ly = VN||v|ls = VN2 + V2 + -+ VN') = VNN | = yNYIHD,
1.4)

a) Consideramos uma fungao v € C'*° com supp(v) C (=R, R) 3 a, logo v(+R) = 0, e assim

[repwae = - [ o - - / " pewe— [ pepen
= —[fiv]2 R+/ fi(x)v(x)dr — | f2v / fi(x
= —fila / fi@)v(z)dz + fala / JAC:

b) O resultado anterior mostra que f’'define uma forma linear, com v € H}(a — 1,a+ 1) :

F(o) = (', 0) 2 = (fala) - / fie)ola)de + / fi(e)o(x)da

logo como (u” —u,v);, = (u V)2 — (U, 0) 2 = — (u,v) , pelo Teorema de Riesz Fu €

Hy(a—1,a+1) < W) = —F(v).

1.3.4 Segunda Parte - Resolugao

2.1) Basta reparar que podemos escolher o« = 1, obtendo-se dgk) = dgk), pelo que z**t) =
o) wdgk) ¢ igual a y**t1) se w = wye isso garante a descida pelo primeiro método, e de forma
semelhante, considerando o = 0, teriamos z*+t1) = z(*) 4 wdgk) igual a 21 se w = wye isso
garantiria a descida pelo segundo método. Assim podera optar-se pelo que leve a maior descida,
incluindo ainda os casos intermédios com « € (0, 1).

2.2a) Temos Vf(z) = (22 — 1,2 — e V% 2z — ¢ ¥%) = (0,0,0) quando 2% = 1,2 =

eV 2z =Y,
Isto implica 2¢** =1 & = —1log(2),2=e vV =2z 2=1,y=—1—log2
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Conclui-se assim que ha um s6 ponto critico w = (—% log(2),—1 —log2, 1), e verifica-se ser
ponto de minimo estrito, porque

42 0 0 2 0 0
Hiw)=| 0 ev= ev= =10 2 2
0 eV 24ev> 02 4

(z.y,2)=w
¢ uma matriz definida positiva (por Gerschgorin, os valores proprios estao em [0, 6] exclusivé
zero pois a matriz é invertivel).
2.2b) Conforme expressao anterior da hessiana e gradiente, agora com x(® = 0,

-1

400 1 —1/4
xU = —H(0)7'VfO0)=—]0 1 1 1 | =] -2
013 ~1 1

daqui resulta f(w(Zt, —2,1)) = /2 + (1 — 4)w + w? + e cuja derivada ¢ —1e /2 — 12 4
2w — e~ “s6 se anularia para w < 0, pelo que nao é a direcgao adequada.

2_?7) A solucao resulta de resolver o sistema linear

5 0 2 -1
0 1 0 |x= 1
-2 0 3 0
e aplicando o método temos d® = r(® =b = (-1,1,0)
. 4o —15
M) _ 5O ©_gy P47 qo 2| AF
X =X +Oéod —0+d(0)Ad(0)d = 30b— 105
agora r) =b — Ax(M) = (—...... ); dD) =M 4 %d(o) =(—3+32,—3.,—3—2), cainda
1 _1 20
) 192 8 13
@ adW | o |22 2] "%
b e X+ g : + 13 2 1
2 8 a3
comr® =b — Ax® = (L, -2, L); d® = -£(7,-15,6), e finalmente a solugdo exacta, que
¢ o minimo:
2 a2 9
3 43 1849 19
3) _ (2 2) _ 6 9 _ 3
=B g | e | S|
13 1849 19
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2.4a) Simplificamos usando as restrigoes de igualdade, y? + z? = 2, pelo que se trata de
minimizar 2,1
<+
f(z,y) = 2l
com restrigoes de desigualdade ¢;(z,y) =1 —zy > 0, co(x,y) = zy + 1 > 0, que resultam de
—1 < zy < 1. O Lagrangiano fica

2 +1
e temos as condi¢coes KKT
27 —2y(2? + 1)
VL A)=(——+2A Y, ————5—+ A Xoz) = (0,0
f(xu ) (y2+1+ 1Y + A2y, (y2_|_1>2 + AT+ 2':(;) (7 )7

com A, A >0, \(1 —2y) =0, Ao(1 4 zy) =0.
— caso A1, Ay = 0, obtemos condigdes livres 517 (2x, 2y(2* + 1)) = (0,0), e o ponto (z,y) =
(0,0) é minimo interno, e as restrigdes de desigualdade nao estao activas.
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2 Exercicios (2011)

2.1 Teste 1
2.1.1 Enunciado

1)[4_0] Mostre que existe pelo menos uma solugao (z,y) € [0,1]* para o sistema nao linear
(m,p €N)

2" —4r+y"+1=0
?+yP+1=4y
e que se m # p, ha pelo menos duas solugoes.

2)}5.0) Mostre que em H'(a,b), a norma

ulll = [lullz2@) + 10| 2@y

¢ uma norma equivalente & induzida pelo produto interno.

3) (0.0 Considere o operador A definido em C'0, 1]
1
(Au)(z) = / u(t)?dt — u(z)?.
0

a) Determine a derivada de Fréchet de A, para qualquer u € C|0, 1].
b) Mostre que dado 5 >4, e f € C[0,1] : ||f|lo <2, a equagao

w(@)? + Bulz) = f(z) + /0 u(t)2dt

tem uma unica solugao u € C[0,1] : ||ul| < 1. Apresente uma sucessao convergente u,, — u,
comegando com up = 0, e um majorante para o erro ||u — Uy ||oo-

c¢) Considere a aplicagdo do Método de Newton-Kantorovich a equagao definida em b).
Defina a equacao linear que por esse método permite obter a iterada u,,; a partir da iterada
Up, € obtenha u; comegando com uy = 1.

4)(,. Considere a fungao u(z) = |z —al |z —b|. Calcule (0*u)(v) = (u, V") r2ry > VU € D(R).

2.1.2 Resolugao

1) Consider the function g(z,y) = i(a:m + y™ + 1,2 + y? 4+ 1). Taking the convex closed set
S = [0,1]?, homeomorphic to the unit ball, we show the invariance, g(S) C S, and since g
is continuous in S, we apply the Brouwer fixed point theorem to conclude the existence of at
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least one fixed point (z,y) = g(z,y), which corresponds to a solution of the system. In fact, if
z,y € [0,1], we have

11 1 1 1 33

1 1 = (™1 PP 1) < — (1141 1 141) = (22
(3 7) = 7(0F0+L,040+1) < g(z,y) = 7 (2" +y™+1,2P+y"+1) < 2(1+14+1, 1+1+1) = (7, 1),
meaning that g(z,y) € [1,2]> C [0,1]*> = S. This proves the invariance of g over S, and we
conclude on the existence. In fact we can state that the fixed point lays in [1, 3]2

If m # p then x # y. This means that (x,y) and (y,z) are both solutions and different.
Otherwise, if x = y, then 22™ 4+ 1 = 4z = 22P + 1 and this implies 2™ = 2P, and as m # p, we
obtain x = 0 or x = 1, which are not solutions.

Note: If m = p the equations imply

2"+ y"+1l—de=2"+y"+1—-4y=0

this gives x = y and 22™ + 1 = 4x.

2) |||l : H'(a,b) — [0,4o00] is a norm (it was not asked to prove).

We can simply form the vector U = (||u||zz, ||u]|z2) and argue that |||ul|| = |U1| + |Us], is
the ! norm of U in R?.

Also ||u||Hl 0.1) = |Uy]? + |Us)? is thel? norm of U in R?, and all the norms are equivalent in

R2
We could also repeat the proof. On one hand,

ullZn = [lul® + 112 < [Jul® + [Jo']]* + 20|l [[o']* = (|u]] + [a1])? = [l
and on the other hand,
2/|ul 3 = 2[ul|* + 2/|/||> = ([Jul| = [|&/[)* + (lull + [[&11)* > (]| + [a']])? = []ul]?.
Thus [ul[g < [|ull] < V2||um.

3a) We calculate the F-derivative
(Al 1) = A)w) = [ k2o s 1) - ([ aterar - uto?)
= /1 2u(t)h(t)dt — 2u(z)h(x) + /1 h*(t)dt — h*(x)

[\ S/ &

-~

linear =0(||h]|2)

we conclude that A/ (h (fo t)dt — u(x )h(x)) = 2(u, h) — 2(uh)(z), because

1A(u + h) = A(u) = A, (7)o = maXI/ hA(t ()] < 2[hl15, = o([[All)-

z€[0,1]



3b) The equation can be written as the fixed point of a G operator:

u(z)? + Bu(z) = f(z) + /0 u(t)?dt & u(r) = %(Au + f)(x) = G(u)(x).

Then we have G/, (h) = %A; = %((u, h) — uh)
2
1G2 ()] 5w, ) —uh)lle 2 |juhlls + ||[uh]los _ 4
|G| 2(cpo,1]) = sup ——=——— = sup < —sup < —fulls
O =20 e o 1] Bz |l 3

and as ||ul| < 1 we obtain contractivity with L = % < 1, because § > 4. The set S = {u €
C[0,1] : ||ul|es < 1} = B(0,1) is convex, closed, non-void and G is invariant in S

1
G

by the fixed point theorem, we conclude existence and uniqueness. The sequence

1 1
lulloe <1 = [|G(u)]]oc = || (Au+f)||oo§B(IIAUIlooﬂLllflloo)SE(QIIUII?,OJr?)S <1,

@l

i) = 5 (1) + [ a0t =i 0))

converges to the fixed point verifying ||u—u,||s < (%)"%Hul—uomo = (%)”ﬁ”f”oo, because
U = %f, as ug = 0.

3c) The equation is u = Gu and we now consider it in the form Fu = 0, to apply Newton’s

method:
_1

B

By the Fréchet derivative properties F!(h) = A!(h) — Sh. Therefore the Newton iteration
Uny1 = Uy — (F), )7 F(u,) can be written with h = 41 — uy, :

u = G(u) (Au+ f) <= F(u) = f + Au — fu =0,

F, (h) = —F(u,) <= A, (h) — ph = Pu,, — Au, —
As A, (h) = 2(u,h) — 2(uh), we obtain a linear equation on h :
1
2 (Up, h) — 2u,(z)h(x) — Bh(z) = Puy(z) — / u, ()2dt + u,(7)* — f(2).
0

When uy = 1, we obtain

2(1,h) —2h(x) — Bh(z) = 5—/011dt+1—f(x)
ha) = G5 = B+2(L0)
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The constant H = (1, h) is unknown, but it can be determined, multiplying both sides:

‘ B

(Lh) = 2+ﬁKLf%—ﬁUJ>+2ﬂJOUJH
szﬁéﬁaLﬁ—ﬁ+%ﬂ:@Eh:%@f%J
The solution is then h(z) = ﬁ(f(:v) - B+ 2(% (1, f)—1)) = ﬁ(f(:v) + % (1,f)) —1, and

1
240

(142 [ storar).

uy(z) = uo(z) + h(z)

4) Using the formal calculus for the derivative

u' = %(|l‘ —allz —b])" = %(Sgn(x —a) |z — b+ sgn(x —b) |z —al)
1
= —(26(x — a) |z — b| + 2sgn(x — a)sgn(xz — b) + 25(z — b) |z — al)

2
1

= 5(25(1(95) la — b| 4+ 2sgn(x — a)sgn(xz — b) + 28,(z) |b — a|)
= (0a(z) + 0p(x)) |a — b] + sgn(x — a)sgn(x — b)

1 b
abreviating sgnja(z) = —sgn(z — a)sgn(z — b) = {+1’ v Z Ea’ b; , we obtain for v € D(R),
-4 T a,

(@*u)(v) = (W', 0) 2 = (0o + )la — bl = 597404, V) 12,

= (v(a) +v(b))]a —b| - / sgnian (2)0(x)de.

22



2.2 Exame 1l

2.2.1 Primeira Parte

1.1); 5 Considere o sistema néo linear (a,b € R)

x+b=a+ cos(ax + by)
Y+ a = b+ sin(br — ay)

a) Mostre que existe pelo menos uma solugao (z,y) € R? e identifique um conjunto limitado
onde as solugoes se encontram.

b) Defina condigoes suficientes sobre a,b de forma a que essa solugao seja tnica.

c¢) Explicite o sistema linear que devemos resolver em cada iteracao, se aplicarmos o método
de Newton-Kantorovich.

1.2), 5 Sejam wi € Cla,b], wy € C'la,b], com w; positiva e wy estritamente crescente.
Mostre que a aplicagao |||.||| definida em H*'(a,b) por

1/2

il = ([ woyutera+ [worerar)

¢ uma norma equivalente a ||.||g1(q,p)-

1.3)35 Seja a >0, M € N. Considere o operador A : C[0,a] — C'0, a] definido por

(Au)(r) = 2 S w2 a)

m=1

a) Mostre que A(C|0,a]) C C]0,al, e determine a derivada de Fréchet de A.
b) Determine valores o € R para os quais é invertivel o operador ol + A no subconjunto
B ={ue€ C[0,a] : ||u]]o <1}.

1.4)[1.5] Considere a fungao u(z) = |z — al® + |r — a|. Calcule A(v) = (u,v" + v')LQ(R) , Yo e

2.2.2 Segunda Parte

2.1);,q) Seja f € C?. Considere o método z*+Y = z*) 4 1, d®) | com

d® =arg min e-Vf(z®)

e]lell2=1

mostre que se trata de um método de descida, indicando um processo de obter wy.
Compare-o com o método do gradiente, quanto a descida e quanto ao custo computacional.
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2.2), ) Seja a € R. Considere a funcao fu(z) = 3+ 25 + 23 — (v + 23 + azz) + a.

a) Discuta os pontos de minimo de f, em R3 e determine mings f,.

b) Aplique o método do gradiente, iniciando com z(*) = 0. Discuta a convergéncia.

¢) Aplique o método de Levenberg-Marquardt, escolhendo ¢, e iniciando também com
0. Discuta a convergéncia.

0)

2.3)[2.01 Determine condicoes suficientes para os pontos de minimo de f(z) = 2" Az + «
(onde A é uma matriz simétrica definida positiva), sujeita as restrigoes Cx > b (desigualdade
entendida componente a componente, onde C' é uma matriz e b um vector).

2.4); Para y € R, determine
M(y) = glelél ((96’1 — )+’ + (22 + y)4)

onde S = {xr € R? : ||z]| < 1}.
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2.2.3 Primeira Parte - Resolugao

1.1) We consider g(z,y) = (a —b+cos(ax +by),b— a+sin(bz — ay), and the system correspond
to the fixed point equation (z,y) = g(z,y).

a) We notice that g(R?) C (a — b+ [~1,1]) x (b — a+ [~1,1]) = Q. Thus the fixed points
must lay in @), a square centered at (a — b, b — a). The square is homeomorphic to the unit ball.
Since ¢(Q) C @ and g is continuous, using Brouwer’s theorem, there exists at least one fixed
point of g in (), which is a solution to the system.

b) To ensure uniqueness it is sufficient to impose contractivity. This can be done by calcu-
lating the norm of the Fréchet derivative (which is the Jacobian matrix):

—asin(azx + by) —bsin(ax + by)

beos(bx —ay) —acos(bx — ay) } |loe < lal + [b].

IVote. ol =1l
It is sufficient to impose |a| + |b] < 1 to ensure contractivity, and uniqueness follows from
Banach’s fixed point theorem.
c) The equation to be solved is f(z,y) = 0 with f(z,y) = (x,y) — g(z,y), and since

Vi(z,y) = { 1 + asin(az + by) bsin(ax + by) }

—bcos(br —ay) 1+ acos(br — ay)

to find (%p11, Ynt1) = (Tn, Yn) + (Azy,, Ay,), by Newton’s method, we have to solve the linear
system

B Zn — a + b — cos(az, + by,)

- [ Yn — b+ a — sin(bx,, — ay,) }

1 + asin(ax, + by,) bsin(ax, + by,) Az,
—bcos(bx, — ay,) 1+ acos(bx,, — ay,) Ay,

1/2
1.2) From the hypothesis, w; > 0, wy > 0. Thus ||u|w, 2 = (f;wl(x)u2(t)dt> and

1/2
|||y, L2 = ( f; wé(x)u%t)dt) are L? norms with positive weights, equivalent to the standard
norm. The new norm is the discrete 2 norm in R? of the vector (u, ). The composition is a
norm and we check the equivalence:

2

lll® =l z2 + lullay 22 < TwilloollullZ2 + [w)]lool '] 2,

wi,
< max||wi ||, [whloo (fullZ2 + [1lIZ2) < C5llull3
with Cy = (max ||w1]]ee, ||wh]|eo) /2 > 0.
el = minewn)[fullz. +I[I;}l}]1(w'z)|\u'l\iza
> min{min(on), minte) (el + 1 2) 2 Gl

with C; = (min{ming, 4 (w1), ming, 5 (wh)})*? > 0.
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1.3)
a) If z € [0,a] then {7z € [0,a], for 0 < m < M. Thus if u € C[0,a] each function
x— u?($% x) is C[0,a] and so is their mean, and we conclude that A(u) € C[0,al.

The Fréchet derivative is given from the development

M
1 9, M 5, M
(Al 1) = A)) = 57 3 (b (G o) —w(G70)

1 & m m 1 & m
MmZ:lu(Mx)h(Ma:)—i— Mmzlh (377

the linear part is the Fréchet derivative, Al (h)(z) = 245 oM u(§; z)h(§} v), because

M
A0+ ) = A0 A0l = s 7 > Z (IO

b) Now, to invert al + A corresponds to solve (al + A)u = f (for any f € B) and the
solution is restricted to x € B.

This is a fixed point equation v = = (f — Au) = G(u). We know that G/,(h) = —L A/ (h) and
since

m

M M
m 1
AL (W)]]oo = max oL Zu 27 D7) < 2MZ [ullool|Al]oo = 2[|ulfoo|[A]|oo
m:l m=

e have Zulloo||P]]

HEAWI o Ul loo! 172

— e <sup —— = —||[u]|o
1700 h£0 17 ]]oo |l

and G is a contraction in B if % < 1, because ||u|l < 1. To apply Banach’s Fixed Point
Theorem to the convex and closed set B, it remains to see that G is invariant.

1G(w)l|oe = 411 — Aullo < |a|(|!f|!oo+ [ 4u]l) < 2, because ||flo < 1 and [|Aull < 1

when [Jul|s < 1. Note that || Aulls < 57 305 llull% = [Jull%.

Therefore, if |a| > 2 the invariance and the contractivity are proven, and al + A is a
bijection from B to B.

1.4)

In R we have u(z) = (z — a)? + |z — al.

Since u'(x) = 2(x — a) + sign|z — al, and v’ (x) = 2 + 2J,(x), we have, for v € D(R),

Aw) = {u1,0" + ) ey = <u" V) g — (W0 = 20(a) + 2 fyu(@)de — 2 fy(a

a)v(z)de — [ v(z)de + [*_v(z)dw.

|G 2(cro.a)) = sup
h£0
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2.2.4 Segunda Parte - Resolugao

2.1) Consider the development in Taylor series along the direction d*)

Fz® + wd®) = £(z®) + w@) TV (™) + O(w?).

We remark that if we take e = —% (the normalized gradient direction), then e -
V(W) = —% -V @®) = —||[VFf(x®)|| <0 (while z is not the critical point).

Therefore d*) is such that d® - Vf(z®) < —||Vf(z®)|| < 0, and now we follow the
argument for the descent in the gradient method substituting in the Taylor expansion:

f@® +wd®) < faW) —wl|[Vf (W) + O(?),
and this means that for w > 0, and with w sufficiently small,

= (@ + wd®) = a®)) < |7 f@)] +0w) <0
which means that there exists w such that f(z® +wd®) < f(z®), and it is a descent method.
The best wj, can be obtained by line search, minimizing g(w) = f(z® 4+ wd®), meaning
wy, = argming(w). This can be done by finding w : ¢'(w) = 0.

As we saw, the direction d® is chosen to be the gradient or smaller, and therefore it
provides a better direction of descent. However, finding the minimum along all directions is
computationally very expensive, especially when the dimension increase.

2.2)
a) We find the critical points, using the gradient of f,(z) = 23+ 23+ 2%— (v + 23+ ax3) +,
20 — 1 r1 =1/2
Vide)=1] 423 =2z, | =0 = { 25 =+1/y/2 vas=0
2r3 — 3= /2
and the Hessian
2 0 0
Via(z)=10 1222 -2 0
0 0 2

is not positive definite if x = 0. For x5 = i\% we have the \y = 2, Ay = 4, \3 = 2, positive
eigenvalues that ensure positive definiteness of the Hessian. The two points (%, j:\%, ) are

relative minima.
2

Now, for both of them f(%,i%,%) =1+3+E-G+i+ad)+ta= —%—0‘72—1-0( and
this is the absolute minimum, mings f, = o — % — %2.
1
b) We have 2V = 20 4 wd®, with d© = —Vf,(®) = | 0 |and we minimize g(w) =
o

fa(w,0,wa) = w+w?a?—(w+aw)+a = (W —w)(1+a?)+a, and as ¢’ (w) = 2w—1)(1+a?) =
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1 _
1 270 — 1
0, we obtain wy = % Thus, 2™ = 1| 0 |. Now dY) = —Vf,(2)) = 0 =0, and
« 220(1) —
3
therefore £(? = (1. This means convergence to "), but not to any minimum point.
c¢) In the Levenberg-Marquardt method, the direction is

2+¢€ 0 0o 1" 233516) —1
AW = (T4 V2 fula®) N (Viale®) = -] 0 126P)2 246 0 423"y — 2037
0 0 2+ ¢ 225 — a

-1

2+e¢ O 0 1
Starting with (¥’ = 0 we have d© = 0 €e—2 0 0 |=5=| 0 | which is the
0 0 2+e¢ a

1
same direction as before (now divided by 2 4 ¢), and the result is the same: z(!) = 1| 0
a

20\ — 1
The new direction is dV = =V fo(zV) = 5= 1 0 = 0, and therefore 22 = 2().
23::(),1) -«
Again, convergence to z(!), but not to any minimum point. (The initial guess should not be in
the middle).

2.3) The Lagrangian is Lf(z) = " Az + a — A" (Cx —b), where X is the multipliers vector.
Notice that AT (Cx —b) = A\ (Cx — b); + -+ + A\ (Cx — b),,, with m constraints.

The KKT conditions imply VLf(z) = 2Az — ATC = 0 meaning Az = ;\"C, and also,
A >0,Cx>b,and \;j(Cx —b); =0,for j=1,...,m.

2.4) Consider f(z) = (z1 —y)? + y® + (22 + y)*, we have 4 conditions —1 < 27 < 1 and
The Lagrangian is

Lf(x)=(1—y)*+y°+ @+y)' =M1 +1) = Ma(l —21) — As(z2 + 1) — Ag(1 — z2),

and the first KKT condition gives

cera- 344 [

(i) When Ay = Ay = A3 = \y =0, we get 1 =y, 2 = —y and (y, —y) is the minimum point
if |y| < 1.

Therefore M(y) = y° if |y| < 1.

We see that if no constraints were imposed the minimum point would be always in (y, —y),
otherwise intuitively we may guess that it will be at (—1,1) if y < —1, and at (1,—1) if y > 1.
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(ii) Take A\; # 0, 0 = A3 =X =0. Then \y #0 = 27 = -1l and 2(—1 —y) — A\ =
0, xo = —y.

As Ay = —2(1 +y) > 0 implies y < —1. But then ||z||o < 1 implies |z2| = | —y| < 1 and
y = —1 is the only possibility. Similar situations in the other cases.

(iii) If both A, Ay # 0 then —1 = 27 = 1 is impossible (similar —1 = x5 = 1,if A3, Ay # 0).
This excludes the cases of three non null \.

Consider the case A\, \y # 0, \a = A\3 =0, then x; = —1, x5 = 1, gives

i 16

and sign(A;) = sign(A\y) = —sign(y + 1) are both non negative if y < —1.

Thus M(y) = (1+y)?+y°+ (1 +y)*ify < -1

Symmetric situation when Ao, A3 # 0, Ay = Ay = 0, then z; = 1, 25 = —1, and sign(\y) =
sign()\z) = sign(y — 1) >0, if y > 1, and M(y) = (y — 1) + 4° + (y — 1)*. The other cases lead
to x = £(1,1) where the signs of \; can not be both positive. We conclude:

(y+12+y°+w+1?* y<—1
Y, ly] < 1.
(y—124+4+ -1 y>1

M(y) =
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2.3 Exame 2
2.3.1 Primeira Parte

1.1)[4.0] Seja a > 0. Considere o operador definido por

A¢@»=1£IKxLyxxwdy

a) Mostre que se K € L*(0,a)?, entdo A : L*(0,a) — L*(0,a), e que |[A]|zz200,0)) <
1, sey<=x

K||12(0.0)2, onde x(z,y) =< -
IRl onde x(a) =4 * 0=
b) Defina condigoes suficientes em 3 para que em L?(0, a) seja invertivel o operador A?— 1.
¢) Comegando com ¢y = 0, determine ¢, uma aproximacao da soluc¢do ¢ da equagao integral

Aimw@+4am:xa

pelo método do ponto fixo. Analise o erro e identifique a equagao diferencial que ¢ verifica.

1.2)(;  Considere o sistema de equagoes em RN, ), = cos(al|z||2+ Brwr), comk =1,--- | N,
em que o € R, g € R.

a) Determine condigbes sobre «, (x, de forma a que haja solugao, e por outro lado que seja
tinica em RY.

b) Defina o sistema linear a resolver em cada iteracao do Método de Newton-Kantorovich.

1.3) (3 Considere a funcao u(z) = [z — a|*.

a) Calcule A(v) = (u,v") 12(x), Vv € D(R), identificando os o onde os integrais existem.

b) Indique valores de a, m onde pode garantir que u € H™(a — 1,a + 1).

2.3.2 Segunda Parte

2.1)[2.0} Aplique o método da secgao dourada para aproximar o ponto de minimo de f(z) =

V5—1
2

r?+e % em x € [0,3p], onde p = , identificando um intervalo de comprimento menor que

1

3
2.2), ;) Considere o método em que, na iteragio k, um vector P =2V f (2w V2 f(z0))d®),
verifica
4® ) < 0,

para uma certa direccio (escolhida aleatoriamente) d*), e um certo w > 0. Mostre que z*+1) =
) + wd®) ¢ um método de descida.
2.3) (3 Seja o € R. Considere a funcao f(r) =2 — \Tlntgfl'
: /]2
a) Discuta os pontos de minimo de f em R? e determine ming: f.
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b) Aplique o método do gradiente, iniciando com z(*) adequado, justificando a escolha tendo
em vista a convergéncia.

2.4)[3.0] Para y € R, considere
w(y) = glelgl ((951 +y)? + 21 — 29 + (T2 + y)z) .
a) Determine u(y) quando S = {z € R*: 2? + 23 =1, z; > 0}.

b) Explicite o algoritmo para um método de penahzagao quando S = {z € R?: ||z]]» < 1},
usando o método do gradiente em todo o espago.

2.3.3 Resolugao
1.1a) Notice that

/ K (2, y)o(y)dy = / \ () K (2, 5)0)dy = (X, VK (,), ) 120,02 -

Using Cauchy-Schwarz inequality
Mollron = [ (@)K (), e do
| e K @ 1ol e

< |IxKZ20m2 917200

Therefore if ¢ € L2(0, a) we have ¢ € L%(0, a) because [[XK|[12(0,q)2 is bounded when K € L%(0,1)2.
Also, we conclude that

IN

1491, .
< |IxK| |2 2 < |Ix|| 2 o K| 52 2 < —||K]||;2 5.
Tolls = I llzzoa2 < Idlizoael Kllzzar < Z5 11K Lz

||AHL(L2(9,1)) Sup

noticing that HxH%Q( = [o Jo ldydx = %

1.1b) Notice that A2 BI = (A—BY2I)(A+ BY21), and it we reduce the problem to check
the invertibility of A 4 3'/21. Since A is linear we can use Neumann series to write the inverse
as long as || £ 371/24]| < 1.

From the previous result |3|7Y/2||A|| <

I|K|| 20,02 < 1, which means that |3] >

a
v/ 28]

2 | |K| |L2(0 a)?
1.1¢) The fixed point iteration is

b (1) = ~(a? — / Ou(y)dy)
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2

which gives ¢, (z) = %, and ¢y(z) = & —
1.2a)

We have z;, = gi(x) € [~1,1]. As g is continuous and g([-1,1]") C [~1,1]", which is
homeomorphic to the ball, we conclude by the Brouwer theorem that, for every real coefficients,
at least one solution exists.

Calculating the Jacobian matrix elements

9igr(z) = —(

[
w

2z 2
Jo rdy =5 —

NI
&l

OZZC]'

[Iz]2

(here d;; is the Kronecker delta), we see that |0;gx(x)| < |a|% + | Bk d k-

|| [|z]l2
[lz]l2 = [lzll2

+ Brdjx) sin(al|z||s + Gerr),

Also notice that as =1, and we have

N —
Vgl < max Y (la] + 8ldje) = max(Na + [5]) = N+ [ § ||«

Jj=1

Therefore, if Na + ||F||oo < 1 we have a contraction in R, and by the Banach Theorem it’s
the unique solution, and it belongs to [—1, 1]".

1.2b) We can rewrite the equation in terms of f(x) = z — g(x), and therefore the Newton
linear system V f(2(™)Az™ = — f(2(™) is given with the matrix

OéZE(n)

VI = |6~ oy, + ) sin(alla®ll+ Gl

1.3a)

We have (|z — a|*) = asign(|z — a])|z — a

and (|z—al®)” = 2a6(z—a)|r—al* ' +a(a—1)sign?(|z —a|) |z —al]*"? = a(a—1)|z —al*72,
if > 1, and if a = 1 we just have (|x — a|')” = 26(x — a), and of course it is not defined for
a < 1.

Thus if a > 1

|a—1

+00
Av) = (u,v") 2y = (W' 0) 2@y = / ala = 1)z —a|**v(z)ds

—00

and the integral is defined for v € D(R), because « — 2 > —1, and it is integrable. If a=1 then
A(v) = 2v(a).

b) Since we know that u(™ (x) = £al™|z—a|*~™ to be L? integrable we need 2a—2m > —1,
meaning o > m — %

2.1.

Consider the values ag = 0, by = 3p, and ¢y = p, dy = 2p. We calculate the iterates in the

table
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o [ 4 [ b

| | a |

2:(k=0) | 0 | bo(L—p) = 0.708.. | bop = L.1459.. | 3p = 1.8541
Flx): |1 0.994.. 1.63.. 3.50..

z:(k=1) | 0 | 01(L—p) =0437.. | co=0.708.. | do = L.14..
F@): |1 0.837.. 0.994.. 1.63..

21 (k=2) | 0| by(l—p)=0.27.. | ¢ =0437.. |ds = 0.708...
f(z): 1 0.836.. 0.837.. 0.994..

Thus the minimum point is in [0, 0.437], with length < 1. (The minimum point was 0.3517..)

2.2
Using Taylor expansion, when w — 0,

= f=W)+ %dw) ® 1 o(w?)

therefore if d®) . pﬁf) < 0, it’s a descent method with small w > 0.
2.3
1,1

a) We have V||z||3 = 2z, thus Vf(z) = _||:£\|54)rl + 2x(|ﬁi‘l‘jﬁ%2 = 0, implies

2

Ul 40| 7] =2 ] 52 oo

and z(z1 + 22) = x3(71 + x2), that is ; = +x9. As 1 + x5 = 0 is impossible (||z||* + 1 # 0),
we have x1 = xo,

+1
2 | 2 2 2
ritri+l=4ac2r=151 = —.
1 1 1 1 1 NG
Thus the critical points are x = :l:\%(l, 1). We could calculate the Hessian, but it is enough
to notice that for x; = xo we get f(z1,29) =2 — 232“}&, and the minimum point is in x; = \%,
1

and the maximum point in z; = \_/—%, since when ||z|| — oo we get f(z) — 2. We conclude that

min f(z) = f(J.55) =2~ %

b) Inicializing with #(®) = (1, 1), we obtain by the gradient method

2V = (1,1) — w(L, 1) (- g2.840) = (1, 1)(1 — =)

(2+1)2 9
and define g(w) = 2 — 25+jr1 with z; = 1 — 5. We saw that g has the minimum point at
1
Ty = \/Li =1-%, thus M = (1, 1)\%, and the minimum point is attained in the first iteration!
2.4
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a) Let f(x) = (21 +y)* + 21 — 72 + (22 + y)?
We write the Lagrangian £f(z,\) = (x1+y)* + 21 — 22+ (22 +y)? — M (1 — 2] — 23) — Aoy,
The KKT conditions are

_ 2(%‘1 + y) + 1 + 2)\15171 — )\2 o 0
V»Cf($7 /\) - [ 2(1,2 + y> — 1+ 2)\1562 - 0

as well as A1, Ay > 0, ||z||* = 1,21 > 0, and A(1 — ||z]|*) = A\ax; = 0 resumes to Aoz = 0.
2(x1+y)+1:O r1 = — -1
2z +y)—1=0 Ty =—y+3

We notice that it is a quadratic form with minimum point in the line (=%, £) —y(1,1). This
line only intersects the half disk S if y = —%, at the point z = (0, 1).

ond case) If A = 0, Ay # 0, we obtain z; = 0, and 2w +y)+1—-X =0 Ny = 2y+11
22 +y)—1=0 Tog=—Y+3
Since xy € [—1,1], we get y € [—%, %] and then u(y) = y? —y + % + (%)2 =2+ 1

4
3rd case) If Ay # 0, Ay = 0, obtemos z2+22 = 1, e 2z +y)+ 1420z =0
2(wy +y) —1+2 25 =0

Ist case) If A\; = Ay = 0, we obtain

multiplicando

as equagoes por xj e r9 e somando, fica

0=2x1(z1 +y) + 2x2(x2 + y) + 2X\ (22 + 23) = 2 + 2y(z1 + x3) + 2A; We can eliminate \;
and solve the equations.

b) We consider, with P = 10,
o(x) = (v1+y)* + 21 — 22 + (32 + y)* + Pg(ai + 23)

(x—1)2 ifzx>1

with g(@) = § 0 <z<1

which is a C* function, where we can apply the gradient

method.
Notice thatg(z? + x3) = 0 < 23 + 23 < 1, which corresponds to the condition in S.
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3 Outros Exercicios

Exercise 3.1. Em C]0, 1], considere o operador

(Af)(2) = (F(@))? + / cos(f (x)xy)dy.

a) Calcule a derivada de Fréchet de A.
b) Mostre que a equagdo Af = 4f tem uma s6 solugao que verifica || f||o < 1.
¢) Definindo 4u,, 11 = Au,, com ug(z) = 0, determine n : || f — uy||oo < 1075.

Exercise 3.2. Considere a sucessao de fungoes definida por

1
Ups1(t) =t + Au,, = / t + cos(Bts)un(s)ds,
0

onde # € R é um parametro constante.

a) Defina X = C0,1] com a norma ||u[|p = max,_, . [(¢t + 1)u(t), e o operador A que se
define nessa iteracao u,+1 = f + Au,. Calcule a derivada de Fréchet de A e majore ||Al|z(x).

b) Determine condigoes sobre [ de forma a que garanta a convergéncia de (u,,), e apresente
uma estimativa de erro a priori, comegando com ugy = 0.

c) Justifique se A é compacto em X e analise a solubilidade da equac¢ao v = Av + f para
qualquer 3 e f € C]0,1]. Relacione com a série de Neumann.

Exercise 3.3. Aplique uma iterada do método de Broyden a resolugao do sistema nao linear
g(z,y) = (o, B) com g(z,y) = (x + y,zy), definindo restrigdes de inicializa¢do com o método
de Newton.

Exercise 3.4. Considere o sistema de equagoes
Ty =a
r+y=>
Determine uma aproximacao da solucao aplicando o Método de Broyden, depois da inicial-

izagao pelo Método de Newton com o vector nulo.

Exercise 3.5. Considere a fungao f(z) = 1(g(x) + |z|) com g € C*(R).
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Mostre que a segunda derivada f” (no sentido generalizado) verifica

<<9av>L2(R) - <9>’U>H1(R)> , Vv € CF(R),

N | —

(f",0) 2wy = v(0) +

Exercise 3.6. Considere a funcio u(z) = |z — alf(z), com f € C*(R). Mostre que a segunda
derivada de u (no sentido generalizado) verifica

(u" — f”,v)LQ(R) = af(a)v(a) + (Bf,v) 2wy » Y0 € CZ(R),

Exercise 3.7. Considere a fungao f(z,y) = 2% + y? — 22y + 1.
a) Mostre que ha um e um s6 minimo global de f em R? e determine-o.
b) Iniciando em (1,1), determine a primeira iterada pelo método do gradiente.
¢) O mesmo que em b), mas considerando o método de Gauss-Newton.

Em funcao de «, discuta se a direccao
d" = (o =)V [(@™) = o[ V2f @)V F ()
define uma direcgao de descida para um método de minimizacao da fungao f, com Z = f.
Exercise 3.8. Considere f(z,y,z) = 82 —doy +y? + 42>+ +y — 1.
a) Com p = 2, transforme num problema matricial e aplique o método dos gradientes
conjugados para determinar o ponto de minimo de f.

b) Para p = 4 aplique o método de Fletcher-Reeves para essa determinagao, comegando na
origem e calculando uma iteragao.

Exercise 3.9. Resolva o problema de minimizagao da fungao
f(z,y) = 22% + 22y + y* — 10z — 10y — 1,

sujeito as restrigoes z2 +y* <5, e 3z +y < 6.

Exercise 3.10. 2.1); ; Considere a funcao

6

f(x)=px"x)*+x" [ | B2

} X+ 1z + a9 — 1, com x € R?
a) Com x» = 0, 8 = 0, aplicando o método dos gradientes conjugados, determine o ponto
de minimo de f.
b) Determine uma aproximagao do ponto de minimo por um método de gradientes con-
jugados quando 3 = 1.
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Exercise 3.11. Seja f(x) = e** +ax - x + a.

a) Analise em fungdo de a € R a existéncia de ponto de minimo global de f em RY.

b) Com a = 1, obtenha x) aplicando o método do gradiente, com pesquisa linear pelo
método da seccdo dourada, sendo x(© = e;.

¢) Obtenha x pelo método de Levenberg-Marquardst.

Exercise 3.12. Discuta a solucao em RY do problema de minimizacao de
f(x)=x"Ax —x"b +c

sujeito & restricdo b'x > c.
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4 Trabalhos Computacionais

4.1 Modelo 1

1) A temperatura 7' numa barra {a} x [1,3] provocada por uma barra [—1,1] x {0} cuja
distribuicao de calor é C, é dada por

1

T(o,x +2) = %/ log ((2+2)* + (a — y)*) C(y, 0)dy

-1

(a fungao ®(x) = 5- log||x|| ¢ solucdo fundamental da equagio de Laplace 2D, que modela uma
situagao de estabilidade térmica).

Pretende-se que C'(z,0) = f(z) + A\T'(o,x + 2), onde A e f sao dados.

a) Escreva esse problema enquanto uma equagao integral de Fredholm de 2% espécie

ulz) + A / K (e, yuly)dy = f(x),

e estabeleca condic¢oes tedricas em a, A onde consiga garantir a existéncia e unicidade de solugao,
e apresente um método iterativo convergente.

b) Através de uma regra de integragdo numérica para o célculo do integrais (por exemplo,
Regra de Simpson), apresente graficamente a sucessao de fungoes obtidas e analise a convergén-
cia, em termos de uma tabela de evolugao da diferenga de iteradas ||un11 — u,|| = ka™, com

coeficientes a, k a determinar, nas normas C[—1,1], L*(—1,1) e ainda H'(—1,1).
[Considere em particular o caso a = 0.5, A =1, f(x) = |z|]

2)[6.0] Considere o problema anterior modificado, com uma func¢ao Z nao linear:

ulz) + A / K (2, 9)Z(uly))dy = f(x).

escolhendo valores de a, A, e uma fungao f nao triviais (anélogos ao exercicio 1), e por exemplo
Z(t) = t*/2 e outra fungao.
a) Compare a eficacia da aplicagdo do método do ponto fixo e da aplicacdo do método de

Newton para determinar a solucao.
Para efeitos de aplicacao do método de Newton, pode considerar uma inversao do operador linear através
da iteracdo do ponto fixo (ou o método de Newton para a inversdo de operadores lineares).

b) Discretize o problema, definindo apenas como incognitas os valores u(ty) em que to, ..., t,,
sao m + 1 noés de integracdo em [—1,1]. Para este problema em dimensao finita, aplique o
método de Broyden para encontrar os valores u(ty), e compare com os valores obtidos em a)
nesses pontos.

3)[4.0] Considere a base de dados CountryData|"France", {{"GDP"}, {1970,2005}}] para regular-
izagao.
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a) Considerando ¢ € {3,..,6}, implemente e aplique a Transformacao de Fourier Discreta
para a regularizacao dos N dados, e da derivada, usando dois filtros discretos ulPl. Apresente
os resultados graficos.

b) Com base na evolugao dos valores e derivadas até N — e preveja os valores para 2006-08
por extrapolacdo (por exemplo, por expansao de Taylor).

4)[4.0] Considere o valor da amplitude de uma combinacao de ondas pontuais, medido num
ponto x € R3 :

L cos(w]|z — yillo)
. — Ykl|2
U@ =2 e

em que w ¢é a frequéncia (conhecida), e y;, € R? sdo centros de fontes com intensidades oy, € R
(desconhecidos).

Admita que as fontes estao distantes ||yx|lo > R, e que mede as amplitudes em pontos
Ty, ,xn (N > 2M) tais que ||z;]]2 < R.

Escolha valores de (ay,yx) que permitam calcular u(z;). A partir de valores @; = u(x;)(1+
€;) em que €; € [—¢,¢] s@o perturbagoes aleatorias de ruido, determine por um método de

optimizagao (Levenberg-Marquardt), a recuperagao dos valores (o, yx) introduzidos.
[Considere, pelo menos, um caso € = 0.05, M = 4]
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4.2 Modelo 2

1)[8'0] Programe o método do ponto fixo aplicado a equagoes integrais u + Ku = f com

(Ku)(z) = / K (2., u(y))dy

em que as fungoes K e f sao dadas pelo utilizador, bem como o intervalo [a, b]. Para efeitos
do calculo do integral, use o método de Simpson.

a) Indique condigoes sobre K de forma a garantir a convergéncia do método.

b) Usando como critério de paragem ||u,+1 — Un||oo < €, comente sobre o erro cometido,
com base em a).

¢) Aplique o método a exemplos concretos com K linear e néo linear. Em particular considere
K(z,y,z) = cos(azyz) com diferentes a.

d) Discuta a implementagao do método relacionando o erro de discretizagao do integral e o
erro do método de ponto fixo.

2)[6.0] Implemente uma rotina para aplicar o método de Broyden na resolugao de sistemas
nao lineares.

a) Aplique o método na resolugdo de um sistema nao linear e apresente graficos da con-
vergéncia.

b) Aplique esse método para a resolugao de equagoes do 52 grau definidas pelos coeficientes
do monoémios, ou seja:

5 4 5 4
p(x)=a"+ax” + ... +ay=2"—(z1+ ...+ z5)x" + ... — 21 25
definindo um sistema nao linear com 5 equacoes z; + ... + 25 = —ay, ..., 21+ 25 = —dyg.

3)[6_0] Implemente o método de Fletcher-Reeves dos gradientes conjugados na optimizacao
linear e nao linear.

a) Analise um problema para minimizacdo quadrética com f(z) = 2" Ax — 27b + ¢, escol-
hendo a matriz A, o vector b e a constante c.

b) Aplique o método anterior para determinar a distdncia minima entre duas curvas v e s
definidas parametricamente em R?, ou seja, pretende-se minimizar

d(s, t) = |l (s) = 72()]l2

numa norma p, com t, s € [0,1].
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4.3 Modelo 3

1)[10.0} Programe o método do ponto fixo aplicado a equagoes integrais u + Ku = f com

(Ku)(z) = / K (., u(y))dy

em que as fungoes K e f sdo dadas pelo utilizador, bem como o intervalo [a, b]. Para efeitos do
calculo do integral, use o método de Simpson, introduzindo N o niimero de subintervalos.

a) Indique condigbes sobre K de forma a garantir existéncia, unicidade, e a convergéncia do
método do ponto fixo.

b) Usando como critério de paragem ||u,+1 — Un||oo < €, comente sobre o erro cometido,
com base em a). Discuta a implementagdo do método relacionando o erro de discretizagao do
integral e o erro do método de ponto fixo.

¢) Aplique o método a exemplos concretos com K linear e nao linear. Em particular considere
K(z,y,z) = cos(azyz) com diferentes a.

d) Aplique o método de Newton-Kantorovich ao caso particular em c), usando o Método de
Nystrom para resolver a equacao integral linear.

2)[4.0] Implemente uma rotina para aplicar o método de Broyden na resolugao de sistemas
nao lineares. Aplique esse método para a resolucao de equacoes do 5° grau definidas pelos
coeficientes do monoémios, ou seja:

ps(x) =" +ar* + . tag=2"— (21 4+ .. Fz)at+ o =2z

definindo um sistema nao linear com 5 equagoes 2y +...+ 25 = —ay, ..., 21 - 25 = —agy. Comente
sobre a existéncia e unicidade de solucdo em C5.

3) 6.0 Sejam C1 = {(z, g1(2)) : @ € R}, Co = {(2, g2(2)) : « € R}, duas curvas definidas por
graficos. Pretende-se encontrar a distancia minima entre estas duas curvas, ou seja

d?:St(Cl, CQ) = 3?216% H(%gl(ﬂ?)) - <y792(y))Hp

em que a norma em R? é p = 2 ou p = 4. Defina uma funcao objectivo apropriada para aplicacao
dos métodos seguintes, em particular a um problema com g¢;(z) = €%, go(x) = 2 + cos(x) — 16.
a) Implemente o método do gradiente no caso geral e aplique ao problema dado e a outro.
b) O mesmo que em a) para o Método de Newton e Levenberg-Marquardt.
c¢) Comente sobre a utilizagdo em a) e b) de pesquisa linear exacta ou inexacta com critérios
de Armijo-Wolfe.
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