!ﬁ DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Probabilidades e Estatistica

INSTITUTO

Teenico LEGM, LEIC-A, LEIC-T, LEMat, MEBiom, MEFT, MEQ
2° semestre — 2011/2012 12 Teste A
21/04/2012 — 9:00 Duragao: 1 hora e 30 minutos

Justifique convenientemente todas as respostas!

’ Grupo 1 10 valores

1. A producao de pecas de uma empresa provém de 8 mdquinas, My, Ms e Msz. As mdquinas My e My sdo
responsdveis, respectivamente, por 50% e 30% da producao total. Sabe-se que 5% das pecas produzidas
pela empresa sao defeituosas e que 60% e 30% das pecas defeituosas sao produzidas, respectivamente,

pelas maquinas My e M.

(a) Calcule a probabilidade de wma pega extraida ao acaso da produgdo de M, ser defeituosa.

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade

M = selecgdo de pega prod. pela maq. M; P(M;) =0.50

My = seleccao de pega prod. pela maq. Ma P(M3) =0.30

M3 = seleccao de peca prod. pela maq. Ms P(M3)=1— P(My1) — P(M>)
=0.20

D = selecgao de pega defeituosa P(D) =0.05

(

Mi|D = sel. de peca prod. pela maq. M; dado que é def.  P(
M>|D = sel. de peca prod. pela maq. M dado que é def.  P(M2|D) = 0.30

M3|D = sel. de peca prod. pela maq. M3 dado que é def.  P(
=0.10

e Prob. pedida
Aplicando o teorema de Bayes, tem-se
P(D N M)
P(D|My) = W
P(M,|D) x P(D)
P(My)
0.60 x 0.05

0.50
= 0.06.

(b) Qual é a probabilidade de uma pega, extraida ao acaso da produ¢ao da empresa, ter sido produzida
por M3 e ndo ser defeituosa?

e Prob. pedida

P(M3) — P(M3 N D)
— P(My)— P(D) x P(My|D)

1— 22: P(M;)| — P(D) x l1 - XQ:P(MAD)]

=1
= (1-0.50 —0.30) — 0.05 x (1 — 0.60 — 0.30)
= 0.20 —0.05 x 0.10

= 0.195.
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e Resolucao alternativa

Aplicando sucessivamente a lei da probabilidade composta e o Teorema de Bayes, obtém-se:

P(Mg, ﬂﬁ) =

2. Numa empresa fabricante de azulejos quadrados com 1 dm de lado, tem-se admitido que os defeitos

P(Ms) x P(D|Ms)

P(M3) x [1 — P(D|Ms)]

P(Ms|D) x P(D)}
P(Ms3)

P(Ms3) x {1 -

2
X <1—

[1- 32, POMID)| x P(D)

1-> " P(M;)

i=1

(1—0.60 — 0.30) x 0.05

1-0.50 — 0.30) x |1—
( ) x [ (1—0.50 — 0.30)

0.195.

. . 2
em azulejos ocorrem sequndo um processo de Poisson com taxa de 0.01/dm”.

(a) Calcule a probabilidade de um azulejo, escolhido ao acaso da produgao da fabrica, possuir pelo
menos um defeito. Indique o valor esperado e o desvio padrao da varidvel aleatoria que representa
o mimero de defeitos numa superficie, de azulejos do tipo referido, com 1 m? de drea.

e V.a.

X, = nimero de defeitos em azulejo de s dm?

e Distribuicao de X

Ao lidarmos com um processo de Poisson de taxa A = O.Ol/dm2 podemos adiantar que

X5 ~ Poisson(\s).
e Parametro

As =X A=0.01s
e F.p. de X,

P(X, =) = e 0-01s (00197

e Prob. pedida
PX;>1) =

[A consulta das tabelas conduziria a P(X; > 1) =1—-P(X; =0) =1—- P(X; <0)

z=0,1,...

! ’

1 - P(X, =0)
1— 670‘01

0.01

tabela

1 — Fpoisson0.01)(0) =~ 1—0.9900 = 0.0100.]

e Nova v.a.

, . . . 2 .
X100 = nimero de defeitos num pavimento com 1 m?, (i.e., com 100 dm”) de &rea

e Distribuicao de X
X100 ~ Poisson (0.01 x 100 = 1)

e Valor esperado e variancia de Xigg

form.

E(X100) " = V(X100)

form.

= 1.

e Desvio padrao de Xigg
DP(X100) = /V(X100) "= VI=1.

Resolucao alternativa

e V.a.

X = ntimero de defeitos em azulejo de 1 dm?

e Distribuicao de X
X ~ Poisson(\)

[1 -y, P(Mi)}

|
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e Parametros

A=0.01
e F.p.de X
P(X =)= 00100 2= 0,1,...
e Prob. pedida
P(X>1) = 1-P(X=0)
— 1_ 001
~ 0.0100
[A consulta das tabelas conduziria a P(X > 1) =1 —-P(X =0) =1—-P(X <0) =
tabela

1 — Fpoisson(0.01(0) =~ 1—0.9900 = 0.0100.]
e Novas v.a.
X; = ntmero de defeitos no i — ésimo azulejo de 1 dm? i=1,...,100
Y = lei(i X, = niimero de defeitos num pavimento com 1 m? de 4rea
e Distribuicgoes
X; & Poisson(\; = A = 0.01) ~ X, i = 1,...,100
Y ~ Poisson Zjﬂﬂ A; =100 x 0.01 = 1) uma vez que a soma de v.a. independentes com
distribuigoes de Poisson também possui distribuicao de Poisson.
e Valor esperado e variancia de Y
BEY) T vy) T L
e Desvio padrao de Y

DP(Y) = V) /2" yI=1.

(b) Os azulejos sio embalados em cairas de 20 unidades. Calcule a probabilidade de numa caiza (3.0)
existirem mais de 2 azulejos com defeitos. Num lote de 100 caizas, qual € o nimero esperado de
caizas com mais de 2 azulejos com defeitos?

e V.a.

W = ntumero de azulejos com defeitos numa caixa de 20 azulejos
e Distribuicao de W

Supondo que os defeitos se distribuem de forma independente em azulejos diferentes, a v.a.

indica o nimero de sucessos em n provas de Bernoulli i.i.d., pelo que

W ~ Binomial(n, p)

e Parametros

n = 20

p = P(azulejo com defeitos) ~ 0.01
e Prob. pedida

PW>2 = 1-PW<K2)
~ 1 — FBinomial(20,0.01)(2)
rebele 1 0.9990
= 0.0010

e Nova v.a.

T = numero de caixas com mais de 2 azulejos com defeitos, em lote com 100 caixas
e Distribuicao de W

T ~ Binomial(n’,p’)
e Parametros

n’ =100

p’ = P(caixa com mais de 2 azulejos com defeitos) = P(W > 2) ~ 0.001
e Valor esperado de T

BE(T) 72"/ x pf ~ 100 x 0.001 = 0.1
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’ Grupo II

10 valores

1. Sejam X e Y waridveis aleatérias que indicam o numero de parafusos, de um conjunto de dois

parafusos analisados, que ndo satisfazem as especificagoes relativas ao comprimento e ao diametro,

respectivamente. Suponha que a funcdo de probabilidade conjunta de X eY ¢é dada por:

X Y
0 1 2
0.40 0.12 0.08
0.15 0.08 0.03
0.10 0.03 0.01

(a) Calcule P(X =0) e P(X =0|Y > 0). O que pode concluir relativamente a independéncia entre

XeY?

e Par aleatorio

X = numero de parafusos que nao satisfazem as especificagoes relativas ao comprimento

Y = nimero de parafusos que nao satisfazem as especificacoes relativas ao didmetro

e F.p. conjunta

e Probabilidades pedidas

P(X =0]Y >0) =

e Comentario

X Y

0 1 2
0 0.40 0.12 0.08
1 0.15 0.08 0.03
2 0.10 0.03 0.01

2
Y P(X=0Y =y)
y=0

0.4+ 0.12+0.08
0.6

P(X =0,Y >0)
P(Y >0)

P(X =0,Y >0)
1—P(Y =0)
Zi:lP(X =0,Y :y)

1-Y2  P(X =2,Y =0)

0.12 +0.08
1—(0.4+0.15+0.10)

0.20

0.35

20

35

4

7

As v.a. X e Y sao independentes se e s6 se

PX=zY=y) =

P(X =) x P(Y =y), ¥(z,y) € R?,

como consequéncia, P(X =0]Y > 0) = P(X =0).
Ora, P(X = 0Y > 0) # P(X = 0), pelo que pode concluir-se que X e Y s@o v.a.

DEPENDENTES.

Péagina 4 de 6

(2.5)



(b) Determine E(X|Y > 0). (2.5)
e V.a.
XY >0

e F.p. de X|Y >0
Na alinea anterior obteve-se P(Y > 0) = 0.35, bem como
20
P(X=0Y >0) = 35
Resta adiantar que:

P(X=1Y
P(X =1y >0 = TX=LY>0)

P(Y >0)
_ PX=1LY=1)+PX=1Y=2)
N P(Y >0)
~ 0.08+0.03
N 0.35
_ 1
35
P(X =2,Y >0)
P(X =2]Y >0) =
( ¥'>0) P(Y >0)
_ P(X=2Y=1)+PX=2Y=2)
- P(Y >0)
~0.03+0.01
B 0.35
p— 4 .
35
P(X=z|Y >0) = 0, paraz #0,1,2
e Valor esperado de X|Y > 0
2
E(X|Y >0) = Y zxP(X =z|Y >0)
20 11 4
= il = 492x —
0x g H1xgs t2x 55
_ 1
35
~ 0.542857.

2. Admita que a dura¢ao (em minutos) da viagem de um ferry-boat entre dois portos fluviais é uma
varidvel aleatoria com distribuicao normal de valor esperado igual a 120 minutos e desvio padrao igual
a 6 minutos.

(a) Supondo viagens com duragées independentes, obtenha a probabilidade de a duragdo total de 100  (3.0)
dessas viagens exceder 205 horas.
e V.a.
X; = duragéo (em minutos) da viagem i, i = 1,...,100
e Distribuicao, valor esperado e variancia de X;
X»“dX Normal(u, 2),i=1,...,100
EX;)=FEX)=p=120
V(X;)=V(X)= 02 = 62
e Nova v.a.
S = 2100 X,; = soma das duragdes (em minutos) das 100 viagens
e Distribuicao de S
Como S é uma soma de v.a. normais independentes segue-se que S ~ Normal(E(S), V(S)).

e Parametros
E(S) = (2100 X; ) S B(x;) 2N 100 x B(X) = 100 x 120 = 12000

V(S) =V (X, X;) R 5100 ) M =X 100 x V(X) = 100 x 62 = 3600

Péagina 5 de 6



e Prob. pedida
S —E(5) < 205 x 60 — E(5)
VV(S) VV(S)
_ 1-® (12300 — 12000)
V3600

P(S>205x60) = 1—P

= 1—-9(5)
~ 0.
Alternativamente, usando a maquina de calcular:
P(S >205x60) = 1— Fn(12000,3600)(12300)
~ 0.

(b) Calcule o niimero ménimo de viagens necessdrias para que a probabilidade de a respectiva duragio (2.0)
total ultrapassar o seu valor esperado em pelo menos 5 horas seja de pelo menos 5%.
e V.a.
X; = duragéo (em minutos) da viagem i, i = 1,...,n
e Distribuicao, valor esperado e variancia de X;
X; X~ Normal(u,0?),i=1,...,n
EX;)=FEX)=p=120
V(X;)=V(X)=0%?=6°
e Nova v.a.
Sp, = >, X; = soma das duragoes (em minutos) das n viagens
e Distribuicao de S,
Como S, é uma soma de v.a. normais independentes segue-se que S, ~
Normal(E(S,), V(Sy)).
e Parametros
E(S,) =E(Xr, X;) =", B(X,) "2¥ n x B(X) = 120n
V(Sa) = V(S Xo) 52 T VX TEY nx V(X) = 36m
e Valor minimo pedido
nelN : PI[S, > E(S,) +5x60]>0.05
Sp — E(Sy) < E(S,) +5x 60— E(S,)
Vi(S.) V(Sn)

5 x 60
1-® > 0.05
(\/3671) -

<®71(1-0.05)

> 0.05

slesle

< 1.6449

50 \°
> (=
"= (1.6449)

n > 923.9766.

Ou seja, o valor minimo de viagens é 924.
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