DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Il Probabilidades e Estatistica

e LEAN, LEE, LEGI, LEGM, LEIC-A, LEIC-T, LEMat, LERC, LMAC,
e MEAer, MEAmbi, MEBiol, MEBiom, MEEC, MEFT, MEMec, MEQ

2° semestre — 2011/2012 2° TESTE (Epoca de recurso)
25/06/2012 — 11:30 Duragao: 1 hora e 30 minutos

Justifique convenientemente todas as respostas!

’ Grupo 1 10 valores
1. Considere uma amostra aleatéria (Xi,...,X,) de uma populagio X, representando o tempo de
funcionamento (em 10%h) de wma dada componente electrénica, com fungdo de densidade de
probabilidade
1—23 e B, >0
x) =4 27 ’
fx (@) 0 z<0,

onde o pardmetro 8 é positivo e desconhecido, sendo que X possui valor esperado 38 e variincia 3/32.

(a) Derive o estimador de mdxima verosimilhanga do pardmetro 3. (2.5)

e V.a. de interesse
X = tempo de funcionamento (em 103 h)

e F.d.p. de X
z? -Z
o ?e E x>0
) =
Ix(z) { 0 2 <0,

e Parametro DESCONHECIDO

B (B>0)

e Amostra
z = (21,...,2,) amostra de dimensdo n proveniente da populagdo X

e Obtencao do estimador de MV de
Passo 1 — Funcgao de verosimilhanga

L@Ble) E ] fx ()

i=1

xi~x 1 T =
i~ i _Zq
11 <2B3 ¢’ )

=1

n
= 27”573" 67%2?:1%1_[:()?, £5>0

i=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanga
In L(Blz) = —nn(2) - 3nIn(8) — 1 X0 @ + X0 In(a?)
Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de 8 é aqui representada por Be
din L(B|z . .
) % 4o 0  (ponto de estacionaridade)
% o <0 (ponto de miximo)

3n 1
—;’WEZL%:O

3 2 n
ﬁ_ﬁzi:1$i<0
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R | —n
5:%21‘:1‘”2’:

_2EL2” < 0, proposicao verdadeira pois z > 0

w|sI

Passo 4 — Estimador de MV de f )
Ser4 representado pela v.a. EMV(B8) = & Y1 | X; = .

(b) Supondo que a amostra conduziu a uma estimativa de mdzima verosimilhanga do pardametro 8 (0.5)
igual a 0.54 (em 103 h), determine a correspondente estimativa de mdzima verosimilhanca do
valor esperado do tempo de funcionamento por componente.

e Outro pardmetro DESCONHECIDO
h(B) = E(X)
¢ Estimativa de MV de h(3)

Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de méxima verosimilhanga, pode
concluir-se que a estimativa de MV de h(8) = E(X) =35 ¢é

h(B) = h(pB)
= 38
= 3x0.54
= 1.62.
(¢) Determine o erro quadrdtico médio do estimador T = % do parametro 3. (1.5)

e Outro estimador de f

- X+1 _ X 1
T=""=35+3

e Erro quadratico médio N
E sabido que EX)=E(X)eV(X) = V(X), quando X; o X,i=1,...,n. Se para além

n

disso atendermos ao facto de E(X) = 38 e V(X) = 332, obtemos sucessivamente:

pm = 5(%40)
E(X) 1
3 '3
Btz
v = v(E4)
X
_ V(3
L V(X)
32T,
1 3p?
32T
52
3
EQMy(T) = E[(T-p)?
= V(T)+[E(T) - B8
521

2. A administracao de uma empresa produtora de cabos de aco decidiu estudar a tensao de ruptura
(em kgf), X, de cabos produzidos por um movo processo de fabrico a partir da andlise de 10 desses
L o2 =104082;

assume-se que a tensao de ruptura de cabos produzidos pelo novo processo de fabrico possui distribuicao

. , . 10 10
cabos, escolhidos ao acaso. Os 10 cabos analisados conduziram 'y ,_; x; = 1020 ey,

normal.
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(a) E razodvel admitir que 0 movo processo produz cabos com tensao média de ruptura diferente do (3.0)
valor actualmente especificado de 100 kgf, ao nivel de significancia de 5% ¢
e V.a. de interesse
X = tensao de ruptura de um cabo

e Situacgao
X ~ Normal(u,0?)

/& DESCONHECIDO
o2 desconhecido

e Hipodteses
Hy: p = po =100
Hy:p# po =100

e Nivel de significancia

ag = 0.05
o Estatistica de teste
X — o
T'=—5— ~H t(n-1)
vn

pois pretendemos efectuar um teste sobre o valor esperado de uma populacao normal com

variancia desconhecida.

¢ Regiao de rejeicao de H (para valores da estatistica de teste)
Tratando-se de um teste bilateral (Hy : i1 # o), a regido de rejeigdo de Hy é uma reunido de
intervalos simétricos do tipo W = (—o0, —¢)U (¢, +00), onde ¢ : P(Rejeitar Ho|p = po) = o,

ie.,
c = Ft?nl_l) (1—-ap/2)
= Fy, ,(1-005/2)
= F,,(0.975)
tabela 9 262.
e Decisao

Uma vez que

n =10
=L = 1920 =102
s?= 3 (zi—2)? = 5 (U 2 —nz?) = 5-7(104082-10 x 102%) = 2 = &1,

o valor observado da estatistica é igual a
. T —po 102 —100
B s N
3
v Vio

2

~ 2.928.
Como ¢t ~ 2.928 ¢ W = (—00, —2.262) U (2.262, +00), devemos rejeitar Hy a qualquer n.s.
maior ou igual a 5%.

(b) Deduza um intervalo, com nivel de confianca de 90%, para a varidncia da tensao de ruptura dos (2.5)
cabos produzidos pelo novo processo.
e Situagao
X ~ Normal(u, o?)
1 desconhecido
02 DESCONHECIDO

e Obtencao de IC para o?

— Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para o2
(n—1)8? 2
T'="—3"—""~Xw-
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— Passo 2 — Obtengao dos quantis de probabilidade
Dado que (1 — a) x 100% = 90% < « = 0.10, os quantis a utilizar sdo
P(Z o) =a/2
(o ba) - (Z <aq) =af
P(Z > by) = /2

tabela

ao = F5'  (a/2) = F,' (0.05) "= 3.325
X{n-1) X{9)

bo = F3' (1—a/2) = F3!(0.95) “&
X(n-1) X(9)

Estes enquadram a v.a. fulcral para o

16.92.
2 com probabilidade igual a (1 — ).
— Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag <Z<by)=1—-«

P-aag(n_o.ilz)snga}zl_a

Pl ottyer < 72 < idyse

P ("1)52§02<(”1)S2‘|_1a'

— Passo 4 — Concretizagao
Do passo 3 conclui-se que

(n—1)s? (n—1)s?
F3' (1-a/2) F5' (a)2)
X(n—-1) X{n—1)

IC—a)yx100%

Ora, tendo em conta que n = 10 e 52 (2 %

o IC a 90% para o2:
(10— 1) x % (10-1) x 4

1oz (%) = 695 33%

[2.482, 12.632].

, bem como os quantis do passo 2, obtém-se

Grupo 1II

10 valores

1. A averiguacao de uma amostra casual de 1000 apdlices recentes de uma empresa sequradora, em
termos do numero X de sinistros por apdlice no ultimo ano, mostrou que: 805 apdlices nao tinham
sinistros associados; 172 apdlices tinham um unico sinistro associado; e as restantes 23 apolices tinham

associados pelo menos 2 sinistros.

Pretende saber-se se a distribui¢do Binomial(10,0.02) pode ser um bom modelo para a distribuicdo de
X a luz dos dados indicados. Diga que conclusdo deve tirar sobre o modelo conjecturado, tendo por

base o cdlculo do valor-p de um teste adequado.

e V.a. de interesse

X = nimero de sinistros por apélice no tltimo ano

e Hipodteses
Hy : X ~ Binomial(10, 0.02)
Hy : X + Binomial(10,0.02)

o Estatistica de Teste
k
(0= B
= Z % ~Ho X{e-p-1);
i=1 v

onde:
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k = No. de classes = 3;

O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i;

FE; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i;

B = No. de parametros a estimar = 0.

¢ Regiao de rejeicao de Hy (para valores de T)

Tratando-se de um teste de ajustamento, a regiao de rejeicao de Hy escrita para valores de T é

um intervalo & direita W = (¢, +00).

Frequéncias absolutas esperadas sob H

Para j4, note-se que o conjunto de valores possiveis da distribuicdo Binomial(10,0.02) é

{0,1,2, ..

., 10}. Assim, as classes a considerar sdo {0}, {1} e {2, ..., 10} e as frequéncias absolutas

esperadas sob Hj sao iguais a

Ey

Es

Es

n x pl

nx P[X =0]| X ~ Binomial(10, 0.02)]
10

1000 x ( 0 )0.020(1 —0.02)107°

1000 x 0.981°

1000 X Fpin(10,0.02)(0)
1000 x 0.8171

817.1

n x pd

nx P[X =1]| X ~ Binomial(10, 0.02)]
1
1000 x ( 10> 0.02'(1 — 0.02)'1

1000 x 10 x 0.02 x 0.98°

1000 x [FBin(l(],O.OQ)(l) — F'Bin(10,0.02) (0)]
1000 x (0.9838 — 0.8171)

1000 x 0.1667

166.7

nx pg

nx P[X > 2| X ~ Binomial(10,0.02)]
nx P[X =2,...,10 | X ~ Binomial(10,0.02)]
nx (1—p} —ph)

n x (1—0.8171 — 0.1667)

1000 x 0.0162

16.2

Nao é necessario qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos 80% das classes

se verifica F; > 5 e em todas elas tem-se FE; > 1.

e Decisao

No célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar.
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Classe Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

. _ g2
i 0, E; =n X p? loi—By)” E’)
i
5 2
1 {0} 805 817.1 (BO58IT. 17 — 0.1792
2 {1} 172 166.7 0.1685
3 {2,...,10} 23 16.2 2.8543
k o k o _xk  (0i—B)? _ .
> F_ 0i =n = 1000 ¥ L E; =n=1000 t=30, g =3.2020

e Decisao (com base em intervalo para o valor-p)
Uma vez que este teste esta associado a uma regiao de rejeicao que é um intervalo a direita temos:
valor—p = P(T >t | Hy)
= P(T > 3.2020 | Hy)
~ 1-Fg (32020).
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado podemos adiantar um intervalo

para o valor-p deste teste. Com efeito, ao enquadrarmos convenientemente ¢t = 3.2020, obtemos
sucessivamente

F' (0.70) = 2.408 < 3.2020 < 3.219 = F! (0.80)
(2) (2)

0.70 < FX(zz) (3.2020) < 0.80
0.20=1-0.80 < walor—p<1-0.70=0.30.
Logo:
— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 20%, por exemplo a qualquer dos niveis usuais
de significancia de 1%, 5% e 10%;

— devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 30%.

e Alternativa — Decisdo (com base no valor-p determinado usando md&quina de
calcular)

Dado que este teste esta associado a uma regiao de rejeigao que é um intervalo a direita temos:
p—wvalue = P(T >t| Hyp)
= P(T > 3.2020 | Hy)
1-— FX%:S—O—l) (3.2020)
= 0.2017.

Consequentemente:

— néo devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 20.17%, por exemplo a qualquer dos niveis
usuais de significancia de 1%, 5% e 10%;

— devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 20.17%.

2. Num estudo investigando a relagdo entre exposicao ao ruido e hipertensao, obtiveram-se dados sobre
o aumento Y da pressdo arterial (em mm Hg) e a intensidade de som x (em db) a que individuos sao

sujeitos, que se encontram parcialmente sumariados em:
n=20, Y0 2 =1656, Y0 22=140176, Y20 y; =86, S0, y? = 494.

Ajustando-se o modelo Y; = By + frx; + €,1 = 1,...,n, com erros aleatorios nao correlacionados
entre st com valor esperado nulo e variancia constante, obteve-se a estimativa dos minimos quadrados
de ,80, Bo = —10.13.

(a) Determine uma estimativa do valor esperado do aumento da pressio arterial face & exposicao a  (3.0)
ruido com intensidade de 85 db. Calcule e interprete o valor do coeficiente de determinagdo.
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e [Modelo de RLS
Yi=po+ frzi + €
Y; = aumento da pressao arterial no i — ésimo individuo
x; = intensidade de som a que é sujeito o ¢ — ésimo individuo
€ = erro aleatério associado a medigao do aumento da pressao arterial doi —
ésimo individuo]
e Estimativa de 3,
[Uma vez que n =20 e

S, @ = 1656,

r=1%" @, =186 -28238

Sr w2 =140176

S a2 —n(T)? = 140176 — 20 x 82.8% = 3059.2

K2

= 86
U= i1 v =55 =43
E?:1 %2 =494

Syl —n(y)? =494 — 20 x 4.32 = 124.2

Bo = —10.1072]
a estimativa dos minimos quadrados de (31 é, para este modelo, tal que:
Bo = g—Pixz
b = 22
z
4.3 -(-10.1072)
B 82.8
= 0.174

e Estimativa de E(Y |z = 85)
E sabido que E(Y|m =1x0) = Bo + B1 X z0, pelo que:
E(Y|z=85) = —10.1072+0.174 x 85 = 4.6828.

[Esta estimativa deve usada com cautela, caso 85 ¢ [min;—1 .., x;, max;=1 . n ;.

e Obtencao e interpretacao do coeficiente de determinacao

Tirando partido do facto de /3’1 = M assim como dos valores obtidos

e
anteriormente, segue-se
_\2
P2 = (i Tiyi —nZY)
iy —na?) x (1L, ¥ —ny?)

(61 (D1, 22 —n#?)]
(i xf —nZ?) x (3L, 97 —ng?)
B x (Ci @} —na?)
Y Yi — Y
0.1747 x 3059.2
124.2
~  0.745735,

i.e., cerca de 74.57% da variacio total da varidvel resposta Y é explicada pelo modelo de
regressao, o que indicia um bom ajustamento da recta estimada ao nosso conjunto de dados.

(b) Admitindo que os erros aleatdrios sio independentes e possuem distribui¢do normal, averigue se (3.0)
€ posstvel concluir que a exposi¢cdo ao Tuido provoca um aumento no valor esperado de Y, ao

nivel de significincia de 5%.
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e [Hipé6teses de trabalho
€; ~ii.q. Normal(0,02),i=1,...,n (hipétese de trabalho)
Bo, 81,02 DESCONHECIDOS]

e Hipoteses
Hy:p1=510=0 (oup =0)
H1:B17A5170>0 (0u51>0)

e Nivel de significancia
apy = 5%

o Estatistica de teste
B1— B
6—2

i @i-na?

2—

T= ~Hy t(n—2)

e Regiao de rejeicao de H (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste unilateral superior (Hy : 81 # $1,0), pelo que a regido de
rejeigdo de Hp é W = (¢, +00), onde
¢ : P(Rejeitar Hyo|Hp) = ap
-1
c=F,  ,(1-a)

c=F;* (0.95)

t(1s)
tabel
¢ "E1.734.

e Decisao
Tendo em conta que a estimativa o2 ¢ igual a

S )

1 2
= g5 (1242 - 0174 x 3059.2)

~  1.7544,

e atendendo a alguns dos resultados anteriores, o valor observado da estatistica de teste é

2

dado por
B1— B

52
n 7
i=1 %

0.174 -0

1.7544
3059.2

= 7.2659.

Como ¢t = 7.2659 € W = (1.734,+00), devemos rejeitar Hy : f1 = B10 = 0 a favor de
Hj : 1 > P10 a qualquer n.s. superior ou igual a ag = 5%.

t =

n z?
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