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Justifique convenientemente todas as respostas!

Grupo I 10 valores

1. Seja X ~ Geométrica(p),0< p <1, e (X1, Xp,..., X10) uma amostra aleatéria de dimensao 10 proveniente da (3.5)
populagdo X. Deduza o estimador de maxima verosimilhanca de p e, sabendo que le.gl x; =50, obtenha as
estimativas de méxima verosimilhanca de p e de P(X < 2).

Seja (x1,...,x,) € IN" uma concretizagao de (Xi,..., Xp), n=10.
Funcéao de verosimilhanca:

X;ind. {% X;i.d.
L(pIx1, ..oy Xn) = X%, X1 Xnlp) 7= [ fx (ilp) "= ] fx(xilp)
i=1 i=1
& n
=[Ipa-p*t=p"a-pr=*", o0<p<l.
i=1
Funcao de log-verosimilhanca:

n
(plxy,...,x) =logL(plxy,...,x,) = nlogp + (Z x; —n)log(1—p)
i=1

diferencidvel em ordem a p. Maximizacao de ¢(p|x;, ..., X,):

d n Yl xi—n n n 1
—l(plxy,...,x ):0@——’_—:O©n—np—p Xi+np=0&p= =—.
dp " p 1-p ; : L% X

Seja p = ﬁ = )—lc, entdo p é maximizante de ¢(pl|xi,...,Xx;) se e somente se (onde X # 0)

d2
d—pzZ(plxl,...,xn)|p:’a <0e
2

dp?

n 5= n
_—)|p:ﬁ:_(i+w)|p:l <0, pois )_ x; = n.

f(p|x1,---’xn)|p: :_( p2 (1—p)2 i=1

Logo, o estimador de méxima verosimilhanga de p é + e a sua estimativa é 1 = &5 =0.2.

P(X<2)= Zi:l p(1-p)* 1 =p+pd-p)=p@2-p). Pela propriedade de invariancia dos estimadores de
maxima verosimilhanca, o estimador de méxima verosimilhanca de P(X < 2) é % 2- %) e a sua estimativa
é0.2(2-0.2) =0.36.

2. Numa loja foram seleccionadas, ao acaso e de forma independente, duas amostras de facturas: uma de
31 facturas com indicacdo de NIF e outra de 31 facturas sem NIE Concluiu-se que a soma dos montantes
das facturas foi de 630 euros na primeira amostra e 682 na segunda amostra. Os valores dos desvios padroes
(corrigidos) nessas amostras foram, respectivamente, 6 e 7 euros. Supondo que, em qualquer dos dois casos,
o montante por factura tem distribui¢do normal:

(a) Calcule um intervalo de confianca a 90% para a variancia do montante de uma factura com indicacdo (3.0)
de NIF emitida nessa loja .
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Sejam X; = valor de uma factura com NIF (em euros) e X, = valor de uma factura sem NIF (em euros).

ni ny

m=ny=31,) x1;=630,) Xp; =682,51=6,5=7, X;~N(u;0%),i=1,2.
i=1 i=1

» -1)8?
Varidavel fulcral: T = % 2

_ .2
7~ Xm-1 T Ao
Quantis: 1-a=09=Pla<T<b), a: F%fgo) (@) =0.10/2=0.05=>a=18.493 e b: Fxéo)(b) =
1-0.10/2=0.95= b=43.773.

Intervalo aleatério de confianca:

_(m-D§ che (m -8

(m —1)S3
a= 2 = —
(o b

n —-1)8% (nl—l)sf]
b ' a

(
SO’%S =>IAC0.90(0'2)=[
Intervalo de confiancga:

ni-1)s2 (nl—l)Sf]_[?)Osz 30><62]
b a ~ 1437737 18.493

ICog0(0?) = [( — [24.673,58.402].

(b) Teste a hip6tese de que nessa loja os valores esperados dos montantes dos dois tipos de facturas (com
e sem NIF) sdo iguais, assumindo que as variancias dos montantes sdo iguais nos dois casos. Decida
através do valor-p do teste, tendo em conta os niveis de significancia usuais.

Admitindo 0% = 0%,

Hipoéteses:
Ho:pn = po versus Hy @ # {ia.
Estatistica do teste:

X1 -X-0 H,
To= ~ iy —np-2) = L(60)»
(n1—1)3§+(n2—1)s§( 11
n—ny—2 n n_z)
cujo valor observado é f = = ifiﬁzf; 2? = = —-1.013.
Vg (41,

Valor-p:
p=P(Tpl = |t|| Hy verdadeiro) = 2(1 — Fi,(1.013)) = 2(1 —0.842) = 0.3151.
Decisdo: Se a = 0.3151 = Rejeita-se Hy e se @ < 0.3151 = Nao se rejeita Hy. Logo, aos niveis de

significancia usuais (0.01,0.05,0.10), nao se rejeita a hipétese de os valores esperados dos montantes
dos dois tipos de facturas (com e sem NIF) serem iguais.

Grupo I1 10 valores

1. Seja X a varidvel aleat6ria que indica o tempo, em segundos, entre chegadas consecutivas de carros a uma
portagem. Uma concretizacdo de uma amostra aleatéria de dimensao 70 da variavel X conduziu ao agru-
pamento em classes apresentado na tabela seguinte:

Classe =5 ]5,10] 1]10,20] >20
Frequéncia absoluta | 33 18 15 4

Teste ao nivel de significancia de 10% a hipdtese de X seguir uma distribui¢cdo exponencial com valor espe-
rado igual a 8 segundos.
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Hipoteses:
Hy : X ~ Exponencial(A = 1/E(X) = 1/8) versus H; : X # Exponencial(1 = 1/8).
Estatistica do teste:

k 2
0i-E)” a4 » 2
To = —_—~ = ]
0 1:21 B Yk-p-0 T X0
cujo valor observado é dado por
o7
classe 0; pi e; = np; %
<5 33 0.4647 32.53 (=5) 0.007
15,10] 18 0.2488 17.41 (=5) 0.020
110,20] 15 0.2044 14.31(=5) 0.034
>20 4 0.0821 5.75(=5) 0.532
n=70 1 70 1o =0.593

Se X ~ Exponencial(A =1/8), Fx(x) = [*_ fx(»dy = foxﬂte_’lydy =1-eM, x>0. Logo,
p1=P(X<5|Hy)=1-e%8=0.4647,

p2=P(5< X <10|Hy) = P(X < 10|Hy) — P(X < 5|Hp) = e~ %8 — 71078 = 2488,

p3 = P10 < X < 20|Hp) = P(X < 20|Hp) — P(X < 10|Hp) = e~ '0/8 — ¢720/8 = 02044,

pa=P(X>20|Hy) =1-p;— p2— p3=0.0821.

Note-se que k =4 (e; = 5,Vi) e =0 (ndo foram estimados parametros).

Regido critica:

a =0.10 = P(Rejeitar Hy| Hy verdadeiro) < 0.10 = P(Tp > b|Hp) © Fxé) (b) =0.90 & b =6.251.

RC =]6.251, +o0].

Decisao: Se fp > 6.251 = Rejeita-se Hy e se fp < 6.251 = Nao se rejeita Hy. Logo, como 7 = 0.593 < 6.251,
nio se rejeita a hipdtese de X seguir uma distribui¢ao exponencial com valor esperado igual a 8 segundos
ao nivel de significancia de 10%.

2. Para estudar a relacdo entre a altura das ondas (X, em metros) e 0 montante Y (em milhares de euros) dos
estragos causados na orla costeira em dias de forte agitacdo maritima, foram obtidas observacdes relativas
a 20 dias com forte agitacdo maritima, que conduziram a:

20 20 20 20 20
Yoxi=142 Y x¥=1334 ) x;y;=4940 ) y;=420 ) y?=23820
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Considerando um modelo de regressdo linear simples de Y sobre x:

(a) Indicando hipéteses de trabalho convenientes, teste a significancia do modelo de regressdo linear ao  (4.0)
nivel de significancia de 1%.

Hip6éteses de trabalho: Y; = Bo + f1x; +€;, onde €; ~ N(0,02), Cov(e;€j)=0,i# j,i=1,...,n, n=20.
Hipoteses:
Hy: 1 =0 versus H; : 1 #0.

Estatistica do teste:

B1-0 H
To= —— ~ fn-2) = las),
__ ¢
Z?:lx?_"xz

cujo valor observado é 7y = 6.0/,/% = 8.094, onde f; = %:;—w = 6.0l e 6% =
LI, ¥2 - ng?) - (B2(XL, x2 - n¥?)] = 179.5983.

Regido critica:

a = 0.01 = P(Rejeitar Hy|Hyverdadeiro) < 0.01 = P(|Ty| > b|Hp) < s (b) =0.995 © b = 2.8784.
RC =] —00,—-2.8784[U]2.8784, +c0.

Decisao: Se |fy| > 2.8784 = Rejeita-se Hy e se |fy| < 2.8784 = Nao se rejeita Hy. Logo, como #y =
8.094 > 2.8784, rejeita-se a hip6tese de haver significincia do modelo de regressao linear ao nivel de
significancia de 1%.
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(b) Calcule o coeficiente de determinacdo do modelo e comente o valor obtido, tendo também em consi- (1.5)
deracdo o resultado da alinea anterior.
2 (X, xiyi — nxy)® (4940 — 20 x 7.1 x 21)2

_ - =0.784
(X1, 2 —ni)(X, y2-nj?)  (1334-20x7.12)(23820 — 20 x 21?)

r

Pode-se afirmar-se que 78.4% da variabilidade observada do montante dos estragos causados foi ex-
plicada pela altura das ondas.

Este valor € suficientemente elevado para se dizer que o modelo se ajusta bem as dados, o que é
coerente com o facto de se ter rejeitado Hy : 1 = 0, ao nivel de significancia de 1%.
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