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Duracao: 90 minutos 1% teste B

Justifique convenientemente todas as respostas!

Grupo I 10 valores

1. Considere trés acontecimentos A, B e C associados a mesma experiéncia aleatéria. Mostre que:

P(A)+PB)+P(C)=P(AUBUC)+P(AN(BUC)+PBNC)

P(AUBUC)+P(An(BUuQ)+P(BNnC) =
=P(A)+P(B)+P(C)—P(AnB)—P(ANC)-PBNC)+P(ANBNC)+P((ANB)U(ANC))+P(BNC)
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANnB)—P(ANC)+P(ANBNC)+P(ANB)+P(ANnC)—P(ANnBNCQC)
=P(A)+ P(B)+P(C)

2. Sabe-se que com determinado tratamento se alcancam 70% de curas para certa doenca, quando o mesmo
é administrado a pacientes em condicGes bem definidas. Se o tratamento é aplicado a um grupo de 20
pacientes nessas condicoes:

(a) Determine a probabilidade de pelo menos 5 dos pacientes ndo serem curados.
P(cura) = 0.7, n = 20 pacientes.
X =n® doentes nao curados em 20, nas condi¢coes requeridas.
X ~ Bin(n=20,p=1-0.7 = 0.3) porque i) provas de Bernoulli independentes, ii) p = P(ndo cura) =
0.3 = constante, iii) X conta o n2 sucessos em n = 20 repeticoes.
P(X=25)=1-P(X <4)=1-Fpinwo03 4 =1-0.2375 = 0.7625.

(b) Obtenha a probabilidade de no méaximo quatro dos pacientes nao serem curados, sabendo que no
grupo hd pelo menos um paciente que nao é curado pelo tratamento.

_ P(X=4,X=1) _ P(0<X=<4) _ Fgin@0,03) 4 —FBin@0,030) _ 0.2375-0.0008 _
PX=41X21)= =555y = T-px=0 = 1-Frinz003 0) 00008 — 0-2386.

3. O numero de veiculos que passam por minuto numa das portagens de uma auto-estrada durante os perio-
dos de maior movimento é uma varidvel aleatéria X com distribuicdo de Poisson tal que P[X = 3] = P[X =4].
Admitindo como independentes o nimero de veiculos que passam em minutos distintos, calcule a proba-
bilidade de em 10 minutos desses periodos haver pelo menos 50 veiculos a passarem nessa portagem.

X =n? veiculos que passam por minuto numa das portagens de uma auto-estrada.
X~Po):P(X=3)=P(X=4)o L =X ol 161-4

X; = n? veiculos que passam no minuto i pela portagem. X;j, i = 1,...,10, sdo independentes. Assim,
Y=Y%12 X;~Po(Ay),onde Ay =E(Y)=E(X}2, X)) =X E(X)) 4 10E(X;) = 10 x 4 = 40.

P(Y =50) =1-P(Y =49) =1- Fppuo)(49) =1-0.9297 = 0.0703.

Grupo I1 10 valores

1. Em dia de descontos num posto de abastecimento de combustivel, o tempo que um cliente tem de esperar
até o seu veiculo ser abastecido de combustivel é uma variavel aleatéria, X, com distribui¢do exponencial
de valor esperado igual a 10 minutos.
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(a) Sabendo que um cliente ja esperou por abastecimento 10 minutos, qual € a probabilidade de o cliente  (2.0)
ter de esperar adicionalmente mais do que 30 minutos até o seu veiculo ser abastecido de combustivel?
X = tempo que um cliente tem de esperar até ser atendido em dia de descontos (em minutos).
X ~Exp(1), onde E(X) =10=} © 1=0.1.
P(X >40|X >10) = P(X >40-10), pela propriedade de falta de memoria, = f3°6’ 0.1e %1% g
= —¢ 01¥|%0 = ¢70-1X30 = 073 £ 0,0498.

(b) Obtenha o 12 quartil de X, ou seja, o tempo de espera que ndo é excedido por 25% dos clientes. (1.5)

Seja q1: P(X=q1) =025« [T fyx(x)dx= [ 0.1e7"¥dx=0.25
o —e 0NN =1 70101 = 0.25 & ~0.1g; =10g(0.75) & g1 = —10log(0.75) = 2.8768.

(c) Calcule um valor aproximado para a probabilidade do tempo total de espera de 50 clientes ser superior (2.5)

a5 horas, assumindo independéncia dos tempos de espera dos clientes em causa.

Y = tempo total de espera de 50 clientes.

Y =¥ X;, onde X; é o tempo de espera do cliente i. X; ~ Exp(A).

Considerando que i) X; sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, ii)

E(X;) = 3 =10e Var(X;) = 33 = 100,

E(Y) = B(E%, X;) = £3, E(X;) "2 50E(X;) = 500

Var(Y) = Var(£3, X)) 4 ¥5 Var(X;) "4 50Var(X;) = 5000

Logo, pelo T.L.C. e como n =50 > 30, Y22, X; < N(500,0% = 5000) ou % 2 N(©O,1).

Assim sendo, P(Y >5x60) = 1 - P(Y <300) = 1 - P(X2220 < 300-500) — 1 _ p(-2.83) = ®(2.83) = 0.9977

V5000 — /5000
ou P(Y >5x 60) = 1~ Fy(s00,62 5000 (300) = 1 —0.0023 = 0.9977.

2. Na proposta de referendo sobre co-adopcao e adopg¢do de criangas por casais do mesmo sexo, entretanto
chumbada pelo Tribunal Constitucional, admita que X representa a posicao de um eleitor sobre as questoes
colocadas (X =0 - a favor de ambas; X =1 - a favor de apenas da co-adop¢ado; X =2 - contra ambas) e Y o
seu sentido de voto (Y =0 - sim; Y =1 - ndo; Y = 2 - abstencdo/nulo/branco). Suponha que a funcao de
probabilidade conjunta (incompleta) de (X, Y) é dada por

X\Y | 0 1 2

0 a b 0.1
0.2 0.0 0.1
2 0.0 03 0.1

(a) Tendo em conta que P(Y =0|X =0) = %, determine a e b. (1.5)
P(Y =0|X=0)= % o P()}g(:g,:%):m = a+h‘:—0.l = % < 3a=2a+2b+0.2< a=2b+0.2 (1). Por outro lado,

ZnyP(X =x,Y=y)=1© a+b+0.8=1 (2). Substituindo (1) em (2) obtem-se: 2b+ 0.2+ b +0.8 =
1 b=0logo a=0.2por (1).

(b) Determine o valor esperado, a mediana e a varidncia da varidvel aleatéria X|Y = 2. 2.5)
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PX=xly=2) =200 B e p(Y =2)=Y2_(P(X=x,Y=2)=0.1+0.1+0.1=0.3.
P(X=x|Y=2)= % = %,x=0,1,2, e 0, caso contrdrio. Isto é, X|Y =2 ~ Uni f{0,1,2}
EXIY=2)=Y2_(xP(X=x|Y =2)=(0+1+2)1 =1

Medianade X|Y =2:{talque P(X=¢|Y =2) =05 A P(X <¢|Y =2)=0.5.

Logo, ¢ =1 porque P(X <1|Y =2) =P(X =0|]Y =2)+P(X =1]Y =2) =2 205e P(X 2 1|]Y =2) =
P(X=1Y=2)+P(X=2]Y =2)=%=05.

e ¢ €]1,2] nao é mediana porque P(X 2¢|Y =2) =P (X =22|Y =2) = % <0.5.

EX*Y =2)=Y2_ (x?P(X=x|Y =2)=(0*+12+2%)3 = 3

Var(X|Y =2)=E(X?|Y =2)-E(X|Y =2)?=3-12=4
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