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Grupo I 10 valores

1. Tem-se assumido que o impacto hidrodindmico, X, do casco de um navio sobre uma onda em
determinadaregido do globo possui distribuicdo exponencial de parametro A desconhecido, com valores
medidos em unidades apropriadas. Tendo por base uma amostra aleatéria (X3, Xy, ..., Xj¢) de X:

(a) Determine a estimativa de maxima verosimilhanca do pardmetro A para uma realizacdo (3.0)
(x1,X2,...,X10) da amostra aleatéria tal que Z%gl x; =19.39.
* V.a. de interesse
X = impacto hidrodinadmico do casco de um navio sobre uma onda
* Distribuicao
X ~ exponencial(A)

e Ed.p.de X
Ae M x>0

Fx@x)= { 0, C.C.

¢ Parametro desconhecido
A, A>0

e Amostra

x = (x1,...,Xx,) amostra de dimensao n proveniente da populacdo X

* Obtencdo da estimativa de MV de 1

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca
ndep i~X

fx(x) iz HfX,-(xi)X= [T/x)
j= i=1

i=1
n
—Ax;
i:Hl()Le x)

= Ate M, A>0

L(Alx)

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

InL(Alx) = nln(A) -1 ) x;

i=1

Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de A é doravante representada por A e atente-se que
A =argmaxyL(A|x) = argmaxy In L(A|x). Neste caso em particular:

dinL(A . .

% i 0 (ponto de estacionaridade)
AA/ =

d*InL(Alx) A

—a i <0 (ponto de maximo)

n n L

7 Lin Xi=0
n

_F<O

A=

—
i=1%Xi

Proposi¢ao verdadeira ja que Y7, x; > 0.
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¢ Passo 4 — Estimativa de MV de 1

n

n
i=1
n=10 10

19.39
0.515729.

A =

Xi

I

(b) Tendo em vista a estimacdo do valor esperado de X, compare a eficiéncia do estimador X (.5
relativamente ao estimador T = @

¢ Parametro desconhecido

= E(X)
» Estimador de u = E(X)
X
* Erro quadratico médio de X
EQM,(X) =  VX)+|[bias, (X))
= VX+[EX-u]
S VO poo - poop?
= V;X) [onde V(X) =1/A* e n=10.]

* Outro estimador de y: = E(X)
T = X ';XIO

¢ Erro quadratico médio de T
EQM,(T) = V(D) +|[biasy, (D)
= V(D +[ED-u]
V(Xl +X10) + [E(Xl +X10

o

XimyaX 2VX) [ZE(X)
4 2

V(X)

2

2
—E(X)]

« Eficiéncia do estimador X relativamente ao estimador T =
EQM(T)
EQM(X)
V(X)
2

X1+ X190
2

ey()_(» T) =

V(X)
10

= 5
¢ Comentario
Tendo em conta que e, (X,T) =5> 1 (i.e., EQM,(T) > EQM(X)) pode afirmar-se que X é

um estimador mais eficiente que T = % no que respeita a estimacao de pu = E(X).

2. Para estudar o consumo de combustivel em automédveis do modelo 1 (resp. 2), considerou-se a varidvel
aleatéria X; (resp. X») denotando a quilometragem efetuada por litro (km/litro) de combustivel por um
automoével do modelo 1 (resp. 2) escolhido ao acaso. Tendo selecionado ao acaso 8 automéveis do
modelo 1 e 9 automéveis do modelo 2 e registado as respetivas quilometragens efetuadas por litro de
combustivel, observaram-se os seguintes resultados:

Y8 xi=1947, Y8 x2 =4743.69, Y2, x2i =280.9, Y x5, =8954.45
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Assumindo que as quilometragens efetuadas por litro de combustivel em automoéveis dos modelos 1 e 2

possuem distribui¢do normal com igual variancia:

(a) Obtenha um intervalo de confianca a 90% para a varidncia da kilometragem efetuada por litro de

combustivel em automéveis do modelo 2.

* V.a. deinteresse
X, = kilometragem efetuada por litro de combustivel em automéveis do modelo 2

* Situacao
X, ~normal(yp, 03)
U2 desconhecido
05 DESCONHECIDO

* Obtengdo do IC para o5

Passo 1 — Seleccido da v.a. fulcral para a%

2

(n2—1)S3
= Nx(l’lz—l)

2
0y

uma vez que é suposto determinar um IC para a varidncia de uma populacdo normal, com

valor esperado desconhecido.

Passo 2 — Obtencéo dos quantis de probabilidade
Ao ter-se em consideracdo que 72 =9 e (1 — a) x 100% = 90%, far-se-4 uso dos quantis

(@ by) Plag<Z<by)=1-«a
@ P(Z < ag)=P(Z>by) =al?2.

tabelalcalc.

aq,=F3' (a/2)=F7'(0.05) 2.733

Xiny-1) Xie
be=F}! (1-a/2)= F};l (0.95)
)

tabelalcalc.
5 =
(np-1) ®

15.51.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

»—1)S2
@3
p[i<‘7—§ 1]=1-
bae = (np-1)S5 ~ aa | — a
(n,—1)S? 2 _ m=DSE] _ .
P b—aSO'ZSa—a =l-a

Passo 4 — Concretizacdao
Atendendo ao par de quantis acima e ao facto de

1
2 _
82 -

l’lz—l

& 2 2
Y X5 — 2 (X2)
i=1

1
51 [8954.45 — 9 x (280.9/9)?]
23.406(1)

(n2 - 1) 5 (12— 1) 52
Fl (1-a/2)’ F)}l (a/2)

(ny-1) (np-1)

2
ICq-a)x100%(03%)

segue-se:

(9—1) x23.406(1) (9—1) x23.406(1)

1C % 02 = )
90% (02) 15.51 2.733

[12.0728, 68.5149].

I

(b) Teste ao nivel de significancia de 10% a hipotese de igualdade dos valores esperados das
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quilometragens efetuadas por litro de combustivel em automoéveis dos modelos 1 e 2.

¢ V.a. de interesse
X; = quilometragens efetuadas por litro de combustivel em automéveis do modelo i, i = 1,2

 Situacao
Xy~ Normal(ul,af) 1 X5 ~ Normal(ul,ag)
(¢ — 2) DESCONHECIDO
o4 e 05 desconhecidos, no entanto, assume-se que sdo IGUAIS: 0% = 05 = 02

n1=8<300un; =9<30

* Hipdéteses
Ho:ph—p2=po=0
Hy iy — 2 # o

* Nivel de significancia
ao = 10%

¢ Estatistica de teste
(X1 —X2)— o
(m—1) S2+(1,-1) S 11
\/ e xR+ 5)

dado que se pretende efectuar um teste sobre a diferenca de valores esperados de duas
populacdes normais independentes, com variancias desconhecidas mas que se assume

T= ~Hy Ly +ny-2)

serem iguais.

* Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : i — 2 # o), logo aregido de rejeicdo de Hy (para
valores da estatistica de teste) € W = (—oo, —c) U (¢, +00), onde c : P(Rejeitar Hy| Hp) = ay, i.e.,
c : P(TeW|Hy=a
2x|1— thlmﬂ) ()| =ap

c=F1! (1-a/2)

t(n1+n2—2

c=F!

tas

1(0.95)

. tabelg/calc. 1.753.
¢ Decisao
Atendendo a que
o n =8
B =4 X oy = 97 =24.3375

st= g (T #2,) — mi (20)?] = ghy (4743.69 - 8 x 24.3375%) = 217805 = 0.7398

o np=9
Ty = - X2 X = 292 =31.2(1)
s2 £ 23.406(1),
o valor observado da estatistica de teste é igual a
(X1 — X2) — Ho

(n1-1) $?+(ny—1) s2 1 1
\/ nliﬂ2—2 % (ﬂ_l + ﬂ_z)
(24.3375-31.2(1)) -0

\/(8—1)x0.7398+(9—1)><23.406(1) (L+1)
8+9—2 879

r =

I

—3.9491.

Como t = —-3.9491 € W = (—o0,—-1.753) U (1.753, +00), devemos rejeitar Hy ao n.s. ag = 10%
[ou a qualquer n.s. superior a ay = 10%].
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Grupo I1 10 valores

1. Numa dada eleicdo para a Presidéncia da Reptuiblica concorrem 3 candidatos: A, B e C. Suponha que dos  4.0)
2000 eleitores inquiridos numa sondagem aleatéria: 1000 sdo apoiantes do candidato A, 600 preferem o
candidato B e 400 preferem o candidato C.

Vérios analistas sustentam que, entre os eleitores, a base de apoio do candidato A é dupla da base de
apoio do candidato B e tripla da base de apoio do candidato C. Averigte, aplicando um teste apropriado,
se a opinido dos analistas é consistente com os resultados da sondagem. Decida com base no valor-p.

* V.a. de interesse e f.p.
X = candidato apoiado pelo leitor inquirido
{ P(X=i), i=AB,C
§= -
o, caso contrario
* Hipoéteses
Hy:pi= p? (i=AB,C) onde

6

0 _5,0 _2,0 _ p,oqzﬁ
Pa=2pp=3p¢c 0_3
0., Ph, P Y 6342 p) <\ PsT 1
Patst3 =1 5 =1 0_ 2
Pc=11

Hi:p; # pY, para algum i

¢ Estatistica de teste
(Oi - Ei )2 a 2
g5 XG-p-1y
onde:
k = No. de classes = 3 (candidadtos)
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No.de parametros a estimar = 0 [dado que a distribuicdo conjecturada em H, estd
completamente especificada, i.e., Hy € uma hip6tese simples.]

* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)

Ao efectuarmos um teste de ajustamento do qui-quadrado a regido de rejeicdo de Hy é um
intervalo a direita W = (¢, +00).

e Calculo das frequéncias absolutas esperadas sob H
As frequéncias absolutas esperadas sob Hy sdo dadas por E; = n x p? (i=A,B,C) eiguaisa
E 4 = (1000 + 600 +400) x & = 1090.(90)
Ep =2000 x 2 = 545.(45)
E¢ =2000 x = = 363.(63).

[Importa notar que nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo
menos 80% das classes se verifica E; =5 e E; = 1 para todo o i.]

* Decisdo (com base no valor-p)
No célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar:
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i Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy  Parcelas valor obs. estat. teste

_E:)?
2
1000 1090.(90) [1000-2099.001- — 7. (57)
2
B 600 545.(45) Lol =5.45)
2
400 363.(63) 1100-393. 03I = 3.(63)

._F)2
TiABCOi=n=2000 Yi_opcEi=n=2000 t=Y;_pc 2 =16.6)

Assim, temos
(0; — Ei)?

i=A,B,C E;
16.(6).

Uma vez que a regido de rejeicdo de Hy é para este teste um intervalo a direita temos:
valor—-p = P(T>t| Hy)
= P[T>16.(6) | Hy]
= 1-Fp [16.(6)]
(3-1-0)

=" 0.00024.

Consequentemente, é suposto:

- ndo rejeitar Hy a qualquer n.s. ap < 0.024%;

- rejeitar Hy a qualquer n.s. ap > 0.024%, pelo que a opinido dos analistas ndo é consistente
com os dados a qualquer dos niveis usuais de significancia (1%, 5% e 10%).

[Em alternativa, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado com
2 graus de liberdade e adiantar um intervalo para o p-value:
F (0.9995)=1520 < ¢=16.(6)
2
0.9995 < FX(Zz) [16.(6)]
1-F,. [16.(6)] < 1-0.9995
2)
valor—p < 0.0005.

Logo o intervalo para o valor-p é (0,0.0005) e devemos:

— rejeitar Hy a qualquer n.s. @ = 0.05%, pelo que a opinido dos analistas ndo € consistente com
os dados a qualquer dos niveis usuais de significancia (1%, 5% e 10%).]

2. Para descrever a relacdo existente entre o volume de uma massa de um gds ideal classico e a respetiva
pressdo, registaram-se 10 valores do logaritmo de base 10 do volume, x (com o volume medido em
polegadas ao quadrado), e os correspondentes valores experimentais do logaritmo de base 10 da pressao,
Y (com a pressdao medida em psi). Pretendendo avaliar-se a validade do modelo de regressao linear
simples para descrever a relacdo existente entre o logaritmo da pressdo do gds e o logaritmo do seu
volume, efetuaram-se os seguintes calculos:

00xi=194, Y10 x?=38.06, X% yi=148 X%y =2276  X[° x;yi=28.12

(a) Obtenha as estimativas de minimos quadrados dos parametros da recta de regressdo linear simples
de Y em x e interprete o significado do sinal da estimativa do parametro f; do modelo.
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» Estimativas de e ;
Dado que

o n=10
o 2?21 x;=19.4
F=1yP x=14=19
Y, x7=38.06
" x2-n(x)%=38.06—10x 1.94%2 = 0.424

i=1"i

o 2?21 yi=14.8
7= ElL yi= Hf =148
Yr, yr=2276

Y yi-n(y)?*=2276-10x 1.48% = 0.856

o Z?:] XiyVi = 28.12
Y Xiyi—nkj=2812-10x1.94 x 1.48 = —0.592,

as estimativas de f; e B¢ sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

5 Y Xiyi—nxy
1 = 2 2
BT
_ —0.592
0424
~ —1.396226

Bo = 7-Pixx
~ 1.48-(—1.396226) x 1.94
= 4.188678

* Interpretacao do sinal da estimativa de 3,
B1 = —1.396226
Como o sinal de ,31 é negativo, espera-se que um aumento no logaritmo de base 10 do volume
do gas provoque uma DIMINUIGCAO no valor esperado do logaritmo de base 10 da pressao.

(b) Indicando as hip6teses de trabalho convenientes, obtenha um intervalo de confianca a 95% para
o parametro ;1 do modelo de regressao linear simples de Y em x. O que pode concluir sobre a
significancia do modelo de regressdo ao nivel de significAncia de 5%?

* Hipéteses de trabalho

€; iid. Normal(0,02),i=1,...,n
Bo, B1 € 0> DESCONHECIDOS

* Obtencdo do IC para §3;

Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para 5,
pr - B1,o
L =— ~ Lin-2)
62
iy Xj-nx?

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Neste caso n=10e (1 — a) x 100% = 95%, logo usaremos os quantis de probabilidade

Plag<Z<by)=1-«a
(Ag,ba) _ _
P(Z < ag)=P(Z > by) = al2.
aa=~F;}, (1-a/2) = ~F;}(0.975) "“*'2 "' _2 306
ba = F;', (1-a/2) = F;10.975) "***'2°%% 2 306,
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Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Plag<Z<by)=1-a

R -1 62 R -1 6?2 _
P ,Bl—Ft(H)(l—a/Z)x Wsﬁlsﬁ1+ﬂmw(l—a/2)x W}—l—a.

Passo 4 — Concretizacdao
Atente-se que

1
&2
n-—2

(£ s2-n7)-6° (£ -]

1

= ——[0.856 — (~1.396226)* x 0.424]
10-2

= 0.003679

. . o2
PrFy, (-al)x /oy
i=1"i
0.003679
—1.396226 +2.306 x \/ ——
0.424

[-1.396226 + 0.214812]
[-1.611038, —1.181414].

ICa—-a)x100% (B1)

Logo

1

ICos5% (1)

I

 Teste de significAncia do modelo de RLS
Hipéteses
Hp:f1=p10=0
Hy: B1# Pro
N.s.
g = 0.05
Decisao
Invocando a relacao entre intervalos de confianca e testes de hip6teses, podemos adiantar
que:
— ovalor conjecturado para 8, em Hy é
Pro = 0
¢ ICo59%(B1) =[—1.611038, —1.181414];

— assim sendo, a hipétese Hy : f1 = 1,0 = 0 deve ser rejeitada ao nivel de significancia
a =5% [ou a qualquer n.s. ay > 5%].
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