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TECNICO LISBOA

Duracao: 90 minutos 12 Teste A

Justifique convenientemente todas as respostas!

Grupo I 10 valores

1. Uma biblioteca universitdria é frequentada por trés categorias de utentes: alunos, docentes e
funciondrios. Da consulta dos registos concluiu-se que: 50% dos utentes sdo alunos, 30% sao docentes
e 20% sdo funciondrios. Apurou-se também que: 25% dos utentes sao alunos que requisitaram livros;
6% sdo docentes que requisitaram livros; e 4% sao funciondrios que requisitaram livros. Tendo sido
selecionado ao acaso um utente da biblioteca:

(a) Calcule a probabilidade de o utente selecionado ter requisitado livros da biblioteca. (1.5)

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Evento Probabilidade

A = {utente é aluno} P(A)=0.5

D = {utente é docente} P(D)=0.3

F = {utente é funcionario} P(F)=1-P(A)-P(D)=0.2
R = {utente requisitou livros} PR)=?

R n A = {utente requisitou livros e é aluno} P(Rn A) =0.25

R n D = {utente requisitou livros e é docente} P(RnD)=0.06

R N F = {utente requisitou livros e é funcionario} P(RnNF) =0.04

¢ Acontecimento
R = {utente requisitou livros}

¢ Probabilidade pedida
Tirando partido do facto de os acontecimentos A, D e F constituirem uma particao do espaco
de resultados Q, podemos escrever:

P(R) = P[(RNAUMRND)U(RNF)]
= P(RNA)+P(RND)+PRNF)
= 0.25+0.06 +0.04
= 0.35.
(b) Sabendo que o utente escolhido requisitou livros, determine a probabilidade de ser um aluno. (1.0)
* Probabilidade pedida
P(AnR
P(AIR) = ﬁ (def. de probabilidade condicionada)
@ 0.25
~ 035
9
= o
(c) Sao {utente requisitou livros} e {utente é um aluno} acontecimentos independentes? (1.5)
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* Averiguacdo de independéncia
Uma vez que os acontecimentos R e A se dizem independentes se e s6 se
P(RNnA)=P(R) x P(A) eque

P(RNA) = 025
=
P(R)xP(A) = 0.35x0.5
= 0.175,

pode afirmar-se que R e A nao sao acontecimentos independentes.
[Em alternativa, recordemos que, caso A e R sejam acontecimentos independentes (ambos
com probabilidades ndo nulas), P(A | R) = P(A). Ora,

P(A|R) = >
7

#
P(A) = 0.5,

pelo que pode concluir-se que A e R ndo sdo acontecimentos independentes.]

2. Em 1938, o fisico Frank Benford propds a seguinte funcdo de probabilidade para a varidvel aleatéria X
que representa o primeiro algarismo de um niimero inteiro genuino escrito em base decimal:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(X=x) | 0301 0.176 0.125 0.097 0.079 0.067 0.058 0.051 0.046

Constatou-se também que o primeiro algarismo de um numero inteiro fraudulento, doravante
representado pela varidvel aleatéria Y, possui distribuicdo uniforme no conjunto {1,2,...,9}.
(a) Obtenhaasmodasde XeY. (2.0)

* Variével aleatéria X
X = primeiro algarismo de um ntimero inteiro escrito em base decimal

* Modade X
Represente-se a moda de X por mo(X). Entdao

mo(X): P[X=mo(X)]= max P(X=x).

x€{l1,2,...,9}

Atendendo a que P(X = 1) = 0.301 é superior a qualquer dos restantes valores da f.p. de X,
temos mo(X) = 1.

e Varidvel aleatéria Y
Y = primeiro algarismo de um nimero inteiro FRAUDULENTO em base decimal

* Distribuicdo de Y
Y ~ uniforme discreta({1,2,...,9})

e Ep.de Y
1
q’ = 1,2,...,9
P(Y=y)={ gV 7
0, caso contrario.
e ModadeY

Neste caso temos

mo(Y): P[Y=mo(Y)l= max P(Y =y).
ye{l,2,...,9}

)

Dado que a f.p. de Y é constante em {1,2,...,9}, a moda ndo é tinica. Com efeito, todos os
valores possiveis desta v.a. sdo valores modais, i.e., mo(Y) =1,2,...,9.
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(b) Determine e compare P(X >3) e P(Y > 3).
* Probabilidades pedidas

(c) Ao examinar um registo fiscal selecionado ao acaso, uma inspectora suspeita de fraude com
probabilidade 0.1. Calcule o valor esperado do ntimero de registos examinados até que a inspectora
suspeite de fraude pela primeira vez. Indique as suas hipéteses de trabalho.

P(X >3)

P(Y >3)

I

¢ Comentdrio

Em caso de fraude o primeiro algarismo sera superior a 3 mais frequentemente que na
auséncia de fraude. [Poderemos tirar partido deste e de outros factos para emitir alertas de

fraude.]

1-P(X<3)
3
1-) P(X=x)
x=1
1-(0.301+0.176+0.125)

1-0.602
0.398

¢ Variavel aleatéria de interesse

R =registos examinados até que a inspectora suspeite de fraude pela primeira vez

* Hipéteses de trabalho

Admitiremos que:

— ainspectora examina os registos de modo independente;

- a probabilidade de suspeita de fraude se mantém constante ao longo dos exames aos

registos.

* Distribuicao de R
R ~ geométrica(p)
com

p = P(suspeita de fraude) = 0.1

¢ Valor esperado de R
ER) fo;m.

1
p
10 registos.

Grupo II

10 valores

1. Admita que a funcao de distribuicdo da velocidade de impacto (X, em milhas nduticas por hora) de
ondas em cascos de navios em determinada regido do globo é dada por:

Fx(x)= {

0, x<
2
l-e™*, x=

0
0.

(a) Obtenha a probabilidade de a velocidade de impacto de uma onda pertencer ao intervalo [1, 1.5].
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* Probabilidade pedida
P(l1=X=<15) = P(X=<1l5)-P(X=1)
= Fx(1.5)-Fx()

(1-e7) - (1-¢7")

N AT

0.2625.

1

(b) Sabendo que E(X) = v e V(X)=1-Z, obtenha um valor aproximado para a probabilidade de a
velocidade média de 1mpacto de 50 ondas ser superior a 1.

e V.
X; =velocidade de impactodaondai, i=1,...,n
n=>50

* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns
XM x, i=1,..,n
EX)=EX) =p=", i=1..,n
VX)=V(X)=0*=1-%, i=1,...,n
* Novav.a.
X= %Z?:I X; = velocidade média de impacto de n ondas

* Valor esperado e varidncia de X

EX)=E(LYL, X;)=1¥7 EX) =" L xnE() = E(X) =
- X;indep. Xi~X 2
Vi) =V(} :-lei) P L < T V) FE kv = YR - 2

e Distribui¢do aproximada de X
Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se
X-EX) X-pga
VVX) olvn
* Valor aproximado da probabilidade pedida

Atendendo a que = £ ~(0.8862 e L = 1—02 ~4.292 x 1073, temos

~ Normal(0,1).

P(X>1) = 1—P(X<1)
X —
_ 1 p( p_1l-p )
a/\/_ U/\/ﬁ
1-0.8862
| o
4.292 x 1073
= 1-®(1.74)
mbelg/calc. 1-0.9591
= 0.0409.

2. Sejam X e Y as varidveis aleatorias que representam, respetivamente, o numero de dias consecutivos em
que hé equipamento parado e o nimero de trabalhadores dispensados numa fébrica de componentes
eletrénicas, quando ha necessidade de proceder a manutencdo ou reparacdao de alguma maéquina.
Admita que a funcdo de probabilidade conjunta de (X, Y) é dada por:

Y
0 1 2
03 0.1 0
0.1 0.2 0.05
0.05 0.1 0.1

W N

(a) Determine o valor da func¢do de distribuicdo conjunta no ponto (2,1).

Péagina4 de 6

(3.0)

(1.0)



Par aleatério (X, Y)

X =numero de dias consecutivos em que ha equipamento parado
Y = niimero de trabalhadores dispensados

Ep. conjunta

PX=xY=y) (ver enunciado).

Probabilidade pedida
Fxy(@2,1) = P(X<2Y<l)
2 1
= ) Y PX=xY=Y)
x=1y=0
= 03+0.1+0.1+0.2
= 0.7.

(b) Calcule o valor esperado e a variancia da variavel aleatéria Y | X = 3.

V.a.
Y| X=3
Ep.deY | X =3

Atendendo a que

3
Y P(X=3,Y=y)

P(X=3) =
x=1
= 0.05+0.1+0.1
= 0.25,
temos
P(X=3,Y=y)
PY=y|lX=3 = —> %
P(X=3)
0.05 _ _
ﬁ = 0.2, x=0
= 055 = 0.4, x=1,2
0, restantes valores de x
Valor esperadode Y | X =3
2
E(Y|X=3) = ) yxP(Y=y|X=3)
y=0
= 0x02+1x04+2x0.4
= 1.2

Varidnciade Y | X =3

V(Y|X=3) = E(Y?|X=3)-E>(Y|X=3)
2

VxP(Y=y|X=3)|-1.2°
y=0
(0%x0.2+1%x0.4+2% x 0.4) — 1.22
2-1.44

0.56.

(c) Obtenha o valor da covaridncia entre X e Y. Que conclui?

e Covarianciaentre Xe Y

Uma vez que se pretende calcular

cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)x E(Y),

serdo necessdrios alguns cdlculos auxiliares que envolverdo as f.p. conjunta de (X,Y) e

marginaisde X e Y.
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* Ep. conjunta e f.p. marginais
PX=xY=y,PX=x)=Y, PX=xY=))eP¥ =y)= i:oP(X =x,Y =y
encontram-se sumariadas na tabela seguinte:

Y
X 0 1 2 P(X=x)
1 03 0.1 0 0.4
2 0.1 0.2 0.05 0.35
3 0.05 0.1 0.1 0.25
P(Y=y)| 045 04 0.15 1

¢ Valor esperado de X Y

3 2
EXXY) = ) Y xyxPX=x,Y=y)
x=1y=0
= 1Ix1Ix01+2x1x02+2x2x0.05+3%x1x0.1+3x2x0.1
= 16

* Valor esperado de X
3

E(X) = xx P(X =x)
x=1
= 1x0.4+2x0.35+3x0.25
= 1.85

* Valor esperado de Y
2

E(Y) = Y yxP(Y=y)
y=0

= 0x0454+1x0.4+2x0.15
= 0.7

e Covariancia entre X e Y (cont.)

cov(X,Y) = EXY)-EX)E(Y)
1.6-1.85x0.7
0.305

* Conclusio
— Visto que cov(X, Y) # 0 podemos concluir que X e Y sdo v.a. DEPENDENTES.

— Dado que cov(X, Y) > 0podemos adiantar que X e Y tenderao a variar no mesmo sentido
relativamente aos respectivos valores esperados.
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