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Preludio

Texto de apoio a disciplina de Teoria da Computacao da Licenciatura em Enge-
nharia Informatica e de Computadores do IST, em complemento da bibliografia
recomendada:

M. Sipser, Introduction to the Theory of Computation, Second Edition. Thom-
son Course Technology, 2006.

A todos os interessados numa introducdo & teoria da computabilidade e da
complexidade computacional.

Estrutura do texto

Introducgao a Teoria das Linguagens, a Teoria da Computabilidade, e depois a
Teoria da Complexidade, dos modelos computacionais mais simples, como o0s
automatos, até as maquinas de Turing. Exercicios seleccionados resolvidos.

Emulador

Para acompanhar os alunos na melhor compreensdo das matérias serd 1til
utilizar um emulador de autématos finitos (por exemplo, o que é disponibi-
lizado em https://automatonsimulator.com), e principalmente um emulador
de maquinas de Turing, nomeadamente o que estd disponivel na pagina da
disciplina.
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Preliminares

“Without mathematics one wanders endlessly in a dark
labyrinth.”
Galileo Galilei, Il Saggiatore, 1623

1.1 Conjuntos, funcoes e cardinalidade

Um conjunto é uma coleccdo de elementos, sem repetigoes nem ordem relativa.
Como é usual, usamos a € A para denotar que um elemento a pertence a um
conjunto A, e A C B para indicar que todos os elementos do conjunto A estao
também no conjunto B, isto é, A é subconjunto de B. O conjunto vazio, que
denotamos por () é particularmente interessante, pois a ¢ () qualquer que seja
a, pelo que () C B qualquer que seja B. Obviamente, também, A C A, pelo que
usamos A C B quando a incluséo é estrita, isto é, existe b € B tal que b ¢ A.
Adoptamos a notacao usual para conjuntos de niimeros:

o naturais N={1,2,3,4,...}, ou Ng ={0,1,2,3,4,... };

inteiros Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... };

e racionais Q;
o reais R, reais nio negativos R, ou reais positivos R

Usamos p(A) para representar o conjunto das partes de A, isto é, o conjunto
de todos os subconjuntos de A. Por exemplo, o conjunto {1, 2} tem exactamente
4 subconjuntos, p({1,2}) = {0, {1},{2},{1,2}}.

Usamos A N B para representar a intersec¢do dos conjuntos A e B, isto é, o
conjunto dos elementos que pertencem a ambos. Analogamente, usamos AU B
para representar a unido dos conjuntos A e B, isto é, o conjunto dos elementos
que pertencem a pelo menos um dos dois conjuntos. Como se espera, podemos
intersectar ou unir mais do que dois conjuntos. Como ¢é usual, também usamos
a complementagio, sendo que A\ B denota o subconjunto de A que contém
todos os seus elementos que ndo pertencem a B.
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8 1. PRELIMINARES

Consideramos ainda o produto cartesiano de conjuntos A x B = {(a,b) :
a € A,b € B}, que se estende de maneira ébvia a mais conjuntos, resultando
em triplos, quadruplos, e vectores com mais posi¢oes, em vez de apenas pares.
Usamos A* para denotar o produto cartesiano de A por si préprio k € N vezes.
Obviamente, A = A.

Denotamos por f : A — B uma funcio do conjunto A para o conjunto B.
Uma fungdo pode ser parcial e estar indefinida para alguns elementos de A.
Denotamos por dom(f) C A o dominio de definigdo de f. A funcdo f associa
a cada a € dom(f) um elemento f(a) € B. O contra-dominio de f é conjunto
cod(f) = {f(a) : a € dom(f)}. Quando dom(f) = A dizemos que f é uma
funcao total, ou simplesmente uma aplicagdo.

Se f: A— Beg: B — C sao fungbes entdo define-se a fungdo composta
(gof): A— C tal que (g0 f)(a) = g(f(a)) se a € dom(f) e f(a) € dom(g).

Uma fungao f : A — B diz-se injectiva se associa diferentes elementos de B
a todos os elementos de A, ou seja, f é total e se f(a1) = f(az2) para aj, a2 € A
entdo a; = az. Uma fungdo f: A — B diz-se sobrejectiva se cod(f) = B. Uma
funcéo f : A — B diz-se bijectiva se é injectiva e sobrejectiva.

Se f : A — B é injectiva, pode definir-se uma funcao inversa f~': B — A
tal que dom(f~!) = cod(f) e, para cada b € dom(f~'), f~1(b) é o tinico
elemento a € A tal que f(a) = b. Obviamente, (f~! o f)(a) = a para qualquer
a € A.

Uma relagdo é um subconjunto R de A x B, ou em geral de um produto
cartesiano. Para um conjunto A e k € N, R C A* diz-se uma relacio k-dria,
ou de aridade k, sobre A.

Usamos #A para denotar o cardinal do conjunto A, ou seja, o tamanho
do conjunto. Para conjuntos finitos, o cardinal é como usual um nimero em
Np. No entanto, para conjuntos infinitos, as coisas sdo mais complicadas. Sem
entrar na discussdo de assuntos ndo triviais da matematica moderna, como a
hipdtese do continuo, definimos que #A < #B se existe uma funcao injectiva
f: A— B. Dizemos que #A = #B se #A < #B e #B < #A. Escrevemos
ainda #A < #B se #A < #B mas #A # #B.

Um conjunto A diz-se contdvel se #A < #N. Um conjunto A diz-se infinito
se #N < #A. Um conjunto A diz-se numerdvel se é infinito e contavel, ou seja,

#A = #N.

Proposicao 1.1.
Um conjunto A é numerdvel se e s6 se existe uma funcao h : A — N bijectiva.

Dem.: Se o conjunto A é contavel e infinito, temos fungdes injectivas
f:A—=>Neg: N — A Considere-se a funcdo h : A — N definido por
h(a) =#{d € A: f(d') < f(a)} e verifique-se que é bijectiva.

Se temos uma bijeccao h : A — N, obviamente que h é injectiva e portanto
A é contavel. Por outro lado, h~! é total, j4 que h é sobrejectiva, e h™!(n;) =
h=Y(ny) = a implica que h(a) = ny = ng, concluindo-se que h~! ¢ injectiva e
portanto A é infinito. O

H4 muitos conjuntos interessantes que sdo numeraveis, desde logo N, Ny, Z, Q.
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No entanto, também héa conjuntos infinitos com cardinalidades maiores. E o
caso dos niimeros reais, ou seja, #N < #R.

1.2 Alfabetos e linguagens

Definigdo 1.2. ALFABETO, PALAVRA, LINGUAGEM

Um alfabeto ¥ é um conjunto finito e nao-vazio (de simbolos).

Uma palavra sobre ¥ é uma sequéncia finita de elementos do alfabeto. Deno-
tamos por ¥* o conjunto de todas as palavras sobre 3 (fecho de Kleene).
Uma linguagem sobre X é um subconjunto de %*. Se L é uma linguagem sobre
¥, a linguagem complementar de L é L = ¥*\ L. Denotamos por £* o conjunto
de todas as linguagens sobre X. A

Por exemplo, se ¥ = {0,1} entdo ¥* contém 4 palavras de comprimento
2: as palavras 00, 01, 10 e 11. O conjunto {0,1}* é um conjunto infinito,
que contém exactamente 2" palavras de comprimento n para cada n € Np.
Em particular, contém uma palavra de comprimento 0, que ndo tem nenhum
simbolo do alfabeto, dita a palavra vazia. Como nao podemos visualizé-la,
usaremos € para nos referirmos a palavra vazia. Note-se que € € X* para
qualquer alfabeto X, pois a palavra vazia é a inica que podemos construir sem
usar qualquer simbolo.

Usamos w’? para denotar a palavra w invertida. Por exemplo, se w = 1011,
entdo w? = 1101.

Proposigcao 1.3.
Se ¥ € um alfabeto entdo #3* = #N.

Dem.: Exercicio. O

Usamos . para concatenar palavras. Obviamente, w.e = e.w = w. Por exemplo,
000.111 representa a palavra 000111. Deste modo, podemos escrever 0.w para
denotar uma palavra que comeca por 0, ou mesmo 0.w.11 para denotar uma
palavra que comega por 0 e termina com 11. Dizemos que u é um prefixo de u.v,
e analogamente que v é um seu sufixo. Omitiremos a operagdo de concatenacao
. sempre que nao traga ambiguidade.

Usamos |w| para representar o comprimento de uma palavra w. Claramente,
|010| = 3, |¢] = 0 e |uv| = |u| + |v]. Dado n € N, se n < |w|, usamos também
w, para representar o n-ésimo simbolo da palavra w. Assim, qualquer palavra
w é tal que w = wiws . . - W|y|. Por exemplo, se w = 010, tem-se w; =0, wo =1
e w3z = 0.

Dados w € ¥* e n € Ny, denotamos por w" a palavra em {w}* que tem
comprimento n x |w|. Por exemplo, w® = € é a palavra vazia, w! = w, e w? é a
palavra ww.

O conjunto de todas as palavras sobre {0, 1} que contém o mesmo nimero de
0s e de 1s é uma linguagem. Claramente, 100110 ou € pertencem a linguagem,
mas 111110 ou 010 nao pertencem.

Noutro extremo, podemos entender a lingua portuguesa, por exemplo, como
uma linguagem sobre o alfabeto formado pelos caracteres de A a Z, maidsculos
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e minusculos, acentuados ou nao, com ou sem cedilhas, juntamente com o hifen
e outros sinais de pontuacao.
Dadas as linguagens L1, Ly € L£*, definimos a concatenagio das lingua-

gens como sendo a linguagem L;.Ly = {uv : w € Lj,v € Ls}. Definimos
também o fecho de Kleene de uma linguagem L como sendo a linguagem
L* ={wug...up,:ne€Ngeuy,...,u, € L}.

Atentemos agora na cardinalidade de £>.

Proposicao 1.4.
Se ¥ € um alfabeto entdo #L> > #N.

Dem.: Suponhamos, por absurdo, que #£> < #N. Facilmente se verifica
que £* é infinito: se a € ¥ entdo {a}, {aa}, {aaa}, ... sdo todas linguagens
distintas e, portanto, a fungdo f : N — L tal que f(n) = {a"} para cada
n € N é injectiva. O conjunto #L£> seria assim numerével, e existiria uma
funcdo L : N — £* bijectiva.

Existe também uma funcdo w : N — X* bijectiva porque sabemos, pela
Proposigao [1.3] que 3* é numeravel.

A argumentacio seguinte é usualmente conhecida como diagonalizagdo.

Poderiamos entao considerar a linguagem A C X* tal que, para cada i € N,
w(i) € A se e s6se w(i) ¢ L(i). E ficil verificar que A # L(i), qualquer que
seja i € N. Nomeadamente, a palavra w(i) distingue as duas linguagens pois
pertence a A apenas e s6 se nao pertence L(i). No entanto, A € £>, o que
contradiz a sobrejectividade de L. O

Analogamente, definimos F> como o conjunto de todas as funcdes f : £* — £*.

Proposicao 1.5.
Se ¥ € um alfabeto entdo #F> > #N.

Dem.: Semelhante, exercicio. O

Podemos usar alfabetos muito simples para representar objectos arbitrarios.
Por exemplo, podemos representar niimeros naturais usando varias notagoes:

unaria: €, 1,11,111,1111,...
binaria: 0,1,10,11,100,101,110,111,1000,...
decimal: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ...

Podemos também representar outros objectos. Por exemplo, podemos usar
1110100010010001001100 para representar um grafo (orientado) circular com 3
noés (ver Figura [1.1).

Separemos a sequéncia: 111.0.100.010.010.001.001.100. A sequéncia inicial
de 1s indica-nos o nimero de nés do grafo (3 nds). O primeiro zero serve
apenas como delimitador. A seguir temos varias sequéncias de comprimento 3
(o ntimero de nés do grafo); 100 e 010 representam a aresta do n6 1 para o né
2, depois 010 e 001 representam a aresta do né 2 para o né 3, e finalmente 001
e 100 representam a aresta do n6 3 para o n6 1. Ha obviamente outras formas
de representar grafos, até mais sucintas, mas adoptaremos esta representacio e
chama-la-emos de candnica.
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Q—

Figura 1.1: Grafo circular com 3 nos.

Portanto, a partida, uma palavra nao tem um significado determinado, pois
é apenas uma sequéncia de simbolos. O significado da palavra emergird apenas
da forma como for usada, em cada contexto. Neste sentido, ndo temos a priori
como dizer se a palavra 10 representa a quantidade ‘dez’ em notagao decimal,
a quantidade ‘dois’ em notagéo binaria, ou um grafo com apenas um né e sem
arestas.

Observe-se ainda que alfabetos com 2 simbolos (por exemplo {0,1}, que
serd de certa forma o nosso alfabeto fetiche) sdo suficientes, em geral, para
representar linguagens sobre alfabetos mais sofisticados. Dado um alfabeto 3
com um méaximo de 2 simbolos, é ébvio que podemos usar sequéncias binarias
distintas, de comprimento k, para representar cada um dos simbolos de X.

1.3 Demonstracoes: inducao, reducao ao absurdo

Seja A um conjunto. Uma propriedade sobre A é uma aplicagao P : A — {0,1},
em que P(a) = 1 significa que a propriedade é verdadeira para a € A, e P(a) =
0 significa que a propriedade é falsa para a € A. Diz-se que a propriedade
se verifica em A, ou que é verdadeira em A, se for verdadeira para todos os
elementos de A.

Exemplo 1.6.
Considere-se a propriedade P; sobre N tal que

Pi(n) = {

1 sen épar
0 caso contrario

Nao é muito dificil concluir que a propriedade é verdadeira para alguns valores
de N mas nao para todos. A

Exemplo 1.7.
Considere-se a propriedade Ps sobre N tal que

Pa(n) = {

1 sen?=(n—-1)>2+2n-1
0 caso contrario

Neste caso, a propriedade é verdadeira para todos os valores de N. A

Exemplo 1.8.
Considere-se a propriedade Ps sobre grafos tal que

Ps(g) = {

1 se a soma dos graus de todos os vértices de g é um ntmero par
0 caso contrario
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Esta propriedade é verdadeira para todos os grafos. A

Por uma questdao de conveniéncia, é usual escrever a propriedade apenas
para o caso verdadeiro. Por exemplo, no caso do Exemplo [I.8] a propriedade
pode ser apresentada como “para qualquer grafo, a soma dos graus dos seus
vértices € um niimero par”.

Uma demonstra¢io é uma justificacdo de que uma propriedade se verifica,
isto é, que é verdadeira em todos os pontos do dominio. Existem diferentes
técnicas para demonstrar uma propriedade.

Uma demonstragao pode ser directa. Neste caso, a demonstragao consiste
numa sequéncia de passos devidamente justificados que permitem justificar a
veracidade da propriedade.

Exemplo 1.9.
Seja U um conjunto. A seguinte propriedade é sempre verdadeira:

AU B = AN B, quaisquer que sejam os conjuntos A, B C U

em que X denota o conjunto U\ X. Deixa-se como exercicio escrever a aplicacio
correspondente a esta propriedade.

Para demonstrar a propriedade, basta demonstrar que: (i) AUB C AN B;
(i) AUB 2 AN B. De (i) e (ii) conclui-se imediatamente que os conjuntos
AUB e AN B tém de ser iguais. A demonstragio de (i) e (ii) apresentada
de seguida recorre apenas aos conceitos de teoria dos conjuntos anteriormente
referidos.

Para demonstrar (i), seja  um elemento de AU B. Usando a defini¢do
de conjunto complementar, sabe-se que x é um elemento de U mas que = nao
pertence a AU B. Se x nao pertence a AU B entdo, por definicdo de unido de
conjuntos, x ndo pertence a A nem a B. Recorrendo novamente & defini¢do de
conjunto complementar, conclui-se que z pertence a A e também a B. Logo,
por definicdo de interseccio de conjuntos, x também pertence a A N B. Entdo,
todo o elemento de AU B ¢ também elemento de AN B, ou seja, a propriedade
(i) é verdadeira.

Deixa-se como exercicio a demonstracao da propriedade (ii). A

No exemplo anterior apresenta-se uma demonstracao directa de uma pro-
priedade. Cada um dos passos foi justificado rigorosamente, neste caso com
base em defini¢Ges de teoria de conjuntos. Mas alguns dos passos poderiam ter
sido justificados por propriedades estabelecidas anteriormente.

Uma outra técnica de demonstracao é a demonstracao por redu¢do ao ab-
surdo, ou por contradicao. Neste caso, assume-se que a propriedade que se
pretende demonstrar é falsa e tenta-se chegar a uma contradicdo.

Exemplo 1.10.
Seja U um conjunto. A propriedade seguinte é sempre verdadeira:

A C AU B, quaisquer que sejam A, B C U.

Suponha-se que a propriedade é falsa. Entao, por definicdo de subconjunto,
existe um elemento x que pertence a A e que ndo pertence a AU B. Mas se x
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nao pertence a AU B, por definigdo de unido de conjuntos, x ndo pertence a A
nem a B. Neste momento, chegou-se a uma contradicao porque, por um lado x
pertence a A, mas por outro lado, x ndo pertence a A. Entao, a hipdtese inicial
de que A nao estd contido em AU B é falsa, ou seja, a propriedade em causa é
verdadeira. A

Uma demonstragao pode ainda ser feita por indu¢do. Neste caso, no entanto,
é necessario que o conjunto sobre o qual a propriedade estd definida tenha
uma propriedade especial: o conjunto tem de ser indutivo. No que se segue,
considera-se um conjunto indutivo particular, o conjunto dos nimeros naturais.
Obviamente podemos considerar outros conjuntos indutivos mas tal objectivo
cai fora do ambito deste texto.

Seja entao P uma propriedade sobre o conjunto dos nimeros naturais, Ny.
Pretende-se demonstrar que P(n) = 1 para todo o n € Ny, isto é, pretende-se
demonstrar que P(0) = 1, P(1) = 1, P(2) = 1, .... Uma demonstragiao por
inducéo é constituida por duas partes: a base de inducdo e o passo de indugcdo.
A base de indugao consiste em demonstrar que a propriedade é verdadeira para
0, isto é, que P(0) é verdadeira. O passo de indugdo consiste em demonstrar
que, qualquer que seja k € Ny, se P(k) é verdadeira entdo P(k + 1) também
é verdadeira. A P(k) chama-se a hipdtese de indugio e a P(k + 1) chama-se a
tese de inducio. E facil concluir que se se demonstrar a base de inducéo e o
passo de indugao para uma determinada propriedade entdo essa propriedade é
verdadeira para todos os nimeros naturais Ny. A propriedade é verdadeira para
0 por que tal foi demonstrado na base de inducdo. O passo de indugdo permite
concluir que se a propriedade é verdadeira para 0 entdo também é verdadeira
para 1. E, se é verdadeira para 1, entdo também é verdadeira para 2. E assim
sucessivamente para todos os niimeros naturais.

Exemplo 1.11.
Considere-se a propriedade P(n) seguinte que permite calcular a soma dos ter-
mos de uma progressao aritmética:

En: . nn+1)

1= —"

i=0 2

Demonstra-se, por indugdo, que esta propriedade é verdadeira para todos os
nimeros naturais. A estrutura de uma demonstracdo por indugao é sempre a
mesma.

Base de inducao: P(0) é verdadeira.

, L. . 0(04+1) ~
Neste caso, é necessario demonstrar que Z?ZO’L =X 2+ ) ¢ uma assercao ver-
. . 0(0+1 ~ . .
dadeira. Mas Z?:o 1=0¢e % = 0 logo a assercdo verifica-se trivialmente.

De seguida, demonstra-se o passo de inducao: assume-se que a hipdtese de
inducgao é verdadeira e demonstra-se a veracidade da tese de indugao.
k(k+1)

Hipétese de indugao: P(k) é verdadeira, isto é, Zf:oi = =5

Tese de indugao: P(k + 1) é verdadeira, isto é, Zfiolz = W
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A demonstragdo da tese de indugao é simples de obter.

k+1 k
i o= (Zi>+(k+1)
i =0
= M ey )
k(k+1) + 2(k +1)
(ko )(ke2)

2

O passo (1) é justificado por pela hipé6tese de indugao. YA\

O método anterior também pode ser aplicado a propriedades definidas sobre
o conjunto N. Neste caso, apenas ha que perceber que a base de indugao
consiste em estabelecer a veracidade de P(1). Alids, dado um ntimero natural
b e denotando por Nj o conjunto de todos os nimeros naturais maiores do que
ou iguais a b, i.e, N, = {k € N : k > b}, é possivel demonstrar por indugao a
veracidade de uma propriedade definida sobre Ny. Tal como no caso N, a tnica
coisa a fazer é considerar como base de inducao P(b).

1.4 Notacao assintotica

O comportamento assintético de fungoes pode ser expresso recorrendo a notagao
de Bachmann-Landau.

Definigdo 1.12. NOTAQAO ASSINTOTICA
Dadas fungdes totais f,g: N — R{ diz-se que:

o f=0(g) se existem ¢ € Rt e m € N tais que f(n) < c¢g(n) para todo o
natural n > m (f diz-se assintoticamente menor ou igual a g, ou dominada

por g);

e f=0(g)se f=0(g) eg=0(f) (f diz-se assintoticamente igual a g,
ou da ordem de g);

e f = o(g) se qualquer que seja a constante real ¢ € R™ existe m € N tal
que f(n) < cg(n) para todo o natural n > m (f diz-se assintoticamente
menor do que g, ou desprezdvel perante g). A

Obviamente, f = o(g) implica f = O(g).

Notacao

A utilizacdo da notagao de Bachmann-Landau (big-Oh notation) nao é uni-
forme. Por exemplo, ha autores que escrevem f € O(g) em vez de f = O(g) con-
siderando que O(g) é uma classe de fungoes. E também usual ver esta definicio
apresentada para a avaliagdo da funcdo em n, isto é, escrever f(n) = O(g(n))
em vez de f = O(g). No entanto, é importante realcar que é a funcdo f que é
assintoticamente menor ou igual a funcao g e nao a avaliagdo de f em n que é
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assintoticamente menor ou igual a avaliagdo de g em n. Isto ndo impede que,
depois de apresentada a defini¢do formal do conceito, se apresentem convencoes
que facilitem s sua utilizacdo. No que se segue, vamos muitas vezes confundir
fungdes com a sua avaliagio em n e escrever n?>+1 = O(n?), em vez de f = O(g)
para funcdes f e g tais que f(z) = 2% + 1 e g(z) = 22.

A proposicao seguinte permite obter uma caracterizacdo dos conceitos an-
teriores usando a noc¢ao de limite.

Proposicao 1.13.
Sejam f,g:N—)]Rar.

1. Se lim MZTERJ entao f = O(g).

n——+o00 g(n)
2. Se ngrfoo m =r € RT entio f = O(g).
3. lim M:Oseeso’se‘]"zo(g).

n—+oo g(n)

A demonstracdo desta proposicao é deixada como exercicio.

Quando f = O(g) ha fungoes g para as quais é usual introduzir terminologia
especifica. Quando f = O(1) dizemos que f é constante. Quando f = O(logn)
dizemos que f é logaritmica. Quando f = O(n?), dizemos que f é quadrdtica.
Quando f = O(n?), dizemos que f é ciibica. Em geral, quando f = O(n¢), para
alguma constante ¢ > 1, dizemos que f é polinomial. Quando f = O(c"), para
alguma constante ¢ > 1, dizemos que f é exponencial. Finalmente, quando
f = O(n!) dizemos que f é factorial. Adicionalmente, a ordem pela qual o
comportamento assintotico destas fungoes foi apresentado estabelece uma hier-
arquia entre fungdes. Por exemplo, uma funcdo quadratica também é cubica,
mas o inverso ndo é necessariamente verdade. Voltaremos a este assunto mais
a frente.

Exercicios

1 Conjuntos, funcoes e cardinalidade
1. Sejam f: A — Beg: B — C duas fungoes. Demonstre que se (g o f)
é injectiva entdo f é injectiva, e que se (g o f) é sobrejectiva entdo g é
sobrejectiva.
2. Serd que A C B implica que #A < #B? Justifique.
3. Mostre que se A C B e #A < #B entao B\ A # 0.

4. Demonstre que Np, Z,N x N, Q sdo conjuntos numeraveis.

5. Sejam A, B conjuntos.
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6.
7.

1.

9.
10.

1. PRELIMINARES

(a) Mostre que #A = #N se e s6 se existe uma fungdo h : A — N
bijectiva.

(b) (Teorema de Cantor-Bernstein) Demonstre que #A = #B se e s6 se
existe uma funcdo h : A — B bijectiva.

Demonstre que #N < #R.

Seja A um conjunto.

(a) Mostre A nao é equipotente a p(A).
(b) (Teorema de Cantor) Demonstre que #A < #p(A).

Alfabetos e linguagens

Seja. L uma linguagem. Mostre que L* = U;ey, L' onde L° = {e} e
Lntl = L.

. Dado um alfabeto ¥, mostre como representar cada linguagem em L£>

como uma linguagem em £1%1} bem como cada funcdo em F> como
uma funcdo em Fi01},

Mostre que {0,1}* é numeravel. Sugestao: tire partido da representacao
dos naturais em notacgdo binaria.

(Proposigao Seja > um alfabeto. Mostre que #3* = #N.

. Seja ¥ um alfabeto. Mostre que #X* = #{0,1}*, #£> = #L£01} ¢

#FE = #F 01}

. Use o método da diagonalizacdo para demonstrar que o conjunto das

palavras infinitas sobre {0, 1} ndo é numerével.

Use o método da diagonalizagao para demonstrar que o conjunto de todas
as funcoes totais de {0,1}* em {0,1} ndo é numerével.

Use o método da diagonalizagao para demonstrar que o conjunto de todas
as funcoes totais de Ny em Ny ndo é numeravel.

Seja ¥ um alfabeto. Mostre que £ nao é numeravel.

Seja ¥ um alfabeto. Mostre que #L£> = #R.

3 Demonstragoes: indugao, redugao ao absurdo

1.

2.

Demonstre as seguintes propriedades:

(a) 2™ < n! para todo o n € Ny;
(b) 2" > n? para todo o n € Ns.
A sucessao de Fibonacci f = (fn)nen, define-se por recorréncia como se

segue: fo =0, fi =1e f, = fno1 + fn_o, para n > 2. Demonstre, por
inducao, as seguintes propriedades da sucessdo de Fibonacci:
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(a) fros1fao1 = f2+ (—1)" para todo o n > 1;

(b) fn= % ((Hz—‘/gyl - (17—2\/5)6 para todo o n € Np.

4 Comportamento assintético de fungoes
1. Demonstre que:

(a) n+5=0(n) en+5=0(n?);
(b) n+5=0(n) mas n+ 5 # O(n?).

2. Sejap: N — RE{ tal que p(n) é um polinémio de grau k. Mostre que
p(n) = O(n*) qualquer que seja k' > k.

3. Sejamf,g:N%Rg.

(a) Demonstre que se ngrfoo ;CEZ; =r € Rf entdo f = O(g).
(b) Demonstre que se ngrfoo J;EZ; =r € RT entdo f = O(g).

4. Demonstre que:

5. Considere as fungbes monétonas f,g: N — Rg e h: N — N. Demonstre
que se f = O(n*), g = O(n*2) e h = O(n**) entdo:

(a) f+ g = O(nmaxikika}).
(b) f x g = O(nk1th2);
(c) foh=0O(nk7ks),

6. Seja‘m f7g7 h7 f17 f2791792 ‘N — R+7 € ma‘r({gth}) a fung:io que a cada
n € N faz corresponder maz({g1(n), g2(n)}). Demonstre que:

(a) se f=0(g) e g=0O(h) entao f = O(h);
(b) se fi =0O(g1) e fa = O(g2) entdo fi + fo = O(maz({g1,92}));
(c) se fi = O(g) e fa = O(g) entdo fi+ f2 = O(g);
(d) se fi = O(g1) e fa = O(g2) entdo f1 x f2 = O(g1 X g2).
7. Sejam f, g, h,: N — R{. Demonstre que:

(a) f=0©(g)seeséseg=0(f);
(b) se f =0O(g) e g=0O(h) entao f = O(h).
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Autématos e linguagens

“What we cannot speak about we must pass over in silence.”
Ludwig Wittgenstein, Tractatus Logico-Philosophicus, 1921

2.1 Linguagens regulares

Recorde-se que uma linguagem é um conjunto L C ¥* de palavras sobre um
alfabeto . Esta seccao é dedicada as linguagens ditas regulares, com carac-
teristicas muito simples, aos modelos computacionais que as reconhecem e suas
propriedades. Apesar de muito simples, as linguagens regulares e seus recon-
hecedores, os autématos finitos, tém iniimeras aplicagoes. Por exemplo, o 1éxico
de uma linguagem de programacao é constituido por conjuntos de palavras de
diferentes categorias: palavras reservadas, identificadores e constantes numéri-
cas, entre outras. Cada um destes conjuntos é uma linguagem regular, e a
analise lexical, a primeira fase de um compilador, envolve o reconhecimento
destas palavras através de autématos finitos. Os autématos finitos sdo tteis
para detectar a existéncia de certas sequéncias de simbolos (padroes) em se-
quéncias de simbolos mais longas, e como tal também relevantes em muitos
outros contextos que vao desde os editores de texto ao processamento de lin-
guagem natural. Um dos mais conhecidos algoritmos para este tipo de tarefa,
o algoritmo de Knuth-Morris-Pratt, pode ser descrito através de um autémato
finito.

2.1.1 Automatos finitos deterministas

O modelo computacional mais simples que consideraremos é o autémato finito
determinista.

Definicdao 2.1. AUTOMATO FINITO DETERMINISTA
Um autémato finito determinista, ou apenas AFD, é formado por:

e um alfabeto X;

e um conjunto finito de estados Q);

19
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o um estado designado ¢y, € @, dito estado inicial;
e um conjunto designado de estados F' C Q, ditos estados finais;
e uma funcdo de transigcio 6 : Q X ¥ — Q. A

Qualquer AFD tem pelo menos um estado, o estado inicial, e pode ter um
qualquer ntimero de estados finais, em particular, nenhum. Note-se que a fun¢ao
de transi¢do de um AFD nao tem de ser necessariamente uma funcgao total. Usa-
se notacao (g, a)} para indicar que a funcdo de transicdo J atribui um valor
ao par (q,a) e usa-se a notacao d(q,a)f para indicar que 6 nao estd definida
para o par (g,a). Quando (g, a)] diz-se que existe uma transi¢do a partir de
q associada ao simbolo a e, se d(q,a) = p, diz-se que existe uma transigao de
q para p associada ao simbolo a. Quando (g, a)? diz-se que a partir de ¢ ndo
existe transicdo associada ao simbolo a.

A ideia subjacente a um AFD como reconhecedor de uma linguagem é muito
simples: para determinar se uma dada palavra w pertence a linguagem deve
verificar-se se a computacao iniciada em ¢, transitando sucessivamente de es-
tado de acordo com ¢ e cada um dos simbolos de w conduz, ou ndo, a um estado
final.

Exemplo 2.2.
Considere-se 0 AFD D = (3, Q, ¢in, F, §) em que

o ¥ ={a,b,c}

Q = {¢in, q1, 2}
« F={q}

e 0:0Q XX — (@ érepresentada através da tabela

[ dfalbfec]
din || ©1

q1 q1 | 92 | 42
q2 q1 | 92 | 42

Este AFD pode ser também representado através de um grafo orientado, como
ilustrado na Figura Os vértices correspondem aos estados, e as setas e suas
etiquetas representam as transi¢oes. O estado inicial é identificado através de
uma seta sem origem mas com destino, e o estado final é identificado por dois
circulos concéntricos.

Tome-se a palavra aba, por exemplo. De acordo com a func¢ao de transicao 9,
o primeiro simbolo da palavra, o simbolo a, permite transitar do estado inicial
¢in Para o estado ¢;. O segundo simbolo, b, permite transitar do estado ¢
para o estado ¢o. Por fim, o dltimo simbolo, a, permite transitar de ¢go para
q1- Como q; é estado final de D, diz-se que aba é aceite por D, ou que aba
pertence a linguagem reconhecida por D. De modo semelhante se conclui que
a, aca e aabcbaa sdo outros exemplos de palavras aceites por D. Por sua vez, a
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a
—~w

Figura 2.1: AFD para a linguagem {z1 ...z, € {a,b,c}* : n € N,z1 =z, = a}.

palavra ab nao é aceite por D porque apods a transi¢do associada ao seu ultimo
simbolo, b, 0 AFD se encontra no estado ¢o, e este estado ndo é final. O mesmo
acontece com qualquer palavra com comprimento maior que 1 que termine em
b ou c¢. Também nao sdo aceites por D palavras comecadas por b ou ¢, pois
nio existem transicoes associadas a estes simbolos a partir do estado inicial. E
facil concluir que as palavras aceites por D s@o precisamente todas as palavras
sobre {a,b,c} que comegam e terminam em a.

A nocdo de caminho num AFD e de palavra associada a um caminho é
relevante neste contexto. Por exemplo, a sequéncia de estados ¢inqi1g2g1 ¢ um
caminho de D, ao qual estd associada a palavra aba, porque §(gin,a) = qi,
5(q1,b) = g2, e (q2,a) = ¢1. Uma outra palavra associada a este caminho é
aca. A sequéncia ¢2g2q1g2g1 ¢ um outro exemplo de caminho de D, e baca é uma,
das palavras que lhe estd associada. Observe-se que uma palavra pode estar
associada a varios caminhos de um AFD, mas se uma palavra estd associada
a um caminho que comec¢a num dado estado, entdo nao estd associada a mais
nenhum caminho que comece nesse estado. A

Cada AFD define uma linguagem sobre o seu alfabeto Y. Para caracterizar
rigorosamente esta linguagem é 1til considerar a extensdo a X* da funcao de
transicdo do AFD.

Defini¢cdo 2.3. FUNCAO DE TRANSICAO ESTENDIDA DE AFD
Seja D = (3,Q, qin, F,§) um AFD. A funcio de transicio estendida de D é a
funcao 0* : Q x ¥* — @ tal que

q sew =€
0" (g, w) = ¢ 0*(6(q,a),w’) sew=aw', §(qa)l e d*(d(¢g,a),w)]
indefinido caso contrario
paracada ¢ € Q,a € X e w € X*. A

Observe-se que se 0*(q,w) = ¢ e 0*(¢',w') = ¢" entdao §*(¢,w.w’) = ¢".

Quando §*(q,w) = ¢/, tal significa que existe em D um caminho que tem inicio
em ¢ e termina em ¢’ ao qual estd associada a palavra w.

Definigao 2.4. PALAVRA ACEITE E LINGUAGEM RECONHECIDA POR AFD
Seja D = (X,Q, q¢in, F,6) um AFD. A palavra w € ¥* diz-se aceite por D se
0*(gin, w) € F. O conjunto

L(D) ={w e X" : §(gm,w) € F}

¢é a linguagem reconhecida por D, ou linguagem de D. A
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A linguagem reconhecida por D é o conjunto de todas as palavras aceites
por D, ou seja, as palavras associadas as computagoes que partem do estado
inicial e que terminam num estado final.

Exemplo 2.5.
Na Figura[2.2)est4 representado um AFD que reconhece a linguagem das palavras
sobre o alfabeto {a, b, c} que terminam em ab. YA\

b,c

/Q/\/O\b

O

b, c

Figura 2.2: AFD para a linguagem {wab : w € {a,b,c}*}.

Exemplo 2.6.
Na Figura[2.3]estd representado um AFD que reconhece a linguagem das palavras
sobre o alfabeto {0, 1} que comegam em 01 mas ndo terminam em 01. A

0
_»@ 0 ‘@ 1 ‘@‘ 0

1

Figura 2.3: AFD para {w € {0,1}* : w comeca, mas nao termina, em 01}.

Exemplo 2.7.
Na Figura[2.4)est4 representado um AFD que reconhece a linguagem das palavras
sobre o alfabeto {a, b, c} que tém um niimero par de as e no maximo um c. A

Figura 2.4: AFD para {w€{a,b,c}*: w tem n® par de as e no maximo um c}.

Exemplo 2.8.

O AFD & esquerda na Figura [2.5] ndo aceita nenhuma palavra, pelo que se diz
que é vacuoso. O AFD vacuoso candnico, a direita na Figura tem um tnico
estado, nao tem estados finais e a funcdo de transicdo nao estd definida para
nenhum elemento de Q x X. A



2.1. LINGUAGENS REGULARES 23

Figura 2.5: AFD vacuoso (& esquerda) e AFD vacuoso candnico (a direita).

Note-se que se o estado inicial de um AFD D for também estado final, a
linguagem reconhecida por D inclui pelo menos uma palavra, a palavra vazia
€. Esta é, alids, a tnica forma de € ser aceite por um AFD.

Observe-se ainda que se o conjunto dos estados finais de um AFD D é vazio,
nenhuma palavra é aceite por D. A linguagem reconhecida pelo AFD é neste
caso a linguagem vazia, isto é, L(D) = (.

Do ponto de vista da linguagem reconhecida por um AFD, o nome que se da
aos estados é irrelevante. Assim, dados dois AFDS, pode sempre assumir-se, sem
perda de generalidade, que os respectivos conjuntos de estados sdo disjuntos.

Como vimos, a funcao de transicdo de um AFD nao tem de ser total. Veja-se,
por exemplo, os AFDS apresentados nos Exemplos e No entanto, é
muito simples obter um AFD total, isto é, com funcao de transicdo total, que
reconhece a mesma linguagem. Basta para tal adicionar ao AFD um novo estado
nao-final, para onde se definem todas as transi¢des antes indefinidas, como se
ilustra no exemplo abaixo.

Exemplo 2.9.
O AFD total apresentado na Figura [2.6] reconhece a mesma linguagem que o
AFD do Exemplo A

a
@

b, c

a,b,c

Figura 2.6: AFD total para {x1...z, € {a,b,c}* :n € N,z =z, = a}.

Dada um certa linguagem L, diz-se que D é um AFD para L se D é um AFD
e L(D) = L. Diz-se que uma certa linguagem L é reconhecida por um AFD
sempre que exista um AFD para L.

As linguagens que sdo reconhecidas por AFDS tém uma designacao especial.
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Definigao 2.10. LINGUAGEM REGULAR

Uma linguagem L C »* diz-se regular se existe um AFD D com alfabeto X
tal que L(D) = L. Denota-se por REG> o conjunto de todas as linguagens
regulares com alfabeto X. AN

Usaremos apenas REG, em vez de REG™, sempre que o alfabeto esteja
subentendido ou nao seja importante no contexto.

As linguagens referidas nos Exemplos 2.2 [2.5] [2:0] e 2.7 sdo linguagens
regulares. Nem todas as linguagens sdo regulares. Como se verd adiante na
Seccao a linguagem das palavras sobre o alfabeto {a,b} do tipo a"b",
com n € Ny, é um exemplo de linguagem nao regular.

2.1.2 Equivaléncia e minimizacao

Dois AFDS sdo equivalentes quando, mesmo sendo diferentes, reconhecem a
mesma linguagem.

Defini¢cao 2.11. AFDS EQUIVALENTES

Dois AFDS D; e Dy com o mesmo alfabeto sdo equivalentes se L(D1) = L(D3).
A

Por exemplo, o AFD apresentado na Figura é equivalente ao AFD do

Exemplo
a
[ p
b?
@3 a,b,c

Figura 2.7: AFD equivalente ao do Exemplo

Para analisar a questao da equivaléncia de autématos é necessario entender
as propriedades dos seus estados.

Definigao 2.12. ESTADO ACESS{VEL, PRODUTIVO, UTIL E INUTIL
Seja D = (%, Q, ¢in, F,0) um AFD. Diz-se que um estado q € Q) é

o acessivel se existe w € ¥* tal que 6*(gin, w) = ¢;
o produtivo se existe w € ¥* tal que §*(q,w) € F
o 1til se é estado acessivel e é estado produtivo;

o inutil se nao é estado til. AN
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No AFD da Figura existem caminhos que comegam no estado inicial e
terminam, por exemplo, em r. Mas nao existe nenhum caminho que comece
no estado inicial e termine em u. O estado r é assim um estado acessivel,
mas o estado u nao é acessivel. Como existem caminhos que comecam em u e
terminam no estado final, mas nao existe nenhum caminho que comece em ¢ e
termine no estado final, o estado u é produtivo, mas o estado ¢t ndo é produtivo.

As transicoes de e para estados que nao sao acessiveis, bem como as tran-
sicoes de e para estados que nao sao produtivos, sao irrelevantes do ponto de
vista da linguagem reconhecida pelo AFD. Em particular, se ndo existirem es-
tados finais acessiveis, entdo o AFD é vacuoso. O mesmo acontece se o estado
inicial nao for produtivo.

Apresenta-se seguidamente um algoritmo que permite calcular os estados
notaveis acima referidos, isto é, os estados acessiveis, os estados produtivos e
os estados uteis e intteis de um AFD.

Defini¢ao 2.13. ALGORITMO DE PROCURA DE ESTADOS NOTAVEIS (APEN)
O algoritmo de procura de estados notéveis (APEN) é o seguinte:

ENTRADA: AFD D = (X,Q, ¢in, F, 0)
SAIDA: o tuplo de conjuntos APEN(D) = (Ac, Prd, Ut, In)

1. A:= {qm};

Auz = UaEE{é(Qim a)};

enquanto Aux € A

3.1. A:= AU Aux;

3.2. Aux := Jyex{d(p,a) : p € Aux};

Ac:= A;

A:=F;

Auz = Ugex{p : 6(p. a) € F'}};

enquanto Auxr € A

7.1. A:= AU Aux;

7.2. Aux = Uyex{p : 0(p,a) € Aux};
8. Prd:= A;
9. Ut:= Acn Prd;

10. In:= Q\(AcN Prd).

o o

NS G

A

A execugao do APEN termina sempre e calcula o conjunto de todos os esta-
dos acessiveis, produtivos, tteis e intiteis do AFD de entrada.

Proposicao 2.14.

A execugio do APEN termina sempre e, dado um AFD D = (X,Q, g, F,9),
se APEN(D) = (Ac, Prd, Ut, In) entdo Ac, Prd, Ut, In sdo, respectivamente, os
conjuntos de estados acessiveis, produtivos, uteis e inuteis de D.

Dem. (esbogo): A terminagao de qualquer dos ciclos do algoritmo é garantida
pelo facto de A C @) ser um conjunto de estados, que A cresce a cada passo de
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qualquer dos ciclos, pelo que nao pode crescer indefinidamente pois @) é finito.
Alids, ambos os ciclos terminam no méaximo ao fim de #Q — 1 iteracoes.

A correccao do algoritmo advém dos seguinte factos, simples: (1) no final
de k iteragoes do primeiro ciclo do algoritmo tem-se necessariamente que A =
{0*(Gin, w) : w € ¥* com |w| < k}; (2) um estado g € @Q é acessivel se e s6 existe
w € ¥* com |w| < #Q tal que §*(qin, w) = q.

Relativamente aos estados produtivos, o argumento é semelhante: (1) no
final de k iteragoes do segundo ciclo do algoritmo tem-se necessariamente que
A={q€Q:(qw) € F para algum w € ¥* com |w| < k}; (2) um estado
q € Q é produtivo se e s6 se existe w € X* com |w| < #Q tal que 6*(¢,w) € F.

Os estados 1uteis e intteis, estdo portanto, também correctos. ]

No intuito de analisar a equivaléncia de autématos, é claro que podemos ig-
norar todos os seus estados inuteis (com a excepgao eventual do estado inicial,
caso 0 AFD seja vacuoso, como no Exemplo . No entanto isto nao basta,
em geral, pelo que é necessario analisar em mais detalhe as propriedades dos
estados dos autématos (vide Exemplo [2.20)).

Definigao 2.15. ESTADOS EQUIVALENTES E DISTINGUIVEIS
Diz-se que dois estados p e ¢ de um AFD D = (X, Q, qin, F, §) sdo

o equivalentes se, para cada w € ¥*, 6*(p,w) € F se e s6 se 0*(q,w) € F;
e distinguiveis se nao sdo estados equivalentes. A

Os estados p e ¢ sao distinguiveis precisamente quando existe uma palavra
w € ¥* que os distingue, isto é, tal que §*(p,w) € F e 6*(¢q,w) ¢ F, ou vice-
versa. Em particular, se p é estado final e ¢ ndo é estado final, p e ¢ sdo
estados distinguiveis, pois a palavra e distingue-os, dado que 6*(p,e) =p € F e
0*(q,€) = q € F. Descrever-se-ao adiante outras situagdes que permitem identi-
ficar directamente estados distinguiveis, e indirectamente estados equivalentes.

No AFD da Figura os estados r e s sdo equivalentes, mas todos os outros
pares de estados tteis (distintos) sdo distinguiveis. O estado p é distinguivel de
q porque a palavra €, por exemplo, os distingue. Por razdes semelhantes r e s
sao também distinguiveis de gq. A palavra ba distingue r de p pois 6*(r,ba) € F
e 0*(p,ba)T, e distingue s de p pelo mesmo motivo.

Quando num AFD se encontram dois estados distintos equivalentes, o AFD
pode ser simplificado, no sentido em que é possivel colapsa-los e obter um AFD
equivalente. As transi¢Oes para o estado que deixa de existir sdo substitui-
das por transi¢cbes para o estado equivalente cuja designacdo é mantida. Na
proposicao seguinte enuncia-se e prova-se esta propriedade dos AFDS.

Proposicao 2.16.
Seja D = (X, Q, qin, F,§) um AFD. Sejam p e q estados distintos e equivalentes
de D tais que p # qin. E equivalente a D o AFD

D/ = (Zanvqm,a F/76,)

em que
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« Q' =Q\{p};
« F'=F\{p};

o 0:Q' xX = Q € tal que

6(¢,a) se d(¢,a) € Q'
§(qd,a) =< q sed(q,a)=p
indefinido se 6(¢',a)t

para cada ¢ € Q' ea € Y.

Dem.: Exercicio. O

Note-se que o requisito p # ¢in no enunciado da proposi¢do anterior nao
implica perda de generalidade pois, como existe um tnico estado inicial, dados
dois estados distintos um deles serd necessariamente nao inicial.

Como se viu, se p é um estado final de um AFD e ¢ ndo é estado final entao
p e q sao distinguiveis mas existem outras situacdes que também permitem
identificar estados distinguiveis.

Proposicao 2.17.
Seja D = (£,Q, qin, F,d) um AFD e sejam p,q € Q e a € X.

1. Sepe F eq¢ F entao p e q sio estados distinguiveis.
2. Sep € produtivo e ¢ ndo é produtivo entdo p e q sao estados distinguiveis.
3. Se §(p,a) € produtivo e 6(q,a)t entdo p e q sao estados distinguiveis.

4. Sep' e q sao estados distinguiveis, 6(p,a) =p' e §(q,a) = ¢’ entdo p e q
sdo estados distinguiveis.

Dem.: Exercicio. O

Para facilitar a exposi¢do, introduz-se as nogoes e notacgdes seguintes. Um
par ndo ordenado de estados é um conjunto de estados com cardinalidade 2.
Denota-se indiferentemente por

[p,q] ou [g,p]

o par nao ordenado de estados constituido pelos estados distintos p e ¢. Denota-
se por Prsp o conjunto de todos os pares nao ordenados de estados de D.

Apresenta-se de seguida um algoritmo que permite identificar todos os pares
de estados distinguiveis de um AFD, e por exclusao de partes também os pares
de estados equivalentes.

Definigao 2.18. ALGORITMO DE PROCURA DE ESTADOS DISTINGUIVEIS (APED)
O algoritmo de procura de estados distinguiveis (APED) é o seguinte:
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ENTRADA: AFD D = (X,Q, gin, F,0)
SAIDA: conjunto APED(D) = Dst

1. A ={[pq:peFeq¢F}U
{[p,q| : p produtivo e q ndo produtivo} U
{lp, q] : existe a € ¥ tal que §(p,a) produtivo e 6(q,a)t};
Aux:={[p,q] ¢ A : existe a € ¥ tal que [d(p,a),d(q,a)] € A};
3. enquanto AU Aux # Prsp e Aux # ()
3.1. A:= AU Auzx;
3.2. Aux :={[p,q] ¢ A : existe a € ¥ tal que [§(p,a),(q,a)] € Auz};
4. Dst:= AU Auzx.

o

A

A execucdo do APED termina sempre porque, como existe um niimero finito
de estados, existem também um nimero finito de pares de estados e, em partic-
ular, um ndmero finito de pares de estados distinguiveis. Garante-se também
que, quando termina a sua execugao, s6 foram identificados pares de estados
distinguiveis e foram identificados todos os pares nessas condigoes.

Considere-se 0 AFD D que se obtém removendo todos os estados inuteis
do AFD da Figura 2.7 O algoritmo APED aplicado a D constréi o conjunto
APED(D) ={[p,q],q, s],[q, 7], [p,7], [p, s]}. Os detalhes desta construgao serdo
apresentados adiante. Resulta assim que r e s sdo identificados como os tinicos
estados equivalentes de D. Aplicado ao AFD D do Exemplo[2.5], o APED constréi
o conjunto APED(D) = {[¢n, ¢1], [¢in, @], [¢1, 2]}, que permite concluir que
neste AFD nao existem estados distintos equivalentes.

Proposicao 2.19.
A execug¢io do APED termina sempre e, dado um AFD D = (X,Q,qi, F,J),
se APED(D) = Dst entdo Dst é precisamente o conjunto dos pares de estados
distinguiveis de D.

Dem.: Exercicio. O

Exemplo 2.20. Seja D o AFD representado na Figura [2.8 Para encontrar

Figura 2.8: AFD com um par de estados equivalentes.



2.1. LINGUAGENS REGULARES 29

todos os pares de estados distinguiveis de D, o APED calcula o valor inicial de
A como indicado na instrugdo 1. Para tal sdo considerados primeiro todos os
pares de estados em que um seja final e outro nao. Sao eles, neste caso,

[p,dl, [a, 5], [a,7]

Consideram-se de seguida os pares de estados em que um deles é produtivo
e outro nao. Neste caso nao existem tais pares porque todos os estados sao
produtivos. Por dltimo, sdo identificados pares de estados tais que a partir
de um deles exista uma transicdo associada a um simbolo para um estado
produtivo, e a partir do outro nao exista transicdo associada a este simbolo.
Neste caso encontram-se os pares

[p,dl, [p;7]; [, 8]

Em particular, §(r,b) = s e s é produtivo mas §(p,b)T. Os outros casos sao
semelhantes. Consequentemente, o valor de A calculado pela instrucao 1 é

A= {[pv Q]7 [Q7 3]7 [Qﬂ"]ﬂ [p, ’f‘], [p, S}}

O APED verifica agora se a partir dos estados distinguiveis encontrados até
ao momento se podem identificar novos pares distinguiveis, isto é, é calculado
o valor inicial de Aux, como indicado na instrucéo 2. Por exemplo, dado que o
par [p, s] € A, h& que procurar estados ¢’ e ¢ e um simbolo i do alfabeto tais
que 6(q’,i) = p e §(¢",i) = s. Neste caso nao existem ¢’ e ¢ nessas condigdes,
pelo que o par [p, s]| ndo permite encontrar mais pares de estados distinguiveis.
Procedendo de modo semelhante para os outros pares em A, ndo se encontram
mais pares de estados distingiveis. Isto significa que na instrucdo 2 o valor que
¢é atribuido a Aux é o conjunto vazio.

Dado que Auz = (), a guarda do ciclo correspondente & instrugao 3 é falsa.
E entdo executada a instrucio 4 que atribui a APED(D) o valor de A U Auz.
Assim, o conjunto dos pares de estados calculado pelo APED é

APED(D) =A{lp,ql,lq, 5], g, 7], [p, 7], [P, 5]}

que, pela Proposicao ¢é o conjunto de todos os pares de estados distinguives
de D. Logo, o conjunto de pares de estados equivalentes de D é {[r, s]}.

Para facilitar a execucéo deste algoritmo com papel e lapis, pode utilizar-se
uma tabela que se vai preenchendo a medida que se vao identificando pares de
estados distinguiveis. A tabela, no caso deste AFD, é

q

plg|r

sendo construida por forma a permitir referenciar cada par de estados de D. Nas
linhas desta tabela encontram-se todos os estados, com a excepc¢do do estado
p, e nas colunas encontram-se todos os estados, com a excepcao do estado s. A
medida que se vao identificando pares de estados distinguiveis, estes vao sendo
assinalados na tabela no local apropriado usando, por exemplo, o simbolo X.
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Os primeiros pares a serem identificados sdo os correspondentes ao caso em
que um deles é estado final e outro ndo que, como se viu atrés, sdo [p, ql, [q, s]
e [q, 7] pelo que se obtém

q| X
X
X
plaqg]r

De seguida, identificaram-se estados distinguiveis pelo facto de um ter uma
transicdo associada a um simbolo do alfabeto para um estado produtivo e outro
nao ter transicao associada a esse simbolo: sao os pares [p, ¢, [p,7], [p, s|]. Apds
referenciar estes pares na tabela, obtém-se

q| X
r| X | X
X | X
plag]r

Nesta tabela estdo assim assinalados todos os pares que constituem o valor
inicial de A calculado pela instrugéo 1.

O passo seguinte implica considerar cada par [p/, ¢'] ja identificado (par assi-
nalado com X) e verificar se a partir dele se conseguem identificar novos pares
de estados [p”, ¢"] pelo facto de §(p”, i) = p' e §(¢", i) = ¢’ para algum simbolo 4
do alfabeto. Apds a andlise de cada um desses pares, ele é referenciado na tabela
usando ®, por exemplo, e os novos pares de estados assim identificados (se exis-
tirem) sdo assinalados na tabela com X, como anteriormente. Comegando pelo
par [p, q], por exemplo, conclui-se que nenhum novo par é identificado, pelo que
a tabela resultante é

q| ®

r| X | X
X | X
plag|r

Prosseguindo de modo analogo para os restantes casos, ndo se encontram mais
pares de estados distingiveis pelo que

q|®

rl®|®
®|®
plq|r

¢é a tabela resultante. Nesta tabela esté representada toda a informagao relativa
aos valores das varidaveis A e Aux apds a execucdo da instrucdo 2 do APED.
Todos os pares de estados que foram sendo identificados como distinguiveis tém
a indicacdo (com ®) de que foram devidamente analisados para se determinar
se novos pares se poderiam identificar a partir deles. Isto significa que nao
é possivel identificar mais estados distinguiveis. Esta situagdo corresponde ao
facto de, como se viu, o corpo do ciclo relativo a instrugao 3 ndo ser executado
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porque o valor de Auz é o conjunto vazio. A tabela final é assim a indicada
acima. Os pares de estados distinguiveis que sado identificados pelo algoritmo
sdo todos os assinalados. A

Exemplo 2.21. Seja D o AFD representado na Figura Apresentam-se de

Figura 2.9: AFD com dois pares de estados equivalentes.

forma abreviada as diferentes fases da aplicacdo do APED a D. Os pares de
estados distinguiveis encontrados na fase inicial, isto é, os pares encontrados ao
calcular o valor de A executando a instrucdo 1 do APED, sdo os seguintes:

* 0s pares [qo, q4), [q1,q4), (g2, q4], (43, q4], [90,a5), [q1,45], (a2, 5] € [g3, g5]

sdo identificados pelo facto de um deles ser estado final e o outro nao

» o0s pares [qo, q1], [q0, 2] e [qo0, g3]

sdo identificados pelo facto de a partir de gy ndo existir transi¢ao associada
a ¢, mas a partir de g1, g2 e g3 existirem transicoes associadas a ¢ para
estados produtivos (de modo andlogo se pode concluir que g é distinguivel
de g4 e de g5, mas como estes pares de estados ja foram identificados, ndo
é agora necessario repeti-los).

Assinalando estes pares na tabela obtém-se

q | X

q2 | X

q3 | X

Qe | X | X | X | X

g5 | X | X | X | X
qo | 91 | 92 | 43 | g4

Procuram-se agora encontrar novos pares como indica a instrugdo 2 do
APED. Considere-se, para comegar, o par [qo, ¢1]. Como d(q1,b) = qo e d(g3,b) =
q1, identifica-se um novo par: [gq1,¢s]. De modo anélogo se identifica também
[g2, g3]. Mais nenhum novo par é identificado quando se analisam os restantes
pares identificados na fase inicial. Isto significa que Aux = {[q1,¢3], [¢2, g3]}
apds a execucao da instrucdo 2. A tabela resultante é
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q | ®

@ | ®

G| ® | X | X

@ |V 8| &

G| R ®|®|&
4o | 91 | G2 | 43 | 44

H4 agora que analisar os pares [q1,¢3] € [g2, 3] para verificar se a partir destes
se identificam novos pares, o que corresponde a execucao das instrucoes 3.1 e
3.2 do APED. Neste caso nédo sao identificados novos pares e tabela resultante é

Q| ®

Q@ | ®

| Q| ®|&

@ |V 8| &

G| Q| ®|&|®
qo | 491 | G2 | 43 | 44

a partir da qual se pode concluir que nao é possivel encontrar mais estados
distinguiveis. Logo, o novo valor de Aux é o conjunto vazio. A guarda do ciclo
é agora falsa, pelo que se segue a execucdo da instrugdo 4 de que resulta

APED(D) = {[qo, q1], [90, g2]], [0, 43], [90, q4], [90, @5], [q1, q3], [q1, 4],
91, a5], [92, 43, [a2, aul, 2, g5], (93, q4], [43, 45 }-

Decorre da Proposicao que este conjunto é precisamente o conjunto de
todos os pares de estados distinguiveis de D. Consequentemente, o conjunto de
pares de estados equivalentesde de D é {[q1, q2], [q4, q5]}- A

Para além de permitir calcular o conjunto dos pares de estados distinguiveis
de um AFD e, consequentemente, o conjunto dos seus pares de estados equiva-
lentes, o APED pode também ser usado para determinar se dois AFDS D1 e D>
sdo ou nao equivalentes. Basta para tal integrar os dois autématos num sé e
determinar se os estados iniciais de cada um deles sao equivalentes. Recorde-se
que pode assumir-se, sem perda de generalidade, que os conjuntos dos estados
dos dois autématos sdo disjuntos.

Definigao 2.22. ALGORITMO DE TESTE A EQUIVALENCIA DE AFDS (ATEQ)
O algoritmo de teste a equivaléncia de AFDS (ATEQ) é o seguinte:
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ENTRADA: AFDS D1 = (2, Q1,q},, F1,61) e Dy = (%,Q2,¢2,, F», 52)
tais que Q1 N Q2 =0
SAIDA: walor Booleano ATEQ(D1,D3) =b

1. construir o AFD D = (X, Q1 U Q2,q},, F1 U F,,68) em que

01(q,a) seq€ Q1 edi(qga)l
6(q,a) = 4 02(q,a)  seq € Q2 edaq,a)l
indefinido caso contrdrio
2. Dst:= APED(D);
3. se[qh,,q3,) € Dst entio b = false
senao b = true.

A

A execucdo do ATEQ termina sempre e identifica como equivalentes dois
AFDS se e s se eles sdo equivalentes, porque nenhuma palavra distingue os seus
estados iniciais.

Proposicao 2.23.
A execucio do ATEQ termina sempre e, dados AFDS D1 e Do com o mesmo
alfabeto, ATEQ(D1, D) = true se e s6 se D1 e Dy sdo equivalentes.

Dem.: Exercicio. O

Exemplo 2.24. Designe-se aqui por D; o AFD do Exemplo e por Ds o
AFD representado na Figura ambos com alfabeto ¥ = {a, b, c}.

b - b b
R

b

Figura 2.10: AFD equivalente ao do Exemplo

Usa-se o ATEQ para determinar se D; e Do sdo ou nao equivalentes. No
primeiro passo, D1 e Dy sao integrados num s6 AFD D = (X, Q, qo, F, 0), cujos
detalhes se deixam ao cuidado do leitor. Calcula-se depois o conjunto dos pares
de estados distinguiveis de D, usando o APED. Ilustram-se sucintamente as
diferentes fases da construcido. Os pares de estados distinguiveis encontrados
na fase inicial do APED séo os indicados na tabela seguinte:
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a1 | X

q | X

g3 | X

Qs | X | X | X | X

g | X | X | X | X

70 X | X | X | X | X

r | X X | X | X

ro | X X | X | X

rg | X | X | X | X X | X | X
qgo | 91 | 92 | 93 | 94 | G5 | TO | T1 | T2

De seguida,
o a partir de [qo, ¢1] identificam-se [q1, ¢3] € [g2, 3]
o a partir de [qo, 1] identificam-se [q1,72] € [g2, T2]
o a partir de [q1, 70| identifica-se [g3, r1]
o a partir de [rg, 7] identifica-se [r1,rg]

e dos outros pares identificados inicialmente ndo resultam novos pares.
No passo seguintes, sdo considerados estes novos pares e conclui-se que a
partir deles ndo se identificam mais novos pares. A tabela final obtida é

q1
q2
q3
q4
ds
)
1
72
"3

RN &®
RN
R &®

VIR |QVV R
RO QXX
VNV Q&

R QRO

®
Q| &
qo | 41 | 92 | 93 | Q4 | G5 | TO | T1 | T2

Identificados todos os pares de estados distinguiveis, conclui-se que ¢g e rg sdo
estados equivalentes. Assim, Dq e Dy sdo equivalentes. A

Estas técnicas sdo também aplicdveis a minimizacdo de AFDS.

Definigao 2.25. AFD MINIMO
Um AFD D diz-se minimo se nao existe nenhum AFD equivalente a D com menos
estados do que D. A

Para construir um AFD minimo equivalente a um AFD dado vai ser necessario
considerar um certa particio do conjunto ) dos seus estados. Uma particao
de @ é um conjunto de subconjuntos nao vazios de @, disjuntos dois a dois e
cuja unidao é . A particdo que é relevante para a construc¢do do AFD minimo
é a particdo induzida pelos estados equivalentes do AFD. Cada elemento da
particdo é o conjunto dos estados que sdo equivalentes a um dado estado do
AFD.
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Definigdo 2.26. PARTIGAO INDUZIDA PELOS ESTADOS EQUIVALENTES

Seja D um AFD com conjunto de estados Q. A particio de Q induzida pelos
estados equivalentes é o conjunto {C[q] : ¢ € Q} em que Clq] = {q} U{p €@ :
p e q equivalentes} para cada g € Q. A

Sao relevantes as seguintes propriedades da particdo induzida pelos estados
equivalentes.

Proposigcao 2.27.
Seja D = (3,Q, qin, F,0) um AFD e seja C um elemento da parti¢io de Q
induzida pelos estados equivalentes.

1. Se em C existe um estado final entdo C sé tem estados finais.
2. Se em C existe um estado produtivo entdo C' sé tem estados produtivos.

3. Se 6(q,a)t para algum q € C e algum a € ¥ entdo, para cada ¢ € C,
8(¢',a)t ou d(¢',a) nio é produtivo.

4. Se 6(q,a) = p para algum q € C, algum p € C e algum a € X entao, para
cada q' € C, alguma das sequintes condi¢oes € verdadeira:

— 0(¢'ya) =1 e p equivalente a p';
— 0(¢',a)t e p' nao € produtivo.

Dem.: Exercicio. O

Exemplo 2.28. Recorde-se o AFD D apresentado na Figura No Exem-
plo concluiu-se que {[q1, g2], [q4, g5] } é 0 conjunto de pares de estados equiv-
alente de D. Seguindo a Definigao tem-se

* Clao] = {qo0};
 Clgs] = {as};
« Cla] = Clgo] = {a1, a2}
« Clad] = Clgs] = {aa, 45}

A particdo do conjunto de estados de D induzida pelos estados equivalentes é
assim {{qo}, {g3}, {q1, @2}, {qs. g5 }}. A

Dado um AFD D, mostra-se agora como construir min (D), um AFD minimo
equivalente ao AFD dado. No caso do AFD ser vacuoso, min (D) retém apenas o
estado inicial de D. Caso contrario, ha que comecar por eliminar de D todos os
seus eventuais estados intteis e depois encontrar todos os estados equivalentes
do AFD resultante, que se colapsam.

Definigdo 2.29. MINIMIZAGAO DE AFD
Dado um AFD D = (%,Q, qin, F,0), a minimizacio de D é o AFD min (D)
construido como se segue:



36 2. AUTOMATOS E LINGUAGENS

e se D é vacuoso entdo min(D) é o AFD vacuoso que tem apenas o es-
tado inicial ¢, sem estados finais, e com fung¢do de transicio totalmente
indefinida;

e se D nao é vacuoso, min (D) = (3, Qm, qr, Fim, 0m) em que

— Qm = {Cu,C4,...,Cy} éaparticio do conjunto dos estados tteis de
D induzida pelos estados equivalentes, com gi, € Cp;

— ¢in = Co;
— P ={Ci € Qu:C;NF #0}
— O0m : Qm X 2 — Qn é tal que

Sen(Cir ) = C; se 0(g,a) € C; para algum ¢ € C;
U1 indefinido  se 6(g,a)? para algum g € C;
paracada 1 <i<neaé€X. A

A minimizacdo de D resulta de facto num AFD minimo equivalente a D.

Proposigcao 2.30.
Dado um AFD D, min(D) é um AFD minimo equivalente a D.

Dem.: Exercicio. O

Pode agora concluir-se que se um AFD nao vacuoso nao tem estados intteis
e nao tem estados distintos equivalentes entdo o AFD é minimo.

Exemplo 2.31. Considere-se de novo o AFD D referido no Exemplo Este
autémato nao é vacuoso mas tem um estado inutil, o estado ¢g3. A construgao
de min (D) é como se segue:

(i) o conjunto dos estados tteis de D é Qn = {q0, q1, 92,94, 45 };
(ii) o conjunto dos pares de estados de @, equivalentes é {[qo], [q1, ¢2], [44, ¢5]};

(iii) o conjunto anterior induz a seguinte parti¢do de @,
{{qo}7 {q17 QQ}7 {Q4’ qS}}

(iv) a minimizacdo de D é o AFD min (D) representado na Figura no
qual Co = {qo}, C1 = {q1, @2} € C2 = {qu, g5} A

/b\g

Figura 2.11: Minimizagdo do AFD do Exemplo
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2.1.3 Automatos finitos nao-deterministas

Estuda-se agora um outro tipo de autématos finitos: os autématos finitos nao-
deterministas. Existem duas diferencas fundamentais nos autématos finitos
nao-deterministas. A primeira reside no facto de poderem existir duas ou mais
transi¢oes associadas a um mesmo simbolo a partir de um tnico estado. A des-
ignacdo nao-determinista advém precisamente desta caracteristica. A segunda
diferenca reside no facto de ser permitido efectuar transi¢oes entre estados sem
que nenhum simbolo do alfabeto a elas esteja associado, as chamadas transi¢cdes-
€, ou movimentos-e.

Definicao 2.32. AUTOMATO FINITO NAO-DETERMINISTA
Um autémato finito ndo-determinista, ou apenas AFND¢, é formado por:

e um alfabeto X;

e um conjunto finito de estados Q;

e um estado inicial g, € Q;

e um conjunto de estados finais F' C Q;

« uma fungdo de transigao (total) 0 : Q@ x (X U {e}) — p(Q).

Designa-se por autémato finito nao-determinista sem movimentos-€, ou ape-
nas AFND, qualquer autémato finito ndo-determinista tal que §(g,e) = () para
cada ¢ € Q). Nesse caso, convenciona-se que a fungdo de transicdo é simples-
mente do tipo § : Q X ¥ — p(Q). A

Exemplo 2.33. Considere-se o0 AFND® A€ = (X, Q, ¢in, F, ) em que
o ¥ ={a,b,c}
o Q={qn q1,92,93,44,95}
o F'={¢}

e §:Q x (XU{e}) — p(Q) é representada através da tabela

(0 a [ b ] ¢ | e |
Q@ | 0 0 0 {1, 43}
¢ || {ee} [ {a} | {a} 0

@ || {a} | {e} | {e} {g5}
q3 {663} {563} {g3,q4} {%4}

q4 {Q5}
5 0 0 0

0

que, tal como anteriormente, pode também ser representado através de um grafo
orientado, como ilustrado na Figura [2.12] Tome-se a palavra ab. Nao existe
nenhuma transi¢ao a partir do estado ¢, associada ao simbolo a. Mas, a partir
de ¢in, pode transitar-se quer para g;, quer para gs, através de um movimento-
€, €, com mais um movimento-¢, para q4. Isto permite que o autémato possa
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Figura 2.12: AFND® para {w € {a,b, c}*: tem n® impar de as ou termina em c}.

agora realizar uma transicdo associada ao primeiro simbolo da palavra. Pode
realizar quer a transicdo de ¢q; para g9, quer a transicdo de g3 para préprio gs.
H4 que considerar de seguida o proximo simbolo da palavra. Existem transi¢oes
associadas a b quer a partir de ¢o, quer a partir de ¢g3. Ambas conduzem de
novo aos proprios estados go e g3. Este simbolo é o ultimo da palavra, mas
nenhum destes estados é estado final. No entanto, através de um movimento-e
pode transitar-se para g5 a partir de go, e para ¢4 a partir de g3. O estado g4
também nao é estado final, mas, como ¢5 é estado final, a palavra ab é aceite
por A€. De igual modo se conclui que as palavras a, aac e babacc, por exemplo,
sao aceites por A¢. Por sua vez, as palavras b, aa e abab ndo sdo aceites por
A€, E fcil concluir que as palavras aceites por A€ sdo precisamente as palavras
sobre o alfabeto {a, b, ¢} que tém um ntmero impar de as, ou que terminam em
c.

A noc¢do de caminho num AFND® e de palavra associada a um caminho
é também aqui relevante. Por exemplo, a sequéncia de estados ¢inq1g2q2qs €
um caminho de A€, ao qual estd associada a palavra ab, porque ¢1 € (g, €),
g2 € 6(q1,a), g2 € §(q2,b), € g5 € (g2, €). A palavra ac é outra palavra associada
a este caminho. A sequéncia ¢2¢2q2q1g2 é um outro exemplo de caminho de A€, e
bcaa é uma das palavras que lhe estd associada. Observe-se que, contrariamente
ao que acontece nos AFDS, uma palavra pode estar associada a varios caminhos
que comecam num mesmo estado. Por exemplo, ao caminho ¢i,q3q3q3 esta
também associada a palavra ab. A

Exemplo 2.34. Na Figura encontra-se representado um AFND que recon-
hece a linguagem das palavras sobre o alfabeto {0, 1} nas quais o antepeniltimo
sfmbolo e o penultimo simbolo sdo iguais. A

o
0 0
0,1
—
1

Figura 2.13: AFND para a linguagem {wzzz : we{0,1}*, z,2€{0,1}}.
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A ideia subjacente a um AFND® como reconhecedor de uma linguagem é
muito simples: para determinar se uma dada palavra w pertence a linguagem
deve verificar-se se alguma computacdo iniciada em ¢;, transitando sucessiva-
mente de estado de acordo com § e cada um dos simbolos de w conduz, ou nao,
a um estado final. Ao contrario dos AFDS, esta computagao pode néo ser unica.

O nao-determinismo permite uma certa compactacao dos estados necessarios,
permitindo modelos mais simples, como se ilustra de seguida. Veremos adiante
se esta capacidade traz, ou nao, outras novidades. O AFD representado na
Figura [2.14) é equivalente ao AFND na Figura 2.13] Ambos reconhecem a lin-
guagem das palavras sobre o alfabeto {0, 1} nas quais o antepeniltimo simbolo e
o pentltimo simbolo sdo iguais. Enquanto o AFND tem 5 estados e 8 transigoes,
0 AFD, que é minimo (verifique), tem 9 estados e 18 transicoes.

Figura 2.14: AFD para a linguagem {wzzz : we{0,1}*, z,2€{0,1}}.

Definigao 2.35. FECHO-¢ DE UM ESTADO DE AFND®
Seja A€ = (X, Q, gin, F,6) um AFNDE. O fecho-e¢ de um estado ¢ € @ de A° é o
conjunto ¢¢ C () definido como se segue:
* qEqS
o se ¢ € ¢ entdo (¢, €) C ¢-.
Dado um subconjunto C' de @, C* é o conjunto U,ec ¢° A

O fecho-¢ do estado ¢ é o conjunto de estados constituido pelo préprio estado
q e por todos os estados de cada caminho do AFND® que comece por g e a que
esteja associada a palavra e. Observe-se que se nao existirem movimentos-e
entdao ¢ = {q} para cada estado q.

Define-se agora a funcao de transicdo estendida de um AFNDE.

Defini¢cdo 2.36. FUNCAO DE TRANSIGAO ESTENDIDA DE AFND¢
Seja A¢ = (3, Q, qin, F,§) um AFND®. A fungio de transicio estendida de A€ é
a fungdo 6% : Q x ¥* — p(Q) tal que

q° se w =€

5* ,U} - *
(g,w) { Uyeq (Ugresqa) 07 (" w")  se w = a.w'
paracada ¢ € Q,a € ¥ e w € X*. A
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O facto de p € 6*(q, w) significa que em A€ existe pelo menos um caminho
que comeca em ¢ e termina em p e a que estd associada a palavra w.

Definigao 2.37. PALAVRA ACEITE E LINCUAGEM RECONHECIDA POR AFND®
Seja A = (3, Q, gin, F,d) um AFNDC. A palavra w € ¥* diz-se aceite por A€ se
5*(gin, w) N F # (. O conjunto

L(A®) ={w € X" : §"(qin, w) N F # 0}
é a linguagem reconhecida por A€, ou linguagem de A°€. A

Uma palavra w é aceite por A€ se existe um caminho de A€ ao qual estd asso-
ciada w que comeca no estado inicial e termina num estado final. A linguagem
reconhecida por A é o conjunto de todas as palavras aceites por A°€.

Exemplo 2.38. Recorde-se o AFND® A€ apresentado no Exemplo Tem-se,
por exemplo, que

¢ = {4in, 01,43, Q1 } % ={e et o=1{a u}

0*(gin,ab) = Uq "eqt, (Uq"€5 (¢',a) o (q//a b))
= (Ugregqoy 97(a",0)) U (Ugreqqsy 674", b))
= 6"(g2,b) U 6*(g3,b)
= (Ugeqs (Ugresiqr ) 57(@",€))) U (Ugeqs (Ugresiqr vy 07 (d", €)))
= (Ugreqga) 0°(a",€)) U (Ugreqqqy 67(d" €))
= 6"(g2,€) U *(g3, €)
=g Uqs
={q2,q3, 0,05}

Dado que §*(gin, ab) = {q2,¢3,q4,q5} € g5 é estado final, a palavra ab pertence
a linguagem reconhecida por A€, como ja se havia referido no Exemplo A

Uma questao relevante neste ponto é a de saber se os AFND®s tém ou nao
mais poder expressivo que 0os AFNDS, e se estes tém ou nao mais poder expres-
sivo que os AFDS. Serd que existe alguma linguagem que é reconhecida por um
AFND® mas nenhum AFND a reconhece? Serd que existe alguma linguagem que
é reconhecida por um AFND mas nenhum AFD a reconhece?

Na verdade, nestes modelos computacionais muito simples, vamos ver que
0 nao-determinismo e os movimentos-¢ nao trazem expressividade acrescida, ou
seja, se uma linguagem é reconhecida por um AFND® entdo existe também um
AFND que a reconhece e existe também um AFD que a reconhece. As afirmagoes
reciprocas sdo obviamente verdadeiras dado que um AFND é um caso particular
de AFND® e um AFD pode ser visto como um caso particular de AFND. Um
AFND é um caso particular de AFND® no qual ndo existem movimentos-e. E
assim trivial obter um AFND® que reconheca a linguagem de um AFND dado:
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basta estender a funcao de transi¢ao atribuindo aos pares (g, €) o conjunto vazio.
Um AFD pode ser visto como o caso particular de um AFND em que, para cada
estado, existe no maximo uma transicao associada a cada simbolo do alfabeto.

Comecamos por analisar como eliminar os movimentos-¢ de um AFND€, ex-
plorando a construcao dos fechos-e dos estados, por forma a obter um AFND
equivalente.

Definicao 2.39. AFND RESULTANTE DE AFND¢
Dado um AFND® A€ = (3, Q, gin, F, §), 0 AFND resultante é dado por afnd(A°) =
(Ea Q7 Gin, F,a 61) €m que

« F'={qeQ:¢"nF#0}

e & :Q XY — p(Q) étal que
6/((]7 a) = LJq’GqE (Uq”eé(q’,a) q//E)
para cada ¢ € Q e a € X. A
A linguagem reconhecida por afnd(A€) é precisamente igual a L(A€).

Proposicao 2.40.
Dado um AFND® A€, tem-se L(afnd(A)) = L(A®).

Dem. (esbogo): O resultado segue, observando que se A¢ = (X, Q, gin, F, J)
e afnd(A°) = (3, Q, ¢, F', '), entdo 6 (q,w) = §*(¢q,w) para quaisquer q € Q
ew € X*. O

Exemplo 2.41. Recorde-se o AFND® A€ = ({a,b, ¢}, {qin,---, 5}, Gin, {q5},9)
apresentado no Exemplo m Para construir o autémato afnd(A€) hé que
determinar o conjunto F’ dos seus estados finais e a sua funcao de transicio
§’. Conclui-se que F' = {q2,q5} porque os tnicos estados de A€ cujos fechos-¢
incluem g¢s, o tnico estado final de A€, sdo g2 e g5 (verifique). Como exemplo,
calculam-se de seguida alguns valores de §’:

o 0'(qin, @)= Uq/eq;n(Uqu(s(qga) q")
= Uyefama s Ugresia) 7
- (Uq”é{cm} ¢")u (UQ”G{qs} q")
=qUqs
={12, ¢} U{as,q4}
={q2,43,94,95}

o 0'(a2,0)= Uyeqs(Ugresiga) ")
= Uq’E{qz,%}(Uq”Eé(tI’ﬂ) q")
= Uq”E{fn} q"
=qf

={a}.
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Figura 2.15: AFND equivalente ao AFND® do Exemplo @

Os outros casos obtém-se de forma semelhante. O autémato afnd(A€) é entdo
o apresentado na Figura 2.15] A

Vejamos agora como eliminar o ndo-determinismo de um AFND por forma a
obter um AFD equivalente.

Definigao 2.42. AFD RESULTANTE DE AFND
Dado um AFND A = (X, Q, ¢in, F, ), 0 AFD resultante de A é dado por afd(A) =

(Za W(Q)v {qin}7FI75/) €m que
e FF={CCQ:CNF#0};

o 0 p(Q) x X — p(Q) é tal que

§(C,a) = U 0(q,a)

qeC
para cada C' C Q e a € X. A

Cada estado do autémato afd(A) é um conjunto de estados do AFND A. O
conjunto dos estados Q' de afd(A) é finito porque o conjunto dos estados de A
¢é finito. Note-se que o AFD resultante pode conter estados inuteis, facilmente
removiveis.

Proposicao 2.43.
Dado um AFND A, tem-se L(afd(A)) = L(A).

Dem. (esbogo): O resultado segue, observando que se A = (X, Q, ¢in, F,0) €
afd(A) = (3, p(Q), {ain}, F',¢'), entao 6" (C,w) = U,ec 6*(¢, w) para qualquer
CCQeweX™. O

Exemplo 2.44. Seja A = ({0,1},{p,q,7,s,t},p,{t},d) o AFND apresentado
no Exemplo Vai construir-se o autémato afd(A). O conjunto dos esta-
dos deste autémato é p({p,q,r,s,t}) e o seu estado inicial é {p}. Os estados
finais sdo todos os subconjunto de {p,q,r,s,t} que incluem ¢. Como exemplo,
calculam-se alguns valores de ¢’
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» 3'({p}.0)= Uyegp 9(,0)
=4(p,0)
= {p,?“}

« ({p,7},0)= Ugefpr 0(d,0)
=d(p,0) Ud(r,0)
={p,r}uU{s}
={p,r, s}

Os outros casos obtém-se de forma semelhante. Muitos dos estados de afd(A)
sdo inuteis. Na Figura estd representado o autémato afd(A), ja expurgado
dos seus estados intteis (confirme). Observe-se que este autémato coincide com
o apresentado na Figura [2.14] A

Figura 2.16: AFD equivalente ao AFND do Exemplo

Note-se em conclusao que apesar de os modelos serem equivalentes, ou seja,
que as linguagens reconhecidas por AFNDS® ou AFNDS sao necessariamente lin-
guagens regulares, é claro que a funcado de transicdo estendida de um AFD é
bem mais simples. No entanto, para além de os AFNDS e AFNDS® terem em
geral menos estados e transicbes que AFDS equivalentes, os movimentos-e per-
mitem a construcdo modular de reconhecedores para certas linguagens, como
veremos adiante.

2.1.4 Propriedades das linguagens regulares

A classe das linguagens regulares é muito bem comportada, suportando uma
quantidade de construgoes. Comecemos por analisar as suas propriedades 16gi-
cas.

Proposigcao 2.45.
Seja ¥ um alfabeto e L, L1, Ly C ¥* linguagens requlares. Entdo, L e L1 N Lo
sao linguagens requlares.
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Dem.: Seja D = (%, Q, gin, F, ) um AFD tal que L(D) = L. Assuma-se, sem
perda de generalidade que a funcao de transicdo de D é total, e considere-se o
AFD dual D = (2, Q, ¢in, Q \ F,6). E imediato verificar que L(D) = L(D) = L.

Analogamente, sejam D; = (3,Q1,ql, F1,61) e Dy = (X,Qs,q2, F, )
AFDS tais que L(Dy) = L1 e L(D3) = L. Considere-se o AFD produto D1 x Da=
(3,01 x Q2,(¢t, ), F1 x Fy,6) onde § : Q x ¥ — Q é tal que, para cada
(q1,42) €EQeacX:

indefinido caso contrario

e 5((q1,q2),0) = { (61(q1,a),02(q2,a)) se 61(q1,a)l e 62(q2,a)l

E imediato verificar que L(D; x Dy) = L(D1) N L(Dy). O

Obviamente, daqui conclui-se que a classe das linguagens regulares nao sé6
é fechada para intersec¢des e complementacoes, mas também para outras op-
eragOes logicas, como unidao, ou complementacio relativa, ja que, por exemplo,
Li ULy :Eﬂfge Ll\L2 :Llﬂfg.

Exemplo 2.46.

Seja D o AFD (total) apresentado no Exemplo para a linguagem L das
palavras sobre {a,b,c} que terminam em ab. Na Figura estd representado
o seu autémato dual D, o qual reconhece a linguagem L das palavras sobre
{a,b,c} que ndo terminam em ab. YA\

Figura 2.17: AFD dual do AFD do Exemplo

Exemplo 2.47.

Recorde-se o AFD D construido no Exemplo para a linguagem L das
palavras sobre {a,b,c} que ndo terminam em ab. Na Figura o AFD D’
a esquerda reconhece a linguagem L’ das palavras sobre {a,b,c} que tém um
nimero par de as. O AFD a direita é o autémato produto D x D’ que reconhece
a linguagem L N L/, isto é, a linguagem das palavras sobre {a,b,c} que nio
terminam em ab e tém um ndmero par de as. A

Na verdade, é possivel obter algumas destas, e outras, propriedades de fecho
da classe das linguagens regulares de forma simples, recorrendo a AFNDS¢ em
vez de AFDS.

Proposicao 2.48.
Seja ¥ um alfabeto e L, L1, Lo C ¥* linguagens requlares. Entao, L1ULs, L1.Lo
e L* sdo linguagens requlares.
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Figura 2.18: AFD para a linguagem {w € {a,b,c}* : w tem n2 par de as} (a
esquerda) e exemplo de AFD produto (a direita).

Dem.: Sejam A = (2, Q1, ¢, F1,01) e A5 = (X, Q2,¢2,, F2, 02) AFNDS® tais
que L(A§) = L1 e L(AS) = Ly e, sem perda de generalidade, Q1 N Q2 = 0.

Considere-se 0 AFND® soma A§ + A5 = (X, Q, Gin, F1 U F»,d) em que:
o Q={gin}UQ1UQ2 com gin & Q1 U Qx;
e §:Q x (2U{e}) — p(Q) é tal que, para cada ¢ € Q e a € X U {e}:
01(g,a) seqe @
da(g,a)  se q€ Qo

2(g:a) = {ain @} seq=gnea=c ’
0 seq=qnea#e

E simples verificar que L(A§ + A§) = L(A§) U L(A§) = Ly U Lo.
Considere-se também o AFND¢ sequencial A§.AS = (3,Q1 U Q2, ¢l , 5, 6)

em que:

e §:Q x (2U{e}) — p(Q) é tal que, para cada ¢ € Q e a € X U {e}:

91(q,a) seq€e@Qi\Fl,ouge Flea#ce
5(Q7a): 51((]’6)U{Q12n} SequIeaJZE
d2(g,a) se q € (Qy

E simples verificar que L(A§.AS) = L(A§).L(A§) = Ly.Lo.

Por fim, seja A° = (X, @, gin, F,d) um AFND® tal que L(A€) = L, e considere-
se 0 AFNDC iteragdo (A9)* = (X%,Q', s, F',d') em que:

¢ Q@ ={s}UQ com s ¢ Q;
o F/'={s}UF;
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e §:Q x (XU{e}) — p(Q') é tal que, para cada g € Q" e a € XU {e}:

Sg0)  seqcQ\F
d(q.e)U{s} seqe Fea=ce
§(q,a) =1 d(q,a) seqe Fea#e
{¢in} seq=sea=c¢
0 seq=sea#e

E simples verificar que L((A€)*) = L(A)* = L*. O

Exemplo 2.49.

Recorde-se o autémato com alfabeto {a,b,c} para a linguagem das palavras
que terminam em ab apresentado no Exemplo bem como o autémato com
o mesmo alfabeto para a linguagem das palavras que tém um ntmero par de as
apresentado no Exemplo [2:47] Na Figura[2.19]est4 representado o AFND® soma
que resulta destes autématos, o qual reconhece a uniao das suas linguagens.
Designou-se por q o estado inicial do novo autémato. A

b,c

Figura 2.19: Exemplo de AFND® soma.

Exemplo 2.50.

Recorde-se o automato para a linguagem das palavras nas quais o antepentltimo
e o penultimo simbolos sdo iguais apresentado no Exemplo bem como o
automato para a linguagem das palavras que tém um ntmero par de as apresen-
tado no Exemplo Sem perda de generalidade pode assumir-se que ambos
tém alfabeto {0, 1,a,b,c}. Na Figura estd representado o AFND€ sequencial
que resulta destes autématos que reconhece a concatenacdo da linguagem do
primeiro autémato com a linguagem do segundo. A

Exemplo 2.51.

Recorde-se o autémato apresentado no Exemplo [2.5] para a linguagem L das
palavras sobre {a, b, ¢} que terminam em ab. Na Figura estd representado
0 AFND€ iteracao que resulta deste autémato, o qual reconhece a linguagem L*,
o fecho de Kleene de L. A
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Figura 2.21: Exemplo de AFND€ iteracao.

Os resultados anteriores sdo cruciais para a ideia de expressdo regular, uma
forma compacta de definir linguagens regulares.

Defini¢do 2.52. EXPRESSOES REGULARES
Seja ¥ um alfabeto. O conjunto das expressoes regulares sobre ¥ é o conjunto
Ry, definido indutivamente como se segue:

e 0 € Ry;

e w € Ry para cada w € X%

o se aj,ay € Ry entdo (a1 + ag) € Ry (soma);

o se aj,ag € Ry entdo (a1.a2) € Ry, (concatenagio);

e se a € Ry entdo (a*) € Ry, (fecho de Kleene). A

Para simplificar a escrita de expressoes regulares omitem-se os parénteses
mais exteriores e assume-se que o fecho de Kleene tem precedéncia sobre a con-
catenacao e esta sobre a soma. Pode também omitir-se o . relativo a operacgao
de concatenagdo. Assim, por exemplo, pode escrever-se

e 0+ 1 em vez de (0+1);
e (0+1)0+ 1 em vez de (((0+1).0) + 1);
e 10* em vez de (1.(0%)).

Definicao 2.53. LINGUAGEM DE EXPRESSAO REGULAR, EQUIVALENCIA
Dada uma expressao regular o € Ry, a linguagem denotada por o é o conjunto
L(a) C ¥* definido indutivamente como se segue:

o L(0)=0;
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o L(w)={w} para cada w € ¥*;

(
L(Oél + 062) = L(Oél) U L(Oég);
. L(al.@g) = L(Oq).L(Ctg);

o L(a*) = L(a)*.

Expressoes regulares a; e ag dizem-se equivalentes, o que se representa por
a1 = ag, precisamente se L(ag) = L(ag). A

Proposicao 2.54.
Para quaisquer expressoes requlares o, B e vy, tem-se:

c a+B=p+a . ad* =a*a

e at(Bt+y)=(a+p8)+7y catl=a

« a(By) = (aB)y ¢ afte=a*

s QE=€EX = o af +aa*=af

e Al =0a=10 e etan*=a"

« a(f+7y)=aBf+ay o (af)" =e+a(fa)p

o (a+B)y=ay+pBy o P =¢

c ata=a S

Dem.: Exercicio. O

O resultado abaixo garante que é possivel obter reconhecedores para as
linguagens definidas por expressdes regulares, de forma modular a partir das
construcoes vistas acima.

Proposicao 2.55.
Seja o uma expressio reqular. Entao, L(a) é uma linguagem regular.

Dem. (esbogo): Imediato, a partir da Definigao e da Proposicao m

O

Além do mais, de facto, toda a linguagem regular pode ser denotada por
uma expressao regular.

Proposigcao 2.56.
Seja L C ¥* uma linguagem regular. Entdo, existe o € Ry, tal que L(a) = L.

Dem. (esbogo): Considera-se um AFD que reconhega a linguagem, a partir
do qual se obtém um sistema de equacbes cujas varidveis sao os estados do
AFD, e cuja solucao constitui uma expressao regular para a linguagem recon-
hecida no AFD a partir de cada um dos seus estados. A expressao regular « é
a que corresponde ao estado inicial do AFD. O sistema de equagoes resolve-se
recorrendo ao facto de que a solucdo para a equacdo X = fX+vé X = p*y. O
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Exemplo 2.57.
A partir do AFD D do Exemplo [2.2] obtém-se o seguinte sistema de equagoes:

din = aq1
g1 =aq +bga +cqo +€
g2 = bqa + cq2 + aqq

A primeira equagao resulta da transi¢ao d(¢in,a) = q1, e as demais obtém-se
de modo analogo. A segunda equacéo inclui e pelo facto de ¢; ser estado final.
Segue-se a resolucdo deste sistema, a qual envolve algumas das propriedades
das expressoes regulares referidas na Proposicao bem como o facto de
que, sendo [ e v expressoes regulares, a solucdo para a equacdao X = X + v
ser X = B*y:

¢in = aq1 din = aq1

G =aq+bgp+cpp+e & Ja=aqg+(b+c)pt+e <

g2 = bqa + cq2 + aqq @ =({b+c)g+an

din = aq1 Gin = aq1

g=ap+b+c)p+e & qa=aqg+ b+c)(b+c)aqpi+e &
@2 = (b+ ¢)*aq g2 = (b+c)*aq

din = aq1 Gin = aqi1
a=(a+b+c)b+)a)gi+e & {q=(a+(b+c)b+c)a)e <«
2 = (b+ ¢)*aq: g2 = (b+¢)*aq:

gin = ala+ (b+c)(b+ c)*a)*

@1 =(a+ (b+c)(b+c)a)”

g2 = (b+c)*aq

A expressao regular « correspondente ao estado inicial é a(a + (b+ ¢)(b +
c)*a)*. Esta expressao, que é equivalente a a + a(b+ ¢)*a (verifique), denota a
linguagem reconhecida por D. A

De todo o modo, como deve ser claro ja neste momento, nem todas as
linguagens sao regulares. Para mostrar que uma linguagem L nao é regular
ha que garantir que ndo existe nenhum autémato finito que a reconhega, ou
expressao regular que a denote. A seguinte proposicdo enuncia um resultado,
conhecido como lema da bombagem que é 1til para esse efeito.

Proposicao 2.58.
Se L C 3* é uma linguagem reqular entdo existe k € N tal que se w € L é uma
palavra com |w| > k entdo w = wiwaws em que wy,ws, ws € X* satisfazem as
sequintes condigoes:

.« wn A e

o |wiwe| < k;
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o wiwhws € L, para cada i € N.

Dem.: Seja D = (X,Q, ¢in, F,6) um AFD tal que para L(D) = L, e tome-
se k = #Q. Tem-se k € N, pois () é necessariamente finito e ndo vazio. Se
L nao contém nenhuma palavra de comprimento k& ou maior, o resultado fica
imediatamente estabelecido. Considere-se agora o caso em que existe w € L
com |w|=n > k.

Como §*(gin,w) € F, existe um caminho pop; ...p, de D ao qual w estd
associada no qual pg = gi, € pp, € F'. Este caminho tem n+1 estados e portanto,
como () tem apenas k elementos, existe um estado g € () que ocorre pelo menos
duas vezes neste caminho sendo que, necessariamente, duas ocorréncias de g
estdo no caminho pgp; ...pr. Existem assim j1,j2 € Ng com j; < jo < k tais
que pj; = Pj, = ¢q-

Ao caminho pj, pj, 11 ...pj, estd associada uma palavra wy que é necessari-
amente nao vazia porque ji # jo. Aos caminhos popi...Dpj; € PjoDjst1---Pn
estdo associadas palavras wi e ws, respectivamente. Assim, w = wjwows €
wiwy tem no maximo comprimento k.

Como pj, = pj, = q,
Po..-Pj1Pja+1Pj2+2 - - - Pn

é ainda um caminho de D e a este caminho esta associada a palavra wiws, pelo
que wiwsg = wlwgwg € L.
Dado i € N,

1 1,2 2 i—1_ i i
Po---DPjiDji41---PjiPj41---Pjy - - - Pjy Pjy41---Pjp Pja+1Pja+2---Pn

em que, para cada 1 < r < 4, p§1+1 = Djr+1, p§1+2 = Dj1+2,- - p§2 = Pj,, €
ainda um caminho de D. Este caminho é obtido repetindo 7 vezes a sequén-
cia pj,+1...pj,- A este caminho estd associada a palavra wijwjws, e portanto
wiwyws € L. O

Ilustra-se agora a utilizagdo da Proposi¢do [2.58 na demonstracao de que
nao é regular a linguagem das palavras sobre ¥ = {a, b} constituidas por uma
sequéncia de as seguida por uma sequéncia com igual ntimero de bs, isto é, a
linguagem {a"b" : n € Ny}.

Exemplo 2.59.

A linguagem L = {a :n € Ng} néo é regular. Se L fosse uma linguagem
regular entdo verificaria o resultado enunciado na Proposicao 2.58 Sendo k o
natural cuja existéncia é garantida por esse resultado, considere-se w = a¥b* €
L. O resultado garante que afbvF = wiwews em que wiws tem no maximo k
simbolos. Entao, wiws e wo 880 sequéncias nao vazias que apenas tém as, pelo
que wy = a’/ com j # 0. O resultado implica ainda que, em particular, wiws é
uma palavra desta linguagem. Isto significa que a*~7b* tem de ser um elemento
da linguagem, o que é impossivel uma vez que k — j # k. Conclui-se assim que
a linguagem néo é regular. A

nbn
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Outros exemplos de linguagens nao regulares, ainda sobre o alfabeto ¥ =
{a,b} séo a linguagem das palavras nas quais o ntimero de as é igual ao niimero
de bs, a linguagem das palavras nas quais o nimero de as é o dobro do niimero de
bs, ou a linguagem dos palindromos. Para reconhecer linguagens nao regulares
precisaremos de modelos computacionais mais poderosos.

2.2 Linguagens independentes do contexto

Esta seccao é dedicada as linguagens ditas independentes do contexto, com car-
acteristicas mais sofisticadas que as linguagens regulares, e aos modelos com-
putacionais que as reconhecem.

2.2.1 Autématos de pilha

O modelo computacional que consideraremos é o chamado autdmato de pilha
(em inglés, push-down automaton).

Um autémato de pilha é basicamente um AFND® ao qual se adiciona uma
estrutura adicional: uma pilha. Uma pilha é uma estrutura de armazenamento
de dados na qual se pode sempre colocar mais um elemento e cujo acesso segue
a disciplina FILO (First In, Last Out). Isto significa que, em cada momento, o
unico elemento a que se tem acesso (para remoc¢ao ou consulta) é o dltimo ele-
mento que foi colocado na pilha, o qual é designado por topo da pilha. Quando
se coloca um elemento na pilha, este passa a constituir o topo da nova pilha.
Quando se remove o topo de uma pilha altera-se o seu conteiido e o novo topo
corresponde ao peniltimo elemento que se havia colocado, se existir. Caso
contrario, obtém-se uma pilha vazia.

Uma transicdo num autémato de pilha corresponde a uma transicdo no
AFND¢ subjacente e a uma possivel alteragdo da pilha: remogao do topo e/ou
introducdo de um novo elemento. A pilha proporciona assim uma capacidade
de memoria adicional.

Definicao 2.60. AUTOMATO DE PILHA
Um autémato de pilha, ou apenas AP, é formado por:

e um alfabeto X;

o um alfabeto auziliar T';

e um conjunto finito de estados Q;

e um estado inicial g, € Q;

e um conjunto de estados finais F' C Q;

o uma fungdo de transigdo § : Q@ x (X U{e}) x (T'U{e}) — p(Q x (TU{e})).
A
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Vale a pena entender que num AP, se (¢',b’) € §(q,a,b) isto significa que
existe uma transicao do estado ¢ para o estado ¢’ quando o simbolo correspon-
dente da palavra a reconhecer é a, desde que o simbolo no topo da pilha nesse
momento seja b, que se remove e substitui por . Note-se que é possivel ter
a = € como num AFND®. Também é possivel ter b = €, o que ndo impde nenhum
requisito ao simbolo no topo da pilha, nem a sua remocao, ou b’ = ¢, o que
nao coloca nenhum simbolo na pilha. Obviamente, a pilha acumula simbolos
do alfabeto auxiliar I', e é portanto representada por uma palavra em I'*.

Definicao 2.61. PALAVRA ACEITE E LINGUAGEM RECONHECIDA POR AP
Seja M = (X, T, Q, ¢in, F,0) um AP. A palavra w € ¥* diz-se aceite por M se:

o w pode ser escrita como ajag...ay,, com a; € U {e}, 1 <i<m;

e existem uma sequéncia de estados pgp1 ... pm € uma sequéncia de pilhas
YY1 - - - Ym, cOm pj € Q e yj € I'* para cada 0 < j < m, tais que
— Po=¢n €7 =€
= (pi+1,b') € 8(pi; ait1,b), com v; = b, i1 =V, para 0 <i < my
— pm € F. A

A linguagem reconhecida por M, ou linguagem de M, denota-se por L(M)
e é constituida por todas as palavras aceites por M.

As linguagens que sao reconhecidas por APS tém uma designacao especial.

Definicao 2.62. LINGUAGEM INDEPENDENTE DO CONTEXTO

Uma linguagem L C »* diz-se independente do contexto se existe um AP M
com alfabeto ¥ tal que L(M) = L. Denota-se por ZN'D* o conjunto de todas
as linguagens independentes do contexto com alfabeto X. A

De novo, usaremos apenas ZAND, em vez de ZN'D*, quando o alfabeto
estiver subentendido ou seja irrelevante no contexto.

Exemplo 2.63.
Na Figura estd representado um Ap M = (X,T',Q, ¢in, F,0) com alfabeto
Y = {a,b} e alfabeto auxiliar I' = {a,z}. Observe-se a notacdo usada nas

a, € —a b,a — €

€€ /gd\ €,€— € }q\)\ €T — €
> q1 > 2 >
NG \/

Figura 2.22: AP que reconhece a linguagem {a”b" : n € Ny}.

etiquetas das transigoes: a etiqueta b,a — € na transicdo de go para ¢o, por
exemplo, denota que (g2, €) € 0(ge2, b, a). Isto significa que existe uma transi¢ao
do estado g9 para o mesmo estado associada ao simbolo b, desde que o simbolo
a esteja no topo da pilha, e ainda que da transicdo resulta que o simbolo no
topo da pilha é substituido por € (isto é, a é removido da pilha).
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Analisando o autémato conclui-se que transi¢oes associadas ao simbolo a
podem ser realizadas independentemente do contetido da pilha e colocam a no
topo da pilha, e que transi¢oes associadas ao simbolo b s6 podem efetuar-se se
existir o simbolo a no topo pilha, e removem-no do topo da pilha. O movimento-
€ a partir de ¢y coloca o simbolo = na pilha, e o movimento-¢ que conduz ao
estado final s6 pode realizar-se se x estiver no topo da pilha.

Tome-se a palavra aabb. Esta palavra pode ser escrita como eaaebbe. A
partir de gj, pode transitar-se para ¢; através de um movimento-¢, e x é colocado
no topo da pilha. Pode agora realizar-se uma transi¢do a partir de ¢; para o
préprio g1 associada ao simbolo a, e colocar a no topo da pilha. O contetdo da
pilha é agora za. O proximo simbolo da palavra é de novo a, e ¢é realizada a
mesma transicao de que resulta a pilha xaa. Um movimento-¢ permite depois
transitar para g2, sem alterar a pilha. O simbolo seguinte da palavra é b, e pode
efetuar-se a transicdo de g para g associada a b porque o simbolo a estd no
topo da pilha. O topo é removido, e o contetido da pilha é agora za. O mesmo
acontece relativamente ao préximo simbolo da palavra, que é de novo . Como
depois o contetido da pilha é z, pode realizar-se o movimento-¢ a partir de ¢
para o estado final g3. A palavra aabb é assim aceite por M. De igual modo se
pode concluir que €, ab e aaabbb, por exemplo, sdo aceites por M.

Por sua vez, a palavra aab ndo é aceite por M porque apoés a transicao
associada ao ultimo b, havera ainda um a no topo da pilha, o que impede
que se venha a realizar o movimento-e¢ para o estado final. Apds as transicoes
associadas a a, a pilha tem mais as do que o nimero de bs na palavra. Também a
palavra aabbb nao é aceite por M, neste caso porque, apos a transi¢ao associada
ao segundo b, o simbolo a nao estd no topo da pilha e nunca podera vir a estar,
pelo que o terceiro b ndo podera ser reconhecido. Apds as transigoes associadas
a a a pilha tem neste caso menos as do que o ntimero de bs na palavra. Palavras
s6 com bs ou s6 com as também nao sdo aceites por M, tal como palavras nas
quais exista um a depois de um b, ou um b depois de um a. Conclui-se entao
facilmente que as palavras aceites por M sdo precisamente todas as palavras
do tipo a™b” com n € N. A manipulagdo da pilha assegura que o nimero de as
nas palavras é igual ao niimero de bs, e as transicoes entre estados asseguram
que bs s6 podem ocorrer apds todos os as.

Pode considerar-se também a nocdo de caminho num AP e a de palavra
associada a um caminho. Por exemplo, a sequéncia de estados ¢inq1q191929292q3
¢ um caminho de M, ao qual estd associada a palavra aabb, porque porque
(q1,2) € §(¢in, €, €), (q1,a) € 0(qr,a,€), (q1,a) € (q1,a,€), (q2,€) € d(q1,¢€,€),
(q2,€) € 0(q2,b,a), (q2,€) € 6(q2,b,a) e (g3,€) € 6(q2,€,x). A

Deixa-se como exercicio ao leitor verificar que todas as linguagens regulares
sdo independentes do contexto.

Como referido no inicio do capitulo, certos constituintes das linguagens
de programacao sao linguagens regulares, nomeadamente as linguagens das
palavras reservadas, ou dos identificadores. Tal ndo acontece quando se con-
sidera toda a linguagem. Nas expressoes aritméticas, por exemplo, o niimero
de parénteses direitos tem de ser igual ao ntimero de parénteses esquerdos, e
portanto a linguagem das expressoes aritméticas nao é regular. Tendo como
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propésito facilitar a construcdo de compiladores, os aspetos essenciais da sin-
taxe das linguagens de programacao modernas podem ser especificados através
de gramaticas independentes do contexto que, como se vera adiante, descrevem
linguagens independentes do contexto.

2.2.2 Propriedades das linguagens independentes do contexto

As linguagens independentes do contexto mantém algumas boas propriedades
das linguagens regulares. Nomeadamente, é possivel usar construcoes semel-
hantes as obtidas na Sec¢do [2.1.4] mas agora sobre APS, para garantir as
seguintes propriedades.

Proposicao 2.64.
Seja ¥ um alfabeto e L,L1,Lys C ¥X* linguagens independentes do contexto.
Entdo, L1 U Ly, L1.Ls e L* sao linguagens independentes do contexto.

Dem.: Exercicio. O

No entanto, em geral, a classe das linguagens independentes do contexto
nao é fechada para intersec¢ées ou complementacoes, como veremos adiante.
Antes, porém, precisamos de compreender que ha linguagens que nao séo in-
dependentes do contexto. Para tal dispomos do seguinte resultado, conhecido
como lema da bombagem para linguagens independentes do contexto.

Proposicao 2.65.

Se L C ¥* é uma linguagem independente do contexto entdo existe k € N tal
que se w € L é uma palavra com |w| > k simbolos entao w = wiwowswsws em
que w1, wo, w3, Wq, ws € X° satisfazem as sequintes condigoes:

o wWowy F €;
o |wawzwy| < k;
. w1w§w3w3w5 € L, para cada i € Ny.

Dem.: Exercicio. O

Ilustra-se a utilizagdo da Proposicao [2.65] na demonstragdo de que a lin-
guagem {a™b"c" : n € Ny} nao é independente do contexto.

Exemplo 2.66.

A linguagem L = {a"b"c" : n € Ny} sobre o alfabeto ¥ = {a,b, ¢} ndo é uma
linguagem independente do contexto. Se L fosse uma linguagem independente
do contexto entdo verificaria o resultado enunciado na Proposi¢ao[2.65] Sendo k
o natural cuja existéncia é garantida por esse resultado, considere-se a palavra
w = aFbFcF € L. O resultado garante que abbkck = wiwewswaws em que
wowzw, tem no maximo k simbolos e wy e w4 ndo sdo ambas vazias, e garante
também que wywsws € L. Existem trés possibilidades a considerar: (i) wawswy
s6 tem bs; (ii) wowswy inclui pelo menos um a, e portanto nao inclui nenhum
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¢, uma vez que tem no maximo k simbolos; (iii) wewswy inclui pelo menos um
¢ e portanto nao inclui nenhum a, pela mesma razao.

No caso (i), wiwsws = a*b*~Ic¥ para algum j # 0. Entao a*o* ¥ € L, o
que é impossivel dado que k # k — j.

No caso (ii), tem-se que wywzws = aF=iph=i'ck em que ou j # 0 ou 5" # 0.
A linguagem L incluiria assim uma sequéncia com mais ¢’s do que a’s ou mais
c’s dos que b’s, o que é impossivel.

No caso (iii), tem-se que wywsws = a*b*7cF=7" em que ou j # 0 ou j/ # 0.
A linguagem L incluiria assim uma sequéncia com mais a’s do que b’s ou mais
a’s dos que ¢’s, o que é de novo impossivel.

Conclui-se que L nao ¢ independente do contexto. A

Este exemplo permite-nos confirmar que a classe das linguagens indepen-
dentes do contexto nao é fechada para interseccoes, e portanto também néo o
serd para complementagoes. Para tal basta notar que {a"b"c¢™ : n € Ny} =
{a™b"c™ : nym € No} N {a"b™c™ : m € Ny}, e que as duas linguagens intro-
duzidas sao de facto independentes do contexto.

Outros exemplos de linguagens que nao sdo independentes do contexto,
ainda sobre o alfabeto ¥ = {a,b,c}, sio {a’b/c¥ : i,j,k€Nei<j<k}ou
{ww :w € {a,b,c}*}.

2.3 Outras classes de linguagens

Como fica claro, existem linguagens mais exigentes do ponto de vista computa-
cional, que nao sao regulares, nem mesmo independentes do contexto. Nao fare-
mos um estudo detalhado, mas vale a pena compreender algumas classes princi-
pais. Esse trabalho deve-se em particular a Noam Chomsky, e foi desenvolvido
no contexto do estudo da linguistica usando a nogao formal de gramdtica.

2.3.1 Gramaticas

Comecemos por introduzir a nogao geral de gramdtica, como forma de definir
rigorosamente uma linguagem.

Definigao 2.67. GRAMATICA
Uma gramdtica é formada por:

o um alfabeto X, cujos simbolos se dizem terminais;
o um conjunto finito V' (disjunto de X) de simbolos ndao-terminais;
e um simbolo ndo-terminal designado S € V, dito simbolo inicial;

e um conjunto finito de produgoes

PC{(anXag,B):aq,as, € (VUE)", X eV}
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Exemplo 2.68.
A gramética G = (%,V, S, P) em que

o ¥ = {os, as, estudantes, eles, elas, participam, estudam, muito, pouco}
e V={F,SN,SV,N,PR,V,D,ADV}
e S=F

« P ={(F,SNSV), (SN,DN), (SN,PR), (SV,V), (SV,V ADV),
(D,0s),(D,as),(N,estudantes),(PR,eles),(PR,elas),(V,participam)
(V,estudam),(ADV muito),(ADV,pouco) }

corresponde a um fragmento simplificado da estrutura sintactica da lingua por-
tuguesa. Numa producdo como (F,SN SV), por exemplo, diz-se que F é o lado
esquerdo da producao, e que SN SV é o seu lado direito. Outra notagao possivel
é F — SN SV. Produgbes que tém o mesmo lado esquerdo podem representar-
se simultaneamente, separando os respectivos lados direitos por |. Por exemplo,
as duas produgoes da gramatica G com lado direito SN podem ser representadas
por SN — D NJ|PR. A frase da lingua portuguesa “eles estudam muito”, por
exemplo, é gerada por esta gramatica como se indica de seguidas:

F

SN SV F — SN SV
PR SV SN — PR
eles SV PR— eles
eles V ADV SV— V ADV

eles estudam ADV V— estudam
eles estudam muito ADV— muito

Comeca-se com o simbolo inicial, F, e sao depois usadas sucessivamente varias
producoes de G. O lado esquerdo de cada uma delas é substituido pelo respec-
tivo lado direito, obtendo-se uma nova sequéncia de simbolos terminais e/ou
nao-terminais. A

Defini¢do 2.69. APLICAGAO DE PRODUGAO
Sejam G = (3, V, S, P) uma gramatica, («, ) € P e sejam w,w’ € (V UX)*:

o (a, ) pode ser aplicada a w se & ocorre em w, ou seja, W = wiws CoOmM
wi,wp € (VUX)5

o w' resulta de w por aplicagdo de («, ) se a produgdo pode ser aplicada a
w e w’ se obtém substituindo uma ocorréncia de « por S em w, nomeada-
mente w' = wi fws. A

Definigao 2.70. DERIVACAO EM GRAMATICA E LINGUAGEM GERADA
Seja G = (X, V, S, P) uma gramética. Uma derivagio de w € (V UX)* em G é
uma sequéncia wiws . . . wy, de elementos de (V U X)*, com n > 1, tal que

e w1 =85, w, =w
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e wjy1 resulta de w; por aplicagdo de uma produgao de P, para cada 1 <
1< n.

A palavra w diz-se gerada por G se existe uma derivagdo de w em G. A
linguagem gerada pela gramatica G, ou linguagem de G, é o conjunto L(G) =
{w e ¥*: w é gerada por G}. A

O alcance da nogao de gramaética é bastante geral, pelo que vale a pena
atentar nos seguintes casos particulares.

Definigao 2.71. GRAMATICA REGULAR, (IN)DEPENDENTE DO CONTEXTO
Uma gramatica G = (X, V, S, P) diz-se:

o regular se as produgdes de P sao da forma (X, w) ou (X, wY);
o independente do contexto se as produgoes de P sdo da forma (X, (3);

o dependente do contexto se as produgoes de P sao da forma (a1 X ag, ajyas)
ou (S,¢€), caso em que S nao pode ocorrer no lado direito de nenhuma
producao

com X, Y €V, w,u,v € ¥* aj,a0,8,y€ (VUX) ey #e. AN

Exemplo 2.72.
A gramética G = (X,V, S, P)com X = {0,1}, V = {5, X,Y, Z}, e P constituido
pelas produgoes

S— 01X X —0Y|1Z Y —0Y|1X|e Z-—0Y|1Z|¢

é uma gramatica regular. A linguagem gerada por G é a linguagem sobre {0, 1}
das palavras que comegam em 01, mas nao terminam 01. A

Exemplo 2.73.
A gramética G = (X,V, S, P) com ¥ = {a,b}, V = {S}, e P constituido pelas
produgoes

S — aSb|e

é uma gramatica independente do contexto. A linguagem gerada por G é a
linguagem sobre {a, b} das palavras do tipo a"b", com n € Nj. A

Exemplo 2.74.
A gramatica G = (X,V, S, P) com ¥ = {a,b,c}, V = {S, X}, e P constituido
pelas produgoes

S —aXSc|abc|le Xa—aX  Xb— bb

é uma gramatica dependente do contexto. A linguagem gerada por G é a
linguagem sobre {a, b, c} das palavras do tipo a"b™c"™, com n € Ny. A

Em inglés usa-se a terminologia contezt-free/context-sensitive, em lugar de
independente/dependente do contexto. Como serd de esperar, as designagoes
acima nao sao inocentes.
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Proposigao 2.75.
Seja G = (3,V, S, P) uma gramdtica. Tem-se:

o se G é uma gramdatica regular entio L(G) é uma linguagem regular;

e se G € uma gramdtica independente do contexto entao L(G) é uma lin-
guagem independente do contexto.

Dem. (esbogo): Deixa-se como exercicio transformar uma gramética regular
num AFND€ para a mesma linguagem, bem como transformar uma gramatica
independente do contexto num AP para a mesma linguagem. O

O reciproco deste resultado também é verdadeiro.

Proposicao 2.76.
Seja L C ¥* uma linguagem. Tem-se:

o se L é regular entdo existe uma gramdatica reqular G tal que L(G) = L;

e se L éindependente do contexto entdo existe uma gramdtica independente
do contexto G tal que L(G) = L.

Dem. (esbogo): Deixa-se como exercicio transformar um AFD numa graméatica
regular para a mesma linguagem, bem como transformar um AP numa gramatica
independente do contexto para a mesma linguagem. O

As linguagens que sdo definidas por graméticas dependentes do contexto
tomam essa designagao.

Definicao 2.77. LINGUAGEM DEPENDENTE DO CONTEXTO

Uma linguagem L C ¥* diz-se dependente do contexto se existe uma gramatica
dependente do contexto G com alfabeto ¥ tal que L(G) = L. Denota-se por
DEP* o conjunto de todas as linguagens dependentes do contexto com alfabeto
3. A

Tal como antes, usaremos apenas DEP, em vez de DEP, sempre que o
alfabeto esteja subentendido ou néo seja importante no contexto.

Curiosamente, a classe das linguagens dependentes do contexto volta a ter
muitas das boas propriedades de fecho das linguagens regulares, incluindo op-
eragoes Booleanas como intersecgao e complementacgdo, que nao se verificam
para linguagens independentes do contexto. Deixa-se os detalhes ao cuidado do
leitor.

2.3.2 A hierarquia de Chomsky

Aos quatro tipos de gramaticas vistos acima, e respectivas linguagens, Chomsky
associou a seguinte designacao.

TIPO-0: linguagens geradas por gramaticas;

TIPO-1: linguagens geradas por gramaticas dependentes do contexto;
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TIPO-2: linguagens geradas por gramaticas independentes do contexto;

TIPO-3: linguagens geradas por gramaticas regulares.

O conjunto das linguagens de TIPO-0 sobre um alfabeto ¥ denotar-se-
4 por R*, ou apenas R, por razoes que compreenderemos adiante. Na ver-
dade, estuddmos modelos computacionais subjacentes as linguagens de TIPO-
3, os autématos finitos, e de TIPO-2, os autématos de pilha, mas para além
da caracterizacdo por via de gramadticas, ndo exploramos ainda os modelos
computacionais subjacentes aos restantes tipos. Na verdade, as linguagens de
TIPO-0 sdo precisamente as linguagens reconheciveis por mdquinas de Tur-
ing, o modelo universal de computacdo que estudaremos de seguida. As lin-
guagens de TIPO-1, dependentes do contexto, sdo tipicamente associadas a
autdmatos lineares (em inglés, linear bounded automata), que correspondem a
magquinas de Turing que ndo podem escrever em espacos. De facto, como vere-
mos, DEP = NSPACE(n) de acordo com um conhecido resultado de Kuroda.

A hierarquia de linguagens proposta por Chomsky pode ser visualizada
no diagrama abaixo, onde a elipse mais interior corresponde as linguagens de
TIPO-3, e a mais exterior as linguagens de TIPO-0.

INDE

DEPE

Os resultados que ja conhecemos, bem como as caracterizagdes por via de
gramaticas, permitem-nos compreender facilmente que

REG CIND CDEP CR.

De facto, tem-se mesmo inclusoes estritas, isto é

REG C IND C DEP C R.

A separagcao das classes REG e ZN'D é garantida pelos Exemplos e
A separacao das classes ZN'D e DEP é garantida pelos Exemplos e A
separacao das classes DEP e R sera compreendida mais adiante. Pde-se ainda
a seguinte questdo: haverd linguagens que nao sao de nenhum destes tipos?
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Exercicios

1 Autématos finitos deterministas

1. Seja D o AFD com alfabeto ¥ = {0,1}, cuja representagao grafica é a
seguinte:

(a) Verifique que as palavras €, 0000 e 10110111 séo aceites por D.

(b) Verifique informalmente que L(D) é o conjunto das palavras sobre
> nas quais o nimero de 1s é um multiplo de 3.

2. Seja D o AFD com alfabeto ¥ = {a,b,c}, cuja representagio gréfica é a
seguinte:

(a) Verifique que as palavras aacac e abacc sdo aceites por D.

(b) Verifique informalmente que L(D) é o conjunto das palavras sobre
Y. que tém pelo menos um a, no maximo um b, e terminam em c.

3. Especifique um AFD que reconhega as seguintes linguagens sobre o alfabeto

{0,1}:
(a
(b

) a linguagem das palavras cujo comprimento é par;
)

(c) a linguagem das palavras que tém um ntimero impar de Os;
)

a linguagem das palavras que tém 1 em cada posi¢do impar;

(d) a linguagem das palavras que tém um ntmero impar de Os e um
nimero par de 1s;

(e) a linguagem das palavras que entre dois 1s consecutivos tenham no
maximo um 0;
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(f) a linguagem das palavras que tém 1 na peniltima posigao;

(g) a linguagem das palavras que tém 1 na antepenultima posicao.

4. Especifique um AFD que reconhega as seguintes linguagens sobre o alfabeto
{a,b,c}:

(a) a linguagem das palavras que tém exatamente dois as;

(b) a linguagem das palavras que comegam em a e terminam em bc;

(c) a linguagem das palavras que tém pelo menos um a e pelo menos
um b;

(d) a linguagem das palavras que tém dois bs consecutivos;

(e) a linguagem das palavras que tém caab como subpalavra;

(f) a linguagem das palavras nas quais a subpalavra ab ndo ocorre, ou
ocorre exatamente duas vezes;

(g) a linguagem das palavras que ndo tém simbolos consecutivos iguais;

(h) a linguagem das palavras nas quais o primeiro e o dltimo simbolo
sao iguais;

(i) a linguagem das palavras nas quais os dois ultimos simbolos sdo
iguais;

(j) a linguagem das palavras que nao tém dois bs consecutivos;

(k) a linguagem das palavras nas quais o primeiro e o ultimo simbolo
sao diferentes;

(1) a linguagem das palavras nas quais os dois ultimos simbolos sdo
diferentes.

5. Seja Dig = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Uma constante numérica é consti-
tuida por uma parte inteira e uma parte decimal, separadas por um “.”.
A parte inteira é 0 ou uma palavra sobre Dig que ndo comeca por 0. A
parte decimal é uma palavra sobre Dig. O simbolo “.” pode omitir-se
se a parte decimal for vazia. A parte inteira e a parte decimal nao po-
dem ser ambas vazias. HEspecifique um AFD que reconhega a linguagem
das palavras sobre o alfabeto ¥ = Dig U {.,+, —} do tipo w, +w ou —w,
onde w é uma constante numérica.

6. Mostre que ¢é regular a linguagem constituida pelas palavras sobre o
alfabeto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} que representam, em notacdo decimal,
nimeros naturais que sao multiplos de 3.

7. Mostre que é regular a linguagem constituida pelas palavras sobre o alfa-
beto {0,1} que representam, em notacao bindria, niimeros naturais que:
(a) sao multiplos de 3;
(b) sdo multiplos de 4;

(c) sdo multiplos de 5.
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2 Equivaléncia e minimizacao de autématos

1. Considere o AFD D com alfabeto ¥ = {a, b, ¢}, cuja representagio gréfica
é a seguinte:

Indique os estados de D que nao sao produtivos e os estados de D que
nao sao acessiveia. Indique depois os estados de D que sao tteis, e os que
sdo inuteis.

2. Considere os AFDS com alfabeto 3 = {0, 1} com as representagoes graficas
indicadas. Estes autématos sdo equivalentes?

3. Considere os AFDS com alfabeto ¥ = {a, b} com as representagoes graficas
indicadas. Estes autématos sdo equivalentes?

a,b
a m a
—{ Do = D1 ,
\/

b

4. Considere o AFD D com alfabeto ¥ = {a, b, c}, cuja representagao grafica
¢é a seguinte:
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O autémato D ¢é minimo? Em caso negativo construa min (D).

5. Considere o AFD D com alfabeto ¥ = {a, b, ¢}, cuja representagao grafica
¢é a seguinte:

O autémato D é minimo? Em caso negativo construa min (D).

3 Autdématos finitos nao-deterministas

1. Seja A€ o AFND® com alfabeto ¥ = {a,b, ¢}, cuja representagio gréfica é
a seguinte:

a b c

& \&J \&J

(a) Verifique que as palavras abce, bbcee e accee sdo aceites por A€.

(b) Verifique informalmente que L(A€) é o conjunto das palavras sobre
¥ do tipo a’bicF com i,j,k € Ny e k > 2.

2. Especifique um AFND® que reconheca as seguintes linguagens sobre o al-
fabeto {0, 1}:
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(a) a linguagem das palavras que tém 1 na penultima posi¢ao;

(b) a linguagem das palavras que tém 1 na antepentltima posigao.

3. Especifique um AFND® que reconheca as seguintes linguagens sobre o al-
fabeto {a, b, c}:

(a) a linguagem das palavras nas quais os trés ultimos simbolos sdo
iguais;
(b) a linguagem das palavras que tém caab como subpalavra;

(c) a linguagem das palavras nas quais a subpalavra ab nao ocorre, ou
ocorre exatamente duas vezes;

(d) a linguagem das palavras nas quais o ultimo simbolo ocorre uma
Unica vez em toda a palavra;

(e) a linguagem das palavras nas quais o tultimo simbolo ocorre pelo
menos duas vezes em toda a palavra.

4. Considere o AFND A com alfabeto ¥ = {a, b, ¢}, cuja representagao grafica
¢é a seguinte:

Construa um AFD equivalente a A.

5. Considere o AFND® A€ com alfabeto ¥ = {a,b,c}, cuja representacao
grafica é a seguinte:

Construa um AFD equivalente a A°€.

6. Considere o AFND® A€ do Exemplo [B|[I] Construa um AFD equivalente a
AS.
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4 Expressoes regulares

1. Considere a expressao regular o = a(a+c¢)*b(a+b+c)*(a+c)+c*(a+b)*
sobre o alfabeto {a,b, c}. De entre as palavras 0, €, ab, abe, abee, cccab,
aaaa, cach, abcedb, indique as que pertencem a linguagem denotada por .

2. Indique uma expressao regular que denote as seguintes linguagens sobre
o alfabeto {0, 1}:

a linguagem das palavras que comegam em 11;
b
(c

(d) a linguagem das palavras nas quais o primeiro e o tltimo simbolo
sao diferentes;

(a)
(b) a linguagem das palavras que tém 1 na antepeniltima posigao;
) a linguagem das palavras que tém pelo menos trés Os;

)

(e) a linguagem das palavras cujo comprimento é par;

(f) a linguagem das palavras que tém um ntmero impar de Os;

(g) a linguagem das palavras que tém um nimero impar de 0s e um
namero par de 1s;

(h) a linguagem das palavras que entre dois 1s consecutivos tenham no
maximo um 0;

(i) a linguagem das palavras que nao tém 001 como subpalavra.

3. Indique uma expressao regular que denote a linguagem descrita no Exer-

cicio 5L
4. Mostre que:

(a) b(aa®™ + €)* + bba* = (b+ bb)a*
(b) (aa*a+ caa) + (a*b+ cb) = (a* + ¢)(aa + b);
(¢) b*a*c+ b*c+ b*a*cc* 4+ b*c*c = b* (e + a)c*ec.

5. Considere as seguintes expressoes regulares sobre o alfabeto {a,b, c}:

(a) a(b+ )%

(b) (ba)*(c+e);

(c) (ab)* + (aa +¢)%;
(d) (b(ce)™)".

Recorra ao resultado estabelecido na Proposigao para especificar um
AFND® que reconheca a linguagem denotada por cada uma destas ex-
pressoes. De seguida, obtenha um AFD equivalente.
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5 Propriedades das linguagens regulares

1. Sejam L; e Ly linguagens regulares sobre um alfabeto ¥. Mostre que a
linguagem L1\ L2 é também regular.

2. Mostre que se L é uma linguagem regular, entdao é também regular a
linguagem {wf :w € L}.

3. Mostre que se L é uma linguagem regular, entdao é também regular a
linguagem {w € L : ndo existe nenhum prefixo v de w tal que v € L}.

4. Use o lema da bombagem para linguagens regulares para demonstrar que
nado sao regulares as linguagens seguintes:

(a) L ={0?"1":n € Np};

(b) L ={0"1":m,n € Ng e n > m};

(¢c) L={0"1"0":n € Noy};

(d) L={w € {0,1}* : w é um palindromo}

(recorde que uma palavra w é um palindromo se w = w

L = {ww:we{0,1}*};

L={we{0,1}*: em w o nimero de 0s é igual ao nimero de 1s};

)

9

L={we {0,1}*: em w o nimero de 0s é o dobro do nimero de 1s};

5. Mostre que se L; (i € Ng) é uma linguagem regular, entao J;cn, Li pode
nao ser uma linguagem regular.

Sugestdo: note que é regular a linguagem singular {0¢1?} com i € Ng.

6 Automatos de pilha

1. Seja M o AP com alfabeto ¥ = {a,b,c} e alfabeto auxiliar I' = {{,a},
cuja representacao grafica é a seguinte:

a, e —a
b,a — €

€,€— T fq% b,a — € @% c,T—e€
N N NG

(a) Verifique que as palavras aabc e aaaabbc sdo aceites por M.

(b) Verifique informalmente que a linguagem reconhecida por M é o
conjunto das palavras sobre 3 do tipo a*"b"c com n € N.

2. Especifique um AP que reconheca as seguintes linguagens sobre o alfabeto

{0,1}:

(a) a linguagem das palavras do tipo 0™1" com m,n € Ny e n > m;
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(b) a linguagem das palavras do tipo 0"1™ com m,n € Ny e n < m;
(c) a linguagem das palavras que s@o palindromos;

(d) alinguagem das palavras nas quais o nimero de 0s é igual ao niimero
de 1s;

(e) a linguagem das palavras nas quais o nimero de Os é maior do que
o numero de 1s;

(f) a linguagem das palavras nas quais o nimero de Os é o dobro do
namero de 1s.

3. Mostre que sao independentes do contexto as seguintes linguagens (n =+ 2
é o quociente da divisdo inteira por 2):

7 Propriedades das linguagens independentes do contexto

1. Demonstre a Proposicao

2. Use o lema da bombagem para linguagens independentes do contexto
para demonstrar que nao sao independentes do contexto as linguagens
seguintes:

(a) L ={0"1"0":n € Ny};
(

)

b) L ={ww:w e {0,1}*};
(¢) L={a'bc¥: i,j,kcNei<j<k);
(d) L= {a®" :n €Ny}

8 Gramaticas

1. Considere a gramética G = (3, V, S, P) com ¥ = {a,b}, V={S, X, Y}, e
P constituido pelas produgées S — aX |bY X — €|bY Y — €|aX

(a) Verifique que as palavras bab e abab sdo geradas por G, apresentando
uma derivagao para cada uma delas.
(b) Verifique informalmente que L(G) é o conjunto das palavras sobre ¥

que nao tém simbolos consecutivos iguais. Classifique a gramatica.

2. Considere a graméatica G = (X,V, S, P) com ¥ = {a,b}, V = {S}, e P
constituido pelas produgoes S — aSbS | bSaS | €

(a) Verifique que as palavras aabb e bababaab sdo geradas por G, apre-
sentando uma derivagdo para cada uma delas.
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(b) Verifique informalmente que L(G) é o conjunto das palavras sobre %
com igual nimero de as e bs. Classifique a gramatica.

3. Considere a gramatica G = (X, V, S, P) com ¥ = {a,b,c}, V={5, X}, e
P constituido pelas producoes

S — aXSccc|aXecce Xa—aX Xb— bbb Xc— bbe

(a) Verifique que as palavras abbcce e aabbbbecccee sao geradas por G,
apresentando uma derivacao para cada uma delas.

(b) Verifique informalmente que L(G) é o conjunto das palavras sobre ¥
do tipo a™b?"¢3" com n € N. Classifique a gramatica.

4. Especifique uma gramaética regular que reconheca as seguintes linguagens
sobre o alfabeto {a, b, c}:

a linguagem das palavras que tém comprimento par;

(a)
(b)
()
(d) a linguagem das palavras que tém pelo menos um a e pelo menos
um b;

a linguagem das palavras que comecam em a e terminam em bc;

a linguagem das palavras que tém exatamente dois as;

(e) a linguagem das palavras que tém um ntimero impar de as;

(f) a linguagem das palavras que tém dois bs consecutivos;

(g) a linguagem das palavras que nao tém simbolos consecutivos iguais;
(h)

h

a linguagem das palavras nas quais o primeiro e o tdltimo simbolo
sao iguais;

(i) a linguagem das palavras nas quais os dois ultimos simbolos sdo
iguais;

(j) a linguagem das palavras que ndo tém dois bs consecutivos.

5. Considere a linguagem descrita no Exercicio [T]f]

(a) Especifique uma gramaética regular que gere essa linguagem.
(b) Apresente uma derivagao para a palavra —341.06.

6. Especifique uma gramatica independente do contexto que gere as seguintes
linguagens:

(a) L ={0%"1":n € Ng};
(b) L ={0"1":m,n € Ny e n > m};

(¢) L ={we{0,1}*: w é um palindromo}

(recorde que uma palavra w é um palindromo se w = w')

(d) L ={we{0,1}*: em w o nimero de 0s é maior do que o nimero de 1s};
(e) L={am+a"=a™"": n,m e Ny};

(f) L={a"x2=a?": neNg};
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(g) L={a"+2=a""%: ne Ny}

7. Considere a linguagem L das palavras sobre o alfabeto ¥ = {z,y,z,A,V,—, (,)}
que representam expressoes booleanas com variaveis x, y e z.

(a) Especifique uma graméatica independente do contexto que gere L.

(b) Apresente uma derivagdo para a palavra (z V z) A (—y).

8. Especifique uma gramética G que gere a linguagem sobre o alfabeto {0,1}
das palavras do tipo 0™"1™0" com n € N.

9 Exercicios complementares

1. Demonstre a Proposigao |2.17|
2. Demonstre a Proposicao [2.23
3. Demonstre a Proposi¢ao
4. Demonstre a Proposicao
5. Demonstre a Proposicao 2.54]

6. Mostre como transformar um AFD D numa gramatica regular G tal que
L(D) = L(G).

7. Mostre como transformar uma graméatica regular G num AFND¢ A€ tal
que L(G) = L(A°).

8. Mostre como transformar diretamente duas gramaticas regulares Gy e Go,
com um mesmo alfabeto X, numa gramatica regular G tal que

(a) L(G) = L(G1) U L(G2);
(b) L(G) = L(G1).L(GY).

9. Mostre como transformar diretamente uma gramatica regular G numa
graméatica regular G* tal que L(G*) = L(G)*.
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Maquinas de Turing

“Welcome my son, welcome to the machine.”
Roger Waters, Pink Floyd — Wish you were here, 1975

3.1 A maquina de Turing

Podemos imaginar uma maquina de Turing como um dispositivo, abstracto, que
tem uma fita dividida em células de memoria e uma cabega de leitura/escrita
que permite ler e escrever simbolos na célula de memoéria em que esta colocada.
A fita é infinita para a direita, e a cabega de leitura/escrita pode deslocar-se
por movimentos L e R para a esquerda ou a direita, respectivamente.

Definigao 3.1. MAQUINA DE TURING
Uma mdquina de Turing é formada por:

e um alfabeto de trabalho I'; tal que U € T';

o um alfabeto de entrada/saida ¥ C T\ {O};

e um conjunto finito de estados de controlo Q;

e um estado designado gi, € @Q, dito estado inicial;

o dois estados distintos gac, ¢y ¢ @, ditos estado de aceitacdo e estado de
rejei¢ao, respectivamente, que estabelecem Q = Q U {qac, ¢rj };

e uma funcdo de transicio 6 : Q xI' — Q x I' x {L, R}.
Os estados gac, grj dizem-se estados de terminagdo. A

Para que serve uma maquina de Turing? Serve para desenvolver tarefas com-
putacionais: reconhecer uma linguagem (aceitar exactamente as suas palavras),
decidir uma linguagem (aceitar as suas palavras e rejeitar as restantes), calcu-
lar uma fungdo (aceitar os inputs no dominio da funcao e calcular o respectivo
resultado como output).

71
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Exemplo 3.2.

Considere-se a linguagem formada pelas palavras sobre o alfabeto {0,1} que
sdo alternantes, isto é, em que cada simbolo é distinto do anterior, como por
exemplo 01010. A maquina de Turing representada na Figura [3.1] aceita pre-
cisamente as palavras desta linguagem.

O alfabeto de trabalho da maquina é I' = {0,1,0}. A convencdo de rep-
resentacgao grafica da méquina de Turing é simples, tendo-se Q = {¢in, ¢1,42},
e sendo a funcio de transicdo ¢ facilmente intuida a partir das etiquetas das
setas. Assim, ter-se-a 0(gin,0) = (¢1,0, R), por exemplo, o que significa que
quando no estado ¢in, se a cabega de leitura/escrita estd posicionada numa
célula de memoria onde estd o simbolo 0, se d& uma transicdo para o estado qi,
sendo escrito o simbolo 0 (o que no caso apenas mantém o simbolo preexistente,
movimentando-se a cabega de leitura/escrita para a direita). As transi¢oes nao
representadas consideram-se indefinidas. Por nao ser utilizado, também néo se
representa o estado g;.

A intuicdo por detrds da méaquina é simples. A partir do estado inicial,
lendo o input da esquerda para a direita, a maquina transita para g; quando
lé 0, memorizando dessa forma que o préximo simbolo a ler terd de ser 1.
Simetricamente, a maquina transita para ¢go quando 1é 1, memorizando dessa
forma que o préximo simbolo a ler terd de ser 0. A maquina vai assim alternando
entre os estados g1 e g2 até processar todo o input, o que acontece quando é
lido um espago. Caso dois simbolos consecutivos sejam iguais, a computacao
fica indefinida, ja que nao estd representada nenhum transicdo a partir de g;
quando o simbolo lido é 0, nem a partir de ¢» quando o simbolo lido é 1. A

Y141

Figura 3.1: Maquina que reconhece as palavras alternantes sobre {0, 1}.

Uma méquina de Turing esta, em cada momento, numa certa configuragdo.
A configuracdo define completamente a fita da maquina nesse momento, a
posigao da cabeca de leitura/escrita, e o estado em que a maquina se encontra.

Dada uma palavra como input, uma maquina de Turing inicia a sua com-
putagdo numa configuragao, dita configuracdo inicial, em que o input surge na
fita nas posi¢oes mais a esquerda, seguido de infinitas células vazias, a cabeca
de leitura/escrita estd posicionada na célula mais & esquerda (pronta a ler o
primeiro simbolo do input, caso exista), e o estado é gi,. A partir dai, a méquina
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progride de configuracdo em configuragio, de acordo com a sua funcao de tran-
sicdo, até atingir um dos estados de terminacao, como se ilustra de seguida para
a maquina do Exemplo

o - EL[OJLO] [ [ ]

1

qa : [Ofo]1]0] [ [ |
1

@@ : [O[1TP1]0] [ [ |
1

q : [0T[ofMO] [ [ |
1

@ : [O[1Jo[ 10N [ [ |
1

g [0f1Jo[1Jof [ |
1

we ¢+ [OTTTO[TT0] |

Defini¢do 3.3. CONFIGURAGAO

Seja M = (3,1, Q, ¢in, gac, ¢j, 0) uma maquina de Turing. Uma configuracdo é
um triplo denotado por (u|g|v), onde u € I'* é a palavra a esquerda da cabega
de leitura/escrita, q € Q o estado corrente, e v € I'* a palavra que se inicia
na cabeca de leitura/escrita e a que se segue na fita uma sequéncia infinita de
células vazias. Uma configuracdo de aceita¢do é uma configuracdo na qual o
estado corrente é quc, € uma configuracdo de rejeicao é uma configuracdo na

qual o estado corrente é g;;. A

Claramente, quando numa configuragio (u|q|v), a cabega de leitura/escrita
de leitura esta pronta a ler o primeiro simbolo de v, tendo a sua esquerda
tantas células quantos os simbolos de u. Caso v = €, a cabega de leitura/escrita
estd posicionada numa célula vazia. Como é facil de compreender, dado um
input w € ¥*, a configuragao inicial da méquina corresponde a (€|gin|w). Uma
configuracao de terminagdo é uma configuracdo de aceitacao ou de rejeicdo.

Defini¢do 3.4. TRANSIGAO
Seja M = (X,T,Q, ¢in, Gacs ¢j, 0) uma maquina de Turing. A relacdo de tran-
stedo — pr entre configuragoes da maquina é definida pelas regras

(ulglav)  —m (uwbls|lv) sed(g,a) = (s,b,R)
(u|qle) —u (u.blsle) sed(q,0) = (s,b,R)
(u.clgla.v) —n  (uls|cbv) se d(q,a) = (s,b,L)
(u.c|qle) —um (uls|ch) se 0(¢,0) = (s,b,L)

onde a,b,ce T, u,v eT*, geQeseq. A
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As regras de transicdo sdo absolutamente intuitivas. Note-se que, ao con-
trario dos movimentos a direita, um movimento a esquerda exige que a cabeca
de leitura/escrita nao esteja colocada na primeira célula da fita, caso em que
néo fica definida a transicao.

Como ilustragdo, a computacao descrita acima, para a maquina do Exem-
plo corresponde a

(€]gin|01010) — s (0]g1]1010) =57 (01]g2]|010) — a7 (010|g1]10) — ps
—M (0101|QQ|0) —M (01010|q1|e) —M (01010[]]qac|e)

Definicao 3.5. COMPUTAGAO

Seja M = (£,T', Q, gin, Gac, ¢rj, 6) uma maquina de Turing. A computacio de M
dado um input w € 3¥* é a sequéncia (finita ou infinita) de configuragoes obtida
a partir da configuragao inicial (€|gj,|w) usando — py. A

A computacdo termina quando a sequéncia é finita, por ser atingido um
estado de terminacao, caso em que se designa de bem sucedida, ou por abortar
ao atingir uma configuracio a partir da qual ndo estd definida nenhuma regra
(por a funcdo de transigdo estar indefinida, ou por se exigir um movimento
a esquerda quando a cabega de leitura/escrita estd na primeira célula). No
caso de a sequéncia ser infinita, a computacdo diz-se divergente. Uma maquina
de Turing cuja computacdo é bem sucedida para todos os inputs diz-se um
classificador ou mdquina classificadora.

Defini¢cdo 3.6. ACEITACAO, REJEICAO
Seja M = (X,T,Q, ¢in, Gac, Grj, 9) uma maquina de Turing.

Uma palavra w € »* diz-se aceite por M se a computagdo da méaquina
dado o input w é bem sucedida e termina no estado de aceitagdo. Usamos
L,.(M) C ¥* para denotar a linguagem formada por todas as palavras aceites
pela maquina M.

Uma palavra w € ¥* diz-se rejeitada por M se a computacgdo da maquina
dado o input w é bem sucedida e termina no estado de rejeicdo. Usamos
L;j(M) C ¥* para denotar a linguagem formada por todas as palavras re-
jeitadas pela maquina M.

Caso w seja aceite por M sendo (u|gac|v) a configuracao atingida pela com-
putagdo, se v = z.y com z € X* e y € {O}* entdo z diz-se o output da
computacao, o que denotamos por ¢ (w) = x. Em caso contrario, ¢ps(w) fica
indefinido. Usamos ¢ps : 2% — X* para denotar a funcdo calculada por M. A

Dada uma maquina de Turing M, é usual dizer que M reconhece a lin-
guagem L,.(M), ou que Lo.(M) é a linguagem reconhecida por M. Caso M
seja classificadora, dizemos que M decide La.(M), ou que L,.(M) é a linguagem
decidida por M. Dizemos ainda que M calcula ¢yr.

Obviamente, ¢ (w) pode estar indefinido por varias razoes: a computagao
de M dado o input w nao é bem sucedida, por abortar ou ser infinita, ou mesmo
quando a computacdo é bem sucedida, no caso de w nao ser aceite ou, sendo
aceite, no caso em que ficam a direita da cabeca de leitura/escrita simbolos que
nao pertencem a * (para além dos s inevitaveis).
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Exemplo 3.7.

Recorde-se a linguagem das palavras alternantes apresentada no Exemplo [3.2]
Considere-se a sua fungao caracteristica, ou seja, a fungao yar : {0,1}* — {0, 1},
que quando aplicada a uma qualquer palavra sobre o alfabeto {0,1} devolve 1
se a palavra pertencer a linguagem e devolve 0 em caso contrario. Observe-
se que a funcdo Y. estd definida para qualquer palavra do alfabeto pelo que
a correspondente maquina de Turing terd de aceitar todas as palavras. Uma
maquina de Turing que calcula esta funcdo esta representada na Figura [3.2

D—}l,R 1—)1,R

Figura 3.2: MaAaquina que calcula a funcdo caracteristica da linguagem das
palavras alternantes sobre {0, 1}.

A principal diferenga em relagdo & mdquina apresentada no Exemplo [3:2]¢é que,
para o input w, a maquina devera terminar numa configuragao (u|gac|1) caso a
palavra w pertenga a linguagem, e devera terminar numa configuracao (u|gac|0)
em caso contrario. AN

Exemplo 3.8.

Considere-se a funcao sucessor que a cada nimero natural faz corresponder o seu
sucessor. Assume-se que os niimeros naturais estdo representados em notacio
bindria. Uma maquina de Turing que calcula esta fungao esta representada na
Figura Assume-se a convencao de que (g5, *) = (Gac, *, L) representa de
facto transigoes 0(gs,a) = (Gac,a, L) para qualquer simbolo a do alfabeto de
trabalho. A

Definigao 3.9. EQUIVALENCIA

Méquinas de Turing M; e My, ambas com alfabeto de entrada/saida ¥, dizem-
se equivalentes, M1 = My, se Lac(M1) = Lac(Ma), Lyj(M1) = Lyj(M2) € épr, =
M- A

3.2 Variantes

H4 na literatura bastantes variagoes sobre a defini¢do de maquina de Turing.
Analisamos de seguida algumas, que nos serdo uteis. Apesar de permitirem
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0—0,L
0—0,R 1—-1,L

O—1,L
q2
$ -0O,R

go«1
0—1,L

0—0,L $—>1,R
q3 JE?\ > g5
1—-1,R 1—0,L

Figura 3.3: Maquina que calcula a fungao sucessor (notagao bindria).

maior flexibilidade aparente, na verdade os modelos que analisaremos sdo essen-
cialmente equivalentes ao modelo original, do ponto de vista da teoria da com-
putabilidade (como veremos mais tarde, hd algumas nuances importantes do
ponto de vista da teoria da complexidade).

3.2.1 MaAquinas com transicoes-S

Por vezes, é util definir transicdes em que a cabega de leitura/escrita néo se
movimenta, nem para a esquerda nem para a direita.

Definicdao 3.10. MAQUINA DE TURING COM TRANSICOES-S
Uma mdquina de Turing com transicées-S é precisamente como uma maquina
de Turing, excepto que

e a funcio de transicio é do tipo §: Q xI' = Q x I' x {L,R,S}. A

As nogoes acima introduzidas nas Defini¢oes [3.3H4.1] sao facilmente extensiveis
para maquinas de Turing com transi¢bes-S, o que se deixa como exercicio ao
leitor. A tnica diferenca substantiva diz respeito as transi¢oes-S, para os quais
se introduz a seguinte regra adicional:

(ulglaw)  —ar (uls|bv) sed(g,a) = (s,b,9).

Proposicao 3.11.
Toda a mdquina de Turing com transicoes-S € equivalente a uma mdquina de
Turing sem transicoes-S.

Dem. (esbogo): Dada uma maquina M com transi¢oes-S é muito simples
construir uma méaquina 7" (sem transigoes-S) que tem essencialmente o mesmo
comportamento. Para tal, basta substituir em M cada transicdo-S por duas
transigoes, como se indica abaixo.
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(O—=—()

!

OO

onde ¢, denota um novo estado de T, e v cada um dos simbolos do alfabeto de
trabalho T'. E trivial verificar que (u|g|a.v) =7 (w.b|ge|v) =7 (u|r|b.v), quando
na maquina original se tinha (u|g|a.v) —as (u|r|b.v). O

Daqui em diante, trabalharemos com maquinas com transi¢cbes-S, a que
chamaremos simplesmente maquinas de Turing.

3.2.2 MaAquinas bidireccionais

Definicao 3.12. MAQUINA DE TURING BIDIRECCIONAL

Uma mdquina de Turing bidireccional é precisamente como uma maquina de
Turing, onde se assume que a fita de leitura/escrita é infinita em ambas as
direcgdes. As nogoes acima introduzidas nas Definigoes sdo facilmente
extensiveis para maquinas de Turing bidireccionais, o que se deixa como ex-
ercicio ao leitor. A tnica diferenca substantiva diz respeito aos movimentos &
esquerda. Introduzem-se as seguintes regras adicionais:

(elglav)  —ar  (€]s|Obw) se d(q,a) = (s,b,L)
(€elgle) —u (e]s|Ob) se 0(¢,0) = (s,b,L) A

Por oposicao, as maquinas de Turing originais, em que a fita de memoria é
infinita apenas para a direita dizem-se unidireccionais.

Proposicao 3.13.
Toda a maquina de Turing bidireccional é equivalente a uma mdquina de Turing
unidireccional.

Dem. (esbogo): Dada uma méquina bidireccional M é possivel construir
uma maquina 7" (unidireccional) cujas computagdes sdo equivalentes. Para tal,
é util demarcar a drea de trabalho na fita com simbolos I,F. Ao receber o input
w, a maquina 1 inicializa a area de trabalho

v L[]

J INICIALIZAGAO

o  THE w  [F]

apds o que transita para o estado inicial de M, prosseguindo como M faria,
excepto quando a computagdo levar a cabega de leitura/escrita as células mar-
cadas com os simbolos I,F. Nessas situacoes a computagao de T' deve prosseguir
como indicado de seguida
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¢ - [N u B ¢+ [1] u |
ou
ESPACAMENTO-I | } ESPACAMENTO-F

q: u ‘F‘ q:\I\ U -F‘

ap0s o que se retomara a computacao de M, no estado em que se encontrava.

Isto é suficiente para reconhecer/decidir a mesma linguagem. Para que a
magquina calcule a mesma funcio, hd que completar a computagdo eliminando
o marcador F, como indicado abaixo, apds a computagdo atingir o estado de
aceitagdo de M.

<

Gac ‘I‘

o [F]

| FINALIZAGAO

HEE RN

Os trogos da méquina T' correspondentes a INICIALIZAGAO, ESPACAMENTO-
I, ESPACAMENTO-F e FINALIZACAO sdo relativamente simples, e deixam-se como
exercicios. O

3.2.3 Maquinas multifita

Definicdao 3.14. MAQUINA DE TURING MULTIFITA
Uma mdquina de Turing multifita (com k € N fitas) é precisamente como uma
maquina de Turing, excepto que

e a funcdo de transicio é do tipo 6 : Q x I'* — Q x T* x {L,R,S}*. A

As nogoes acima introduzidas nas Definigoes [3.3H4.1] sdo facilmente exten-
siveis para maquinas de Turing multifita, o que se deixa como exercicio ao leitor.
Aliés, o caso k = 1 coincide precisamente com a no¢ao ja conhecida. A diferenca
substantiva estd no facto de a maquina trabalhar, em simultaneo, com k fitas
de memoéria, cada uma com a sua cabega de leitura/escrita. Convenciona-se que
o input é dado na primeira fita, e o output, caso exista, é calculado na ultima
fita.

01 — 01, SL

101 00 — 00 L/O\
_»@ —1$,SR fq\ — 00,51 q Gac

> 1 2 >
00 — 0%, SR \(ﬁ "/ 0$ » 08,5k

10 — 11, RR
00 — 00, RS

Figura 3.4: Maquina que calcula a fungao adigdo (notagdo undria).
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Exemplo 3.15.

Atente-se na maquina com 2 fitas descrita na Figura E fcil de verificar
que a maquina calcula a funcio adi¢do de naturais, em notacdo undaria. Por
exemplo, para somar 142 a maquina evolui da seguinte forma:

1

011]1 1 11
o MEETCIETES
4 {

011]1 17011

‘115 q2 $111

o { {

1 11 1Jo][1]1

@ e 2 $1 1
7

1
1]0 1 NEORE
o 51 EEY
+ +
1[o]1 [ 1[of1]1
o S[L[L] © 111
I

Uy T

1
Qa03 1

A

Nao ¢é dificil de perceber que cada maquina multifita pode transformar-se
(com algum esforgo, é certo) numa maquina equivalente s6 com uma fita. A
ideia passa por codificar numa s6 fita toda a informacao contida nas varias fitas,
incluindo a posicao das diversas cabecas de leitura/escrita. Por exemplo, com
k = 3, a configuracdo correspondente, na maquina multifita, a

0 0

»

1
a|b
y

1
c
y

X

deve fazer-se corresponder na maquina s6 com uma fita a configuracao

B [tjoftJof#fafb[ [c]#[x[y[x[y[z][z]F]

Proposicao 3.16.
Toda a mdquina de Turing multifita € equivalente a uma mdquina de Turing
com apenas uma fita.

Dem. (esbogo): Dada uma maquina M com k > 1 fitas é possivel construir
uma maquina 7' com apenas uma fita, cujas computacoes sdo equivalentes. A
ideia passa por trabalhar com um alfabeto mais rico TUT*U{#, I,F}, usando-se
o simbolo # como separador, os simbolos I,F como delimitadores, e simbolos



80 3. MAQUINAS DE TURING

da forma v* com v € I' para anotar a posicdo de cada uma das k cabegas de
leitura/escrita.
A méquina T comega por inicializar a fita como se segue

} INICIALIZAGAO

o : PN a* ] o JHE[CTH#]C[#] - [#]°[F]
———— —— N—— ——
fita 1 fita 2 fita 3 fita k

onde assumimos que o input é w = aw’, ou que a = e w' = € se w = e.

Cada transicao de M é simulada em T do seguinte modo: lendo a fita da
esquerda para a direita, obter os k simbolos marcados, e de volta a I na célula
inicial ajustar as marcagoes da fita de acordo com os simbolos a escrever e os
movimentos a efectuar (estes ultimos podem obrigar, no trogo correspondente a
cada uma das fitas da maquina original, a abrir espacos a direita ou a esquerda,
com o correspondente arrastamento dos restantes simbolos). Esta ideia resulta
na simulacdo em 7', de cada transicao de M, por meio de uma sequéncia de
transi¢oes, como se indica de seguida.

u v
@ UL...up = D1...05, M1 ... MK @

J TRaNsacgio

y—=1R =R ¥—=7R ¥—L
I—-ILR # — #, R # = #.R F —F,L
,/ \\ uf = ul, R 5/ " \\ uy = u3, R 5/“ “\\ ug —ug, R up = up, R ,/ " \\
( q | [ g} [ quue | | q |
\ / \ / \ / \ /
N N N N
- - - -
"
F
u
. A4
// \\ I—1I,S u \\
() @ Jemeesemeeeeeas
.
;// \\ / ul.
¥—=L

Cada um dos trocos assinalados com a seta dupla e tracejada, percorre a fita
para a esquerda até encontrar u;. Depois, a actividade da méaquina depende
do movimento m;. Se m; = S basta substituir u; por v] e prosseguir para a
esquerda.

Ve \ ” //7\\\
u
| e o G |

J
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Se m; = R, L, substitui-se u; por v;, substituindo-se também o simbolo ~
imediatamente a direita/esquerda por v°, o que pode exigir a introdugao de um
espago e respectivo arrastamento dos restantes simbolos.

TN TN TN

#IF
ESPACAMENTO
Para devolver o output correcto, apds a aceitacdo por M, a maquina 1" deve
substituir o simbolo marcado «® por =, bem como eliminar o F final, no trogo
correspondente a ultima fita, antes de terminar a computacao, como ilustrado
abaixo

onde assumimos que o output é v = av’, ou que a = [J caso v = e.

Os trogos da maquina T correspondentes a INICIALIZAGAO e FINALIZAGAO,
bem como o detalhe das TRANSACCOES de simula¢ao de cada uma das transi¢oes
de M, incluindo o trogo de ESPAGAMENTO, sao relativamente simples, e deixam-
se como exercicios. O

3.2.4 MaAquinas nao-deterministas

Definicdo 3.17. MAQUINA DE TURING NAO-DETERMINISTA
Uma mdquina de Turing nao-determinista é essencialmente como uma maquina
de Turing, excepto que

e a funcao de transicio é do tipo 0 : Q x I’ — p(@ x I'x {L,R,S}). A

As computagdes de uma maquina de Turing ndo-determinista organizam-se,
em geral, como uma arvore cuja raiz é a configuragao inicial e que se ramifica
sempre que haja possiveis transigoes alternativas. Cada arvore de computagao
pode ser finita ou infinita, apesar de haver sempre um ntmero maximo de
ramificagoes em cada nd. Caso a arvore seja infinita, é claro que terd de haver
um ramo infinito (uma escolha de alternativas que leva a uma computagao
infinita). De facto, cada ramo da arvore corresponde & escolha de uma transi¢ao
entre as possiveis alternativas. Se d(g,a) nunca tiver mais de um elemento, é
Obvio que ndo ha nao-determinismo, nem escolhas a fazer, pelo que o modelo
coincide com a maquina de Turing usual.

Exemplo 3.18.

Considere a maquina nao-determinista representada na Figura A méaquina
aceita o input (no alfabeto 0,1) se a palavra contém trés 1s consecutivos, e
rejeita-a em caso contrario. A
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— 1> 1,R ‘@ 1> 1,R @ 1> 1,R ‘@

Figura 3.5: Mdquina que decide a linguagem das palavras sobre {0, 1} que tém
trés 1s consecutivos.

Defini¢ao 3.19. ACEITAGAO, REJEIGAO EM MAQUINA NAO-DETERMINISTA
Seja M = (£,T,Q, Gin, Gac, ¢rj, 0) uma maquina de Turing nao-determinista.

Uma palavra w € ¥* diz-se aceite por M se alguma computacao da maquina
dado o input w é bem sucedida e termina no estado de aceitacao.

Uma palavra w € X* diz-se rejeitada por M se todas as computagoes
da maquina dado o input w sdo finitas mas nenhuma termina no estado de
aceitagao.

Caso uma palavra w seja aceite por M e o output em todas as configuracoes
de terminagao seja v € X*, entdo definimos ¢y (w) = v. Em caso contrario,
or(w) fica indefinido. A

Usamos Lyc(M), Lyj(M) como antes, para denotar as linguagens sobre %
formadas pelas palavras aceites, resp. rejeitadas, por M.

Diz-se que uma méaquina de Turing nao-determinista é um classificador se
todas as computagoes da maquina sdo finitas.

Proposicao 3.20.
Toda a mdquina de Turing ndo-determinista € equivalente a uma mdquina de
Turing determinista.

Dem. (esbogo): Dada uma mdaquina ndo-determinista N, define-se uma
méquina determinista D, com 3 fitas, que lhe é equivalente. Tal como em
demonstracoes anteriores, enriquece-se o alfabeto I' de N, e trabalha-se com
o alfabeto I' U {$,#,I,F} UC onde C = {c1,...,cr} é um conjunto finito de
simbolos usados para codificar os caminhos da méquina nao-determinista (k é
o0 nimero maximo de opg¢oes ndo-deterministas nalgum estado da maquina, e é
sempre limitado pelo nimero de transi¢des da maquina).

Na fita 1, mantém-se uma cépia do input que permanece inalterada durante
toda a computacdo. Na fita 2, codifica-se um caminho que caracterize uma
possivel computacao de N para o input dado. A fita 3 emula a fita da maquina
N, durante a computacao para o input dado, de acordo com o caminho descrito
na fita 2.

A méquina D comega por inicializar as fitas com ilustrado Figura [3.6] Na
fita 2 sdo reservadas d células para descrever um caminho, espaco esse que
depende do input. A partir desta configuracdo, a maquina copia o input w para
a fita 3. Em seguida, D executa N na fita 3 sobre o caminho na fita 2 até
que se verifique uma de duas situagoes: N atinge um estado de aceitacdo, ou
entdo o contetdo da fita 2 ndo permite continuar a simulagdo de N (porque
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nao ha mais simbolos na fita 2 ou porque o préximo simbolo da origem a uma
escolha nao-determinista invalida). Note-se que na primeira iteragdo o caminho
é constituido exclusivamente por [s.

w
Gin
J INICIALIZAGAO
w
| 8 ] dx0O [ # |
() | COPIA input PARA A FITA 3

EXECUTA N NA FITA 3 SOBRE CAMINHO NA FITA 2

} N ACEITA w } N NAO ACEITA w

T | w |
$
I

[ #] K o | #]
u!v‘F‘ I Lo ‘F‘

| ourpuT 1 PROXIMO CAMINHO
! " | (SE EXISTIR)
Gac $ - ‘ #‘ — ‘
I u v v
! ‘ ‘ “ o ‘ #‘
I u | F |
{

LIMPA A FITA 3
E VOLTA PARA (*)

Figura 3.6: Esboco de maquina deterministica equivalente a N.

No caso de N aceitar a palavra, D termina no estado de aceitacao e devolve
a palavra v calculada por N, na fita 3. Para tal, basta apagar o simbolo F do
final da fita 3 e colocar a cabeca de leitura/escrita sobre o primeiro simbolo
da palavra. Em caso contrario, D escreve na fita 2 o préximo caminho, o', se
existir, e repete o processo anterior, comecando por voltar a copiar o contetido
da fita 1 para a fita 3.

Os caminhos sdo escritos na fita 2 como se descreve na Figura[3.7] Quando
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*Cc1*% — xc1%, SRS

*#*k — xF*, 5SS

*$x — x$x, SRS
*C;k — kCi%, SRS

(% — *x, SLS
*#*k — xF*x SLS
. — >

*xcp*x — *c1%x, SLS *[x — xc1%, SLS

*Cj—1% —> *Ci*, SLS

@ *$x — x$x, SRS O
> > ...

*c;*x — xcj*x, SLS

Figura 3.7: Construgdo dos caminhos de N na méaquina da Figura

nao existe mais nenhum caminho, a maquina D rejeita. Recorde-se que o alfa-
beto para descrever os caminhos é C = {ci,...,ci}. O

3.3 MaAquina universal

Ja vimos que o alfabeto {0, 1} é suficiente para representarmos qualquer prob-
lema. Recorde-se por exemplo a representagao candnica de grafos, desenvolvida
no final do Capitulo [I N&o serd portanto surpreendente que possamos repre-
sentar sobre o alfabeto {0,1} todas as maquinas de Turing.

Seja M = (2,1, Q, Gin, ¢ac, ¢rj, 0) uma maquina de Turing, que assumimos,
para simplificar mas sem perda de generalidade, estar de acordo com a definicao
original. X

A méaquina M tem n = #Q = #(QU{Qamqa}) = #Q""#{Qamer} = #Q+2
estados. Denotamos os elementos de () por g1, ..., g, € assumimos que ¢ = @i,
Gn—1 = Qac © n = ¢rj- Representamos cada um dos n estados usando palavras
de comprimento n com exactamente um 1, nomeadamente

100...00, 010...00, 001...00, ..., 000...10, 000...01.
—_— —_— ———
41=Qin q2 q3 dn—1=Qac gn=(qrj

Por outro lado, a maquina M trabalha com k + 1 = #I' = #((I"\ {O}) U
{O}) = A\ {O}) + #{0O} = #(I \ {}) + 1 simbolos distintos. Denotamos

os elementos de I' por ag,aq,...,a; e assumimos que ag = L.
Representamos os simbolos de I' usando palavras de comprimento k. Nomea-
damente, representamos ag = [J usando apenas 0s, e os simbolos ay,...,ax

usando palavras com exactamente um 1,

000...00, 100...00, 010...00, 001...00, ..., 000...10, 000...01.
—_— Y Y—— — ——
ap=0 al az as ak—1 ag

Usamos um simbolo para representar os movimentos da maquina,
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0—0,R 0—0,R
—'@ @ Gac

Figura 3.8: Méquina que decide a linguagem das palavras sobre {0,1} que
comegam com dois 0s consecutivos.

0, 1.
~— ~~
L R

Uma representacdo canénica da maquina M é entdo a palavra

11...1011...10 trans; ...trans;
—_— =

n vezes k vezes

onde cada trans; € {0, 1}*, uma palavra de comprimento 2n+2k+ 1, representa
uma transicao,

qi a; qr as m
desde que 6(g;, aj) = (gr, as,m).

Em vez do alfabeto {0, 1} qualquer outro alfabeto com pelo menos dois sim-
bolos pode ser usado para representar maquinas de Turing de modo semelhante.
Na verdade, pode até mesmo usar-se um alfabeto singular, como {1}, por ex-
emplo: basta comecar por fazer a representacdo com 0Os e 1s atrds descrita e,
depois, converter para notagao undria o natural (em notagao binaria) obtido.

A partir do momento em que se fixa um alfabeto para a representacao, pode
confundir-se cada maquina de Turing com uma sua representacdo canonica,
quando apropriado.

Exemplo 3.21.

A méquina de Turing apresentada na Figura [3.8] reconhece as palavras sobre
{0,1} que comegam com dois Os consecutivos. Ao contréario de outros exemplos,
representamos explicitamente o estado de rejeicao, apesar de inacessivel, para
tornar mais clara a representacdo. Uma sua representacao candnica €, tomando
a1 =0 e a9 =1, a palavra

4 estados 2 simbolos transicao transicao
~ =
1111 0 11 01000 10 0100 10 1 0100 10 0010 10 1
N S N N -~ N—— ~—
@1=¢ina1=0 g2 a1=0 R ¢2 a1=093=¢ina1=0 R

Esta palavra é o natural 16544737557 em notagao binaria. Assim, a palavra
116544737557 ¢ [11* ¢ yuma representacio desta maquina de Turing sobre o alfa-
beto {1}. A
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Dado um alfabeto ¥, denotamos por M* o conjunto das representacoes
canénicas de maquinas de Turing com alfabeto de entrada/saida EH A repre-
sentagdo canénica de uma palavra w € ¥* é denotada por rep(w).

Proposicao 3.22.
Existe uma mdquina de Turing U, dita universal, que para qualquer M € M*
ew € X, onde ¥ é um alfabeto e $ & X, satisfaz as sequintes propriedades:

o U aceita (resp. rejeita) MSrep(w) se e s6 se M aceita (resp. rejeita) w;

* du(MSrep(w)) = rep(¢(w)).

Dem.: Seja U a méaquina de Turing com seis fitas ilustrada na Figura (3.9
que, ao receber uma palavra x como input, comeca por verificar se x é da forma
M$rep(w) para alguma maquina de Turing M € M* e w € ¥*. Se x ndo for
dessa forma entao U rejeita x. Caso contrario, U entra na fase de inicializagao:

(1) fase de inicializagdo. Nesta fase U copia a sequéncia de 1s correspondente
ao numero de estados de M para a fita 2 (assumimos que as maquinas sao
representadas sobre o alfabeto {0,1}), a sequéncia de 1s correspondentes ao
nimero de simbolos de M para a fita 3, as transi¢cbes de M para a fita 4, coloca
o estado inicial de M na fita 5 e copia rep(w) para a fita 6. As cabegas de
leitura/escrita destas fitas sdo colocados no inicio destas palavras. De seguida
U passa para a fase de simulagao.

(2) fase de simulacdo. Nesta fase U faz os seguintes passos repetidamente
até ou M abortar ou ficar num estado de aceitacdo ou rejeicao: 1é o simbolo
onde estd posicionado a cabega de leitura/escrita da fita 6 e o estado atual de
M na fita 5 e percorre a fita 3 procurando a transicdo de M para este simbolo
e estado. Se nao encontrar transicdo, U aborta. Se encontrar transicdo, U
altera o estado de M na fita 5 de acordo com o que essa transicdo indica, U
escreve na fita 6 o simbolo indicado por essa transicao, e U desloca a cabeca de
leitura/escrita da fita 6 de acordo com o indicado por essa transigdo. Se apds
isto o estado na fita 5 for de aceitacdo entdo U termina aceitando, se o estado
for de rejeicdo entdo U termina rejeitando.

Se o alfabeto usado para representar as maquinas de Turing for singular, as
representagoes envolvidas (que podem ser entendidas como naturais em notagao
undria), terdo de ser previamente convertidas em representagoes com pelo menos
dois simbolos (naturais em representagdo binéria, por exemplo), o que se deixa
como exercicio. O

Uma méquina universal deve ser entendida como uma maquina programavel,
tal como os computadores modernos. Este é um resultado muito importante
que decorre do trabalho de Turing.

1Se {0,1} for o alfabeto escolhido para a representagdo das maquinas e #X = n, entdo
M inclui as méquinas 1701Y0w com y > n, assumindo que existem y —n simbolos auxiliares
(para além de O).
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X
Gin
\} -
se nao
VERIFICA SE O INPUT E DA FORMA M $rep(w) — ¢
J se sim
17015 0try ... try $rep(w)
EH B
|5 B 1*
n try...trg ‘
| S 10T |
H Eon
1
se 6 0210 se 6 "1
Gac — (*) LE ESTADO CORRENTE NA FITA 5 — i
J senao

PROCURA {7; NA FITA 4 COM O ESTADO NA FITA 5 E SIMBOLO NA FITA 6
(USA FITAS 2 E 3 PARA DETERMINAR INICIO E FIM DE CADA BLOCO)

| se encontra

1"01%0try ... try Srep(w)
1TL
1k
Le<er><so><ea><s><<mu> ...

<ej; >
<S> ]
1

COPIA ESTADO < e3> NA FITA 4 PARA A FITA 5 E
SUBSTITUI SIMBOLO < 1> NA FITA 6 PELO SIMBOLO < s3> DA FITA 4

B L R P H

1
1"01%0try ... tr; $rep(w)
$ 1"
$ 1%
$|...<e1><s1><ea><sa><mu> ...
$ Wl<ex> ]
$ <so>ll ]
1

LE <mv> NA FITA 4: SE IGUAL A 0 ANDA k ESPACOS PARA A ESQUERDA NA FITA 6,
SE IGUAL A 1 ANDA k ESPACOS PARA A DIREITA NA FITA 6 (USA FITA 3 PARA CONTAR);
RECOLOCA FITA 4 NO INfCIO E VOLTA PARA (*)

Figura 3.9: Esboco da maquina de Turing universal.
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3.4 Modelos de computacgao e postulado de Church-
Turing

Temos visto até agora varias variantes de maquinas de Turing equivalentes em
poder computacional & maquina de Turing proposta inicialmente. Mas muitos
outros modelos de computacao tém sido propostos, muitos deles bastante difer-
entes de maquinas de Turing. No entanto todos tém a caracteristica fundamen-
tal que caracteriza uma maquina de Turing: acesso sem restrigoes a memoria
ilimitada, execugdo em cada passo de uma quantidade finita de trabalho, e sdo
por isso equivalentes a maquinas de Turing, como tem sido mostrado ao longo
do tempo.

Mas o que é um algoritmo? Intuitivamente, um algoritmo é uma coleccao
finita de instrugdes simples para realizar alguma tarefa. Mas, como podemos
definir rigorosamente um algoritmo? Por exemplo se quisermos mostrar que
nao existe um algoritmo para resolver um problema, como o podemos fazer se
nao tivermos uma definicdo rigorosa de algoritmo?

A definicao rigorosa de algoritmo foi proposta em 1936 independentemente
por Alonzo Church e Alan Turing. Church prop6és que um algoritmo é um
processo que pode ser descrito pelo que ele designou de cdlculo-\. Turing propos
que um algoritmo é um processo que pode ser descrito por uma maquina de
Turing. Demonstrou-se que estas duas defini¢Ges sdo equivalentes e foi proposto
o seguinte postulado que até agora tem resistido ao passar do tempo:

Definigao 3.23. PosTuLADO DE CHURCH-TURING

A nocao intuitiva de algoritmo coincide com a noc¢ao de algoritmo sobre maquinas
de Turing. Ou mais rigorosamente: uma tarefa é intuitivamente computével
(i.e., computdvel por uma pessoa usando caneta e papel) se e somente se é
computavel por uma maquina de Turing,. A

Se fizermos uma descrigdo suficientemente rigorosa de um algoritmo, como
faremos algumas vezes na sequéncia, o Postulado de Church-Turing garante-nos
que existe, por exemplo, uma maquina de Turing ou um programa em Python
que realiza a mesma tarefa.

De notar que ha varios outros modelos formais de computacao, alguns até
historicamente tdo importantes como os modelos de Turing e Church. As
funcoes recursivas de Godel sdo um exemplo. Apesar da sua diversidade,
demonstra-se que todos estes modelos sdo equivalentes.

Exercicios

1 Emulagao de maquinas

1. Seja M a méaquina de Turing com alfabeto de entrada/saida ¥ = {a, b} e
alfabeto de trabalho I" = {a, b, 0}, cuja representagao grafica é a seguinte:
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(a) Descreva a evolucao de M a partir da configuracao inicial com input:

i. aab; ii. abb; iii. aba; iv. ab.

(b) Verifique informalmente que a linguagem reconhecida por M é o
conjunto das palavras sobre ¥ que comecam em ab e terminam em

a.

2. Seja M a méaquina de Turing com alfabeto de entrada/saida ¥ = {a, b, ¢}
e alfabeto de trabalho I' = {a,b,c,}, cuja representagao grafica é a

seguinte:

0-30,R
1—-1L,R

1—-0R D*}D,L 10,1
O—-0R 0—0,L
a3 1-1,L

Oo—-0,L
0—0,L

0—0,R
1—-1L,R

(a) Descreva a evolucao de M a partir da configuracao inicial com input:

i. 001; ii. 0110; iii. 010; iv. 100001.

(b) Verifique informalmente que a linguagem reconhecida por M
conjunto das palavras sobre ¥ do tipo ww® (recorde que w®
palavra w reflectida).

é
é

O
a

3. Seja M a maquina de Turing com alfabeto de entrada/saida ¥ = {a, b, c}
e alfabeto de trabalho I' = {a,b,c,d}, cuja representagdo grafica é a

seguinte:
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a—a, R
b—bR
c—c R

a—0OR @ O-0L c—0O,L
D D \ L
- - 0O,R @Qb—ﬂa,L
c—c L

b—0OR O—-0R

b—0O,R

D

O
1
O
)

)

(a) Descreva a evolucao de M a partir da configuragao inicial com input:
i. ac; ii. aabc; iii. abbc; iv. aabcc;
(b) Verifique informalmente que a linguagem reconhecida por M é o
conjunto das palavras sobre ¥ do tipo a™b™c"™ com m,n € Ny.

2 Especificacao de maquinas

1. Especifique uma maquina de Turing que reconheca as seguintes linguagens
sobre o alfabeto {0, 1}:

(a) a linguagem das palavras que tém pelo menos um 0;

(b) a linguagem das palavras que comegam e terminam em 1;
(c) a linguagem das palavras cujo comprimento é par;

(d) a linguagem das palavras que tém um ntimero impar de 0s;
(e

)
)
)
)

) a linguagem das palavras do tipo 0"1" com n € Ny;
(f) a linguagem das palavras do tipo 0"
)

)
)
)

1"+ com n € No;
(g) a linguagem das palavras do tipo 02"1" com n € Ny;
(h

(i) a linguagem das palavras do tipo 0"1™ com m,n € Ny e n < m;

a linguagem das palavras do tipo 0"1™ com m,n € Ny e n > m;

(J

2. Defina uma maquina de Turing que desloque o seu input uma célula para
a direita. O que seria diferente se o deslocamento fosse para a esquerda?

a linguagem das palavras que sdo palindromos.

3. Especifique uma méquina de Turing que reconheca as seguintes lingua-
gens:

(a) L ={a™b™c"*™: n,m e Ny};
(b) L={a™+a"=a™"™": n,m € Ny};
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(c) L={(0",0™ 0""): n,m € Ny}

4. Especifique uma maquina de Turing que reconhecga as seguintes lingua-
gens:

(a) L ={a"*": neNo};
(b) L={a" x2=a?": neNy};
() L={(0"0%): nec Ny}

5. Especifique uma méaquina de Turing que reconhega as seguintes lingua-
gens:

(a) L ={a"®": n e Ny}

(b) L={a"x3=a’": neNo};

() L={(0"0%): necNy}

6. Especifique uma maquina de Turing que reconheca as seguintes linguagens

(n + 2 é o quociente da divisao inteira por 2):

(a) L={a"""2?: ne Ny}

(b) L={a"+2=a""2: neNy};

() L={(0",0"2): neNg}.

7. Especifique um classificador para as seguintes linguagens sobre {0, 1, 2}:

(a) a linguagem das palavras do tipo w2w com w € {0,1}*;

(b) a linguagem das palavras do tipo 0"1™2" com n € Nj.
8. Mostre que sao decidiveis as seguintes linguagens sobre {0, 1}:

(a) alinguagem das palavras nas quais o niimero de 0s é igual ao niimero
de 1s.

(b) a linguagem das palavras nas quais o ntimero de 0s é o dobro do

numero de 1s.

9. Mostre que é decidivel a linguagem L = {1™ : n é uma poténcia de 2}
sobre o alfabeto {1}.

3 Calculo de fungoes

1. Considere a maquina de Turing M = (£,T', Q, ¢in; Gac, G+j, 9) com alfabeto
de entrada/saida ¥ = {0, 1}, alfabeto de trabalho I" = {0,1,0} e cuja
representacao grafica é a seguinte:
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0—0,R
1—-1L,R

@ O—0,R
1- 1R @ O-0,L fac

O—-1,R

0—0,R

Verifique informalmente que M calcula a fungdo AND:{0,1}*—{0,1}
dada por AND(w)=0 se em w existe pelo menos um 0 e AND(w)=1 em
caso contrério.

. Considere a maquina de Turing M = (X,T', Q, ¢in, Gac, ¢rj, 0) com alfabeto
de entrada/saida ¥ = {a, #}, alfabeto de trabalho I' = {a,#,0} e cuja

representacao grafica é a seguinte:

a—a,R a—a,L
a—0O,R /Q # —a,L f()\ O—-0R
N & &) g

#—0R

Verifique informalmente que M calcula a funcao f:{a,#}*— {a}* dada
por f(a"#a™) = a™t™, para n,m € Ny.

. Especifique uma maquina de Turing que calcule f: {a,b}* — {0,1} tal
que f(v) =1 se v tem comprimento par e f(v) = 0 em caso contrério.

. Considere a fungdo OR: {0,1}* — {0,1} tal que OR(w) = 1 se em w
existe pelo menos um 1 e OR(w) = 0 em caso contrario. Especifique uma
maquina de Turing que calcule a fungao OR.

. Considere a fungdo XOR : {0,1}* — {0, 1} tal que XOR(w) =1 se em w
existe um e um s6 1 e XOR(w) = 0 em caso contrario. Especifique uma
maquina de Turing que calcule a fungao XOR.

. Especifique uma maquina de Turing que calcule a funcao sucessor, isto é,
a funcdo que a cada nimero natural n faz corresponder o seu sucessor,
assumindo que:

(a) n esta representado em notacao unéria;

(b) n estd representado em notagao bindria;

(¢) m esta representado em notac¢ao decimal.
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7.

10.

11.

12.

Especifique uma méaquina de Turing que calcule a funcdo predecessor,
isto é, a funcdo que a cada numero natural n faz corresponder o seu
predecessor, caso exista, assumindo que:

(a) n esta representado em notacao unéria;

(b) n esté representado em notagao binaria.

. Especifique uma méquina de Turing que calcule a funcdo dobro, isto é,

a funcdo que a cada ntmero natural n faz corresponder o seu dobro,
assumindo que:

(a) n estd representado em notacao unéria;

(b) n esté representado em notagdo bindria.

. Especifique uma maquina de Turing que calcule a funcao triplo, isto é, a

func¢ao que a cada niimero natural faz corresponder o seu triplo, assumindo
que:

(a) n estd representado em notagdo undria;

(b) n estd representado em notagao bindria.
Especifique uma maquina de Turing que calcule a fungdo que a cada
nimero natural n faz corresponder 1 se ele é par e 0 em caso contrario,
assumindo que:

(a) n estd representado em notacao unéria;

(b) n esté representado em notagao bindria.
Especifique uma méquina de Turing que calcule a funcdo que a cada
nimero natural n faz corresponder 1 se ele é miltiplo de 3 e 0 em caso
contrario, assumindo que:

(a) n estd representado em notagdo undria;

(b) n estd representado em notagao bindria.
Sugestao: note que, para cada palavra w sobre {0, 1} correspondente
a representacdo em notacao binaria do ntimero n, o autémato finito
determinista

0 1

1 0
nOWBOWBO

1 0
termina no estado ¢y quando m mod 3 =0, termina no estado ¢
quando n mod 3=1, e termina no estado g2 quando n mod 3=2.

Especifique uma méquina de Turing que calcule a funcdo que a cada
nimero natural n faz corresponder o resto da sua divisdo inteira por 2,
assumindo que:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

3. MAQUINAS DE TURING

(a) n estd representado em notacao unéria;

(b) n esté representado em notagao bindria.

Especifique uma maquina de Turing que calcule a fungdo que a cada
nimero natural faz corresponder o resto da sua divisdo inteira por 3,
assumindo que:

(a) n esta representado em notacao unéria;

(b) n estd representado em notagao bindria.
Sugestao: ver Exercicio b.

Especifique uma méquina de Turing que calcule f : {a,b,c}* — {0,1}*
dada por f(w) = 0 se w comega por ¢ ou é a palavra vazia, e f(w) = 1"T™
onde n é o niimero de as que ocorrem em w e m é o ntimero de bs que
ocorrem em w, em caso contrario.

Especifique uma méquina de Turing que calcule f:{a,b}* — {a,b, #}*
tal que f(w) = w#w (isto é, a maquina faz uma cépia do conteido da
fita na configuracao inicial, usando o simbolo # para separar a copia da
palavra original).

Especifique uma maquina de Turing que calcule f : {0,1}* — {0,1}*
que converte a representacdo em notagdo binaria de um nimero natu-
ral na correspondente representacdo em notagdo unaria. Por exemplo,
f(110) = 111111. Sugestao: pode calcular o predecessor do input bindrio
e o sucessor do output unario.

Especifique uma méquina de Turing que calcule f : {0,1}* — {0,1}*
que converte a representacdo em notacdo undria de um ntmero natu-
ral na correspondente representagdo em notacdo binaria. Por exemplo,
f(11111) = 101. Sugestao: pode calcular o predecessor do input unario e
o sucessor do output binario.

Especifique uma maquina de Turing que calcule a fun¢ao que a cada par
de ntimeros naturais n e m faz corresponder o natural n —m se n > m
e 0 em caso contrario, assumindo que n e m se encontram representados
em notacao undria.

4 Especificagcao de maquinas multifita

1.

2.

3.

Especifique uma maquina de Turing de 2 fitas que decida a linguagem
{a"b™ : n € Ny} sobre o alfabeto {a, b}.

Especifique uma méquina de Turing de 2 fitas que decida a linguagem das
palavras sobre {a, b} que sdo palindromos.

Especifique uma méquina de Turing de 2 fitas que decida a linguagem das
palavras sobre o alfabeto {a, b, #} do tipo w#w com w € {a,b}*.
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Especifique uma maquina de Turing de 2 fitas que decida a linguagem
{a"b™c™ : n € Ny} sobre o alfabeto {a,b,c}. Repita o exercicio, mas
agora com uma maquina de 3 fitas.

. Especifique uma maquina de Turing de 2 fitas que decida a linguagem

das palavras sobre o alfabeto {a, b} nas quais o nimeros de as é igual ao
numero de bs. Repita o exercicio, mas agora com uma maquina de 3 fitas.

. Especifique uma méquina de Turing de 3 fitas que decida a linguagem das

palavras sobre o alfabeto {0, 1,2} cujo comprimento é maior ou igual que
a soma dos digitos que as constituem.

Especifique uma maquina de Turing de 2 fitas que decida a linguagem
{ww: w € {0,1}*} sobre o alfabeto {0, 1}.

. Especifique uma méquina de Turing com 2 fitas que converta a represen-

tacdo em notagao bindria de um natural na correspondente representacao
em notacao undria.

. Especifique uma méquina de Turing com 2 fitas que converta a represen-

tagdo em notagao unaria de um natural na correspondente representacio
em notacao binaria.

Especifique uma méquina de Turing com 2 fitas que calcule a fungdo que
a cada palavra w sobre o alfabeto {a,b,c} faz corresponder a palavra
a"atnepttne onde n, é o nimero de as que ocorre em w, ny é 0 nimero
de bs que ocorre em w, € n. € o nimero de cs que ocorre em w.

Especifique uma méaquina de Turing com 2 fitas que calcule a funcao
referida no Exercicio[3[I8] Repita o exercicio, mas agora com uma maquina
de 3 fitas.

Especifique uma méquina de Turing que calcule a funcdo que a cada
palavra w sobre o alfabeto {0, 1} faz corresponder a palavra 1™ onde n é
o tamanho do maior bloco de simbolos consecutivos iguais que ocorre em
w. Nomeadamente, para a palavra w = 00100001110 o resultado devera
ser 1111.

Especifique uma méquina de Turing que calcule a funcdo que a cada
natural n faz corresponder n?. Use notacdo unaria para os naturais.

Sugestdo: note que (n +1)2 = n? +2n + 1.

Especifique uma méquina de Turing que calcule a funcdo que a cada
natural n faz corresponder 2". Use notacdo undria para os naturais.

Especifique uma méquina de Turing que calcule a fungdo f que a cada
ntimero natural n € N faz corresponder o natural f(n) que melhor aprox-
ima log,(n) por excesso, onde os valores sdo tomados em representacao
unéria. Os valores de f evoluem como se ilustra na tabela seguinte:
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n [1]2[3[4[5][6[7[8][9]...[16]17
Fmy o1 22333 [3[4... |45

16. Revisite os exercicios das Seccgoes [2] e [3] e veja quais sdo os que poderiam

ter vantagem em serem resolvidos com maquinas de Turing com mais de
uma fita.

5 Especificagdo de maquinas nao-deterministas

1.

Especifique uma méaquina de Turing nao-determinista que decida a lin-
guagem das palavras sobre o alfabeto {0,1} que terminam em 0.

. Especifique uma maquina de Turing nao-determinista que decida a lin-

guagem {ww : w € {a,b}*} sobre o alfabeto {a, b}.

(Uma versao d)O problema SUBSETSUM consiste em saber se é verdade
ou nao que um dado valor y pode ser obtido como a soma de valores numa
dada lista de naturais x1,...,z,. Ou seja, trata-se de saber se existe
S C{1,...,n} tal que Y ;cgx; =y. Por exemplo, para a lista 1,2,3,4,5
e y = 11, é verdadeiro pois 2 + 4 + 5 = 11. Especifique uma méquina
de Turing nao-determinista que aceite palavras da forma x1# ... #x,3y
se e somente se y pode ser obtido como a soma de elementos da lista
xi,...,Tn, assumindo que:

(a) y e x;, para i =1,...,n, estdo representados em notacdo undria;

(b) y e x;, para i = 1,...,n, estdo representados em notagao bindria.

. Considere a linguagem K sobre o alfabeto {1,$,&,#} constituida por

todas as palavras da forma
v1$p1&v2$p2& ce &vn$pn#v$p

onde v1,p1, ..., Un, Pn,v,p € {1}*, para as quais existe um subconjunto I
de {1,...,n} tal que v > > ;c;v; e p < D7 pi, com as somas tomadas
sobre a representacdo em unario dos nimeros naturais. Por exemplo,
11$11&111$11& 151411118111 € K (com I = {2,3}) porque v > va + vs,
isto é, 4 > 3+ 1, ep < py+ p3, isto é, 3 < 2+ 1. Por outro lado,
11$11&1181#111$111 ¢ K. Especifique uma maquina de Turing nao-
determinista que decida S.

. O problema SAT consiste em saber se uma dada férmula proposicional

na forma normal conjuntiva é ou nao satisfativel. Uma versdo de SAT
pode ser representada considerando uma linguagem S sobre o alfabeto
{0,1,2,8$} constituida por todas as palavras da forma

x0 x1 Tk

———
a}01...$0n$1’11...x1n$...$.’L‘k1...$kn

onde n,k € N e cada z;; € {0,1,2}, para as quais exista uma palavra
Yy =1uy1...yn € {1,2}* tal que para cada i € {0,...,k} se tenha x;; = y;
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para algum j € {1,...,n}. Por exemplo, 010$201$220$112 € S pois
y = 212 coincide com zg = 010 na segunda posicao, coincide com x; = 201
na primeira posicao, coincide com xo = 220 na primeira posi¢ao, e coincide
com 3 = 112 na segunda (e também na terceira) posi¢do. Por outro
lado, a palavra 22$21%$10 ¢ S. Especifique uma méquina de Turing
ndo-determinista que decida S.

6. Um nimero natural n maior do que 1 diz-se composto se tiver um divi-
sor d com 1 < d < n. Defina uma maquina de Turing nao-determinista
que aceite niimeros naturais (em notacdo undria) se e somente se forem
nimeros compostos. Sugestao: use notacdo undria e construa uma méaquina
de Turing que, dado n, construa d nao-deterministicamente.

7. Considere a linguagem L sobre o alfabeto {0,1,$} constituida por todas
as palavras da forma

1311...1’1n$l'21...132n$ $~'En1xnn

onde n>0 e cada z;; € {0, 1}, para as quais exista u = u; ... u, € {a,b, c}*
tal que para quaisquer 7,5 € {1,...,n} se tenha u; # u; sempre que
zj; = 1. Por exemplo, 0110$0011 $0001 $ 0000 € L pois u = abca é tal
que r12o =1masu; =a#b=1u9, x13=1mas u; = a # ¢c= ug, Tog3 =1
mas us = b # ¢ = ug, Tog = 1 mas us = b # a = uy, € r34 = 1 mas
uz = ¢ # a = uy. A palavra 0111$0010$ 000030011 ¢ L. Especifique
uma maquina de Turing nao-determinista que decida K.

8. Recorde a representagao (canénica) de grafos orientados que se inicia pelo
nimero de nés (em notagao undria) seguidos por um 0 e depois pela rep-
resentacdo das varias arestas. Cada aresta é representada simplesmente
pela sequéncia dos seus nés origem e destino. Cada né é identificado com
um ndmero natural n e a representacdo de um né é uma sequéncia de
comprimento igual ao nimero de nds, com um 1 na posi¢do n contada
da esquerda para a direita e Os nas restantes posi¢oes. Por exemplo, se
houver 4 nés, a representacdo do grafo inicia-se com 1111 (quatro nos)
seguida de um 0. O n6 1 é representado por 1000, o né 2 por 0100, o n6 3
por 0010 e o né 4 por 0001. Uma aresta do n6 1 para o né 3 representa-se
por 10000010. Por exemplo, 111101000001000100010 representa o grafo
com 4 noés e duas arestas, uma do n6 1 (1000) para o né 3 (0010) e outra
do né 3(0010) para si proprio.

(a) Defina uma maquina de Turing nao-determinista que aceite as pa-
lavras sobre alfabeto {0,1} se e somente se estas correspondem a
representacdo canodnica de um grafo.

(b) Defina uma méaquina de Turing nao-determinista que, dada a rep-
resentacao canénica de um grafo, verifica se este tem duas arestas
repetidas.

(¢) Defina uma méaquina de Turing nao-determinista que, dada a repre-
sentacdo candnica de um grafo e um vértice, verifica se existe alguma
aresta do grafo com origem no vértice dado.
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3. MAQUINAS DE TURING

6 Exercicios complementares

1.

Demonstre que qualquer maquina de Turing é equivalente a uma maquina
cuja computagdo nunca aborta. Sugestao: transforme a funcdo de tran-
sicdo da maquina numa funcao total, introduzindo um estado espurio.

. Defina uma nocao de composicio sequencial de maquinas de Turing, de

modo a que a maquina composta My; My satisfaca ¢ n, = dar, © O, -
Sugestao: a maquina composta devera ter o estado inicial de My, os
estados de terminagdo de My, e identificar o estado de aceitagdo de M;
com o estado inicial de Ms.

. Defina uma nocao de composicdo paralela de maquinas de Turing, de

modo a que a maquina composta M || Mz simule a computagao de ambas
as maquinas. Sugestdo: considere uma maquina com 2 fitas, e estados
que correspondem a pares de estados das méaquinas M; e Ms, e em que
cada transicdo com um par de simbolos corresponde ao respectivo par de
transi¢oes em cada uma das maquinas (note que, dependendo do propdsito
da computacao paralela, a construcao indicada pode ser completada de
diferentes formas, nomeadamente com uma fase de pré-processamento em
que as 2 fitas sejam inicializadas da forma desejada a partir de um dado
input, bem como uma fase de finalizacdo em que se tiram conclustes a
partir da eventual aceitacdo/rejeicdo de cada uma das maquinas).

. Recorde a nogao de linguagem regular. Demonstre que para toda a lin-

guagem regular L sobre um alfabeto X existe uma maquina de Turing
que aceita as palavras de L e rejeita as de L. Sugestdo: construa uma
maquina de Turing a partir de um autdémato finito para a linguagem.

. Seja X um alfabeto. Valide a representagao proposta no Exercicio do

Capitulo [1, mostrando que se L € £¥ é representada por L0 € £101} ¢
f € F* é representada por fO1 e F{O1} entdo L é reconhecivel (resp.
decidivel) se e s6 se L% é reconhecivel (resp. decidivel), e que existe uma
maquina de Turing que calcula f se e sé se existe uma maquina de Turing
que calcula fO!.

. Demonstre que toda a maquina de Turing com ¥ ={0,1} e I' # {0, 1,0}

¢ equivalente a uma méaquina de Turing com ¥ = {0,1} e I' = {0, 1,0}.

Seja ¥ um alfabeto. Demonstre que existe uma méaquina de Turing M
tal que Lac(M) = M* C {0,1}* é a linguagem formada pelas palavras
que denotam maquinas de Turing com alfabeto de entrada/saida ¥ na
representacao candnica. Altere a maquina construida por forma a que
também rejeite todas as palavras em {0,1}* que ndo representem tais
maquinas de Turing.

. Seja X um alfabeto. Especifique uma méquina de Turing que, ao re-

ceber como input M € M, modifica M de modo a que todas as suas
computagoes bem sucedidas passem a ser computagoes que terminam no
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10.

11.

estado de aceitacdo, ou seja, especifique uma maquina de Turing que cal-
cule f:{0,1}*— {0,1}* tal que f(M) € M*, para cada M € M>, é
a maquina que se obtém quando em M se substitui o estado de rejeicao
pelo de aceitacao.

. Seja X um alfabeto. Especifique uma maquina de Turing que, ao receber

como input M € M>, transforma M numa méquina de Turing que aceita
precisamente as palavras que M rejeita e rejeita as que M aceita, ou seja,
especifique uma maquina de Turing que calcule f : {0,1}* — {0,1}* tal
que f(M) € M*, para cada M € M*, é a maquina que se obtém quando
em M se troca o estado de aceitacdo pelo de rejeicdo, e vice-versa.

Seja ¥ um alfabeto. Especifique uma maquina de Turing que, ao rece-
ber como input M € M>, modifica M de modo a que todas as com-
putacgoes que abortam passem a ser computacdes que terminam no es-
tado de rejeicdo, ou seja, especifique uma maquina de Turing que calcule
f:{0,1}* — {0,1}* tal que f(M) € M=, para cada M € M>, é a
maquina que resulta de acrescentar a M, como transicdes para o estado
de rejeicao, todas as transicoes em falta.

Seja 3 um alfabeto. Implemente a construgdo que ¢é descrita no Exerci-
cio [6]2] isto é, especifique uma maquina de Turing que calcule a funcio
f:{0,1,8}* — {0,1}* tal que f(M1$M>) € M*, com My, My € M*, 6 a
maquina composta My; M.
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4

Teoria da Computabilidade

“.. the Ghost in the Machine ...”
Gilbert Ryle, The Concept of Mind, 1949

4.1 Computabilidade e decidibilidade

Os problemas relevantes que estudamos sao problemas de decisdao e reconheci-
mento de linguagens, ou céalculo de funcoes.

Definigao 4.1. LINGUAGEM RECONHECIVEL/DECIDIVEL, FUNGAO COMPUTAVEL
Sejam ¥ um alfabeto, L C ¥* uma linguagem e f : ¥* — ¥* uma funcgao.

A linguagem L diz-se reconhecivel se existe uma méaquina de Turing M com
alfabeto de entrada/saida ¥ tal que L,.(M) = L.

Denotamos por R* o conjunto de todas as linguagens reconheciveis sobre o
alfabeto ¥, isto é, R* = {Lac(M) : M € M*}.

A linguagem L diz-se decidivel se existe uma maquina de Turing M com alfabeto
de entrada/saida ¥ tal que Lac(M) = L e Lyj(M) = L.

Denotamos por D> o conjunto de todas as linguagens decidiveis sobre o alfabeto
Y, isto é, D¥ = {Lac(M) : M € M* e Loo(M) = Lyj(M)}.

A funcao f diz-se computdvel se existe uma maquina de Turing M com alfabeto
de entrada/saida X tal que f = ¢yp.

Denotamos por C* o conjunto de todas as funcdes computaveis sobre o alfabeto
¥, isto 6, C* = {¢n : M € M*}. A

E também usual designar as linguagens reconheciveis como semi-decidiveis.
A razdo é simples, exige-se que exista uma méquina que aceite precisamente
as palavras de L, mas ndo se exige que as palavras de L sejam rejeitadas.
Obviamente, D> C R>.

O seguinte resultado mostra que podemos concentrar-nos nos problemas de
decisdo ou reconhecimento de linguagens, ja que o calculo de fungoes se reduz

a eles.

Proposicao 4.2.
Seja X um alfabeto. Sejam f : X* — ¥* wma fungio e Gy = {z$y : f(z) =y},
com $ ¢ X. Entdo:

101
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1. f € computdvel se e s6 se Gy € reconhecivel;
2. se f € total, f € computdvel se e s6 se Gy € decidivel.

Dem.: (1) Suponha-se que f é computdvel e seja My uma maquina de
Turing que calcula f. Considere-se a maquina de Turing T" com duas fitas que,
ao receber como input uma palavra w, comecga por verificar se w é da forma
28y, com z,y € X*. Se nao for, rejeita w. Em caso caso contrdrio, copia x
para a fita 2, e executa M f com input x na fita 2. Se essa execuc¢do terminar
aceitando, entdo compara o resultado dessa execucgdo com y. Se forem iguais,
aceita. Em caso contrario, rejeita. Se a execucao de M terminar rejeitando
ou abortando, entdo T termina rejeitando também. E ficil concluir que a
linguagem reconhecida por T' é G/.

Suponha-se agora que a linguagem G é reconhecivel. Seja R uma mé-
quina de Turing que reconhece G;. Considere-se a maquina de Turing nao-
determinista N com 3 fitas que, ao receber como input uma palavra x € 3%,
comeca por escrever r$ na fita 2. Depois, escolhe nao-deterministicamente
y € X* para escrever na fita 2 e na fita 3, apés o que posiciona a cabega de
leitura/escrita da fita 3 no inicio de y. Executa entdo R com input z$y na
fita 2. A maquina N calcula f. Observe-se que, para cada = € X*, existe no
méaximo uma palavra do tipo z$y que é reconhecida por R. Logo, a arvore de
computagoes de N para o input r tem no maximo uma computacao de aceitagao
com o resultado da funcdo (que esta na fita 3).

(2) Demonstragao semelhante & anterior. O

Ja vimos véarios exemplos de linguagens decidiveis e linguagens reconheciveis,
e os conhecimentos de programacdo e algoritmia do leitor serdo certamente
esclarecedores a este respeito, a luz do Postulado de Church, mas é 1til perce-
bermos como se relacionam e organizam estes conceitos.

4.2 Propriedades de fecho e reducao computavel

Proposicao 4.3.
Seja X um alfabeto e L1, Ly C X* linguagens decidiveis. Entdo, (), ¥*, L1 N Lo,
L1 ULs e Ly \ Ly sao linguagens decidiveis.

Dem.: Sejam D;j e Dy méaquinas que decidem Lp e Lo respetivamente.

(1) 0 é decidivel. Considere-se a maquina de Turing que ao receber qualquer in-
put termina imediatamente rejeitando. Dado que a linguagem reconhecida pela
mAaquina é a linguagem vazia e a miquina termina sempre, entao () é decidivel.

(2) X* é decidivel. Considere-se a maquina de Turing que ao receber qualquer
input w € X* termina imediatamente aceitando. Dado que a linguagem recon-
hecida pela maquina é ¥* e a maquina termina sempre, entdo X* é decidivel.

(3) L1 U Ly é decidivel. Considere-se a maquina de Turing D com duas fitas
que se ilustra na Figura A maquina D, ao receber w € X* como input,
copia w para a fita 2 e executa depois D na fita 1 até D; terminar. Se D



4.2. PROPRIEDADES DE FECHO E REDUCAO COMPUTAVEL 103

w
Gin :

+
w
w
b
executa Dq sobre w na fita 1 se aceita
— Gac
1 se rejeita
executa Dy sobre w na fita 2 se rejeita
— er
} se aceita
Gac

Figura 4.1: Maquina que decide L; U Lo construida a partir de méquinas D; e
Dy que decidem L; e Lo, respectivamente.

termina aceitando, entdo D aceita. Se D; termina rejeitando, entdo D executa
D5 na fita 2 até D terminar. Se Do termina aceitando, entdo D aceita. Em
caso contrario, D rejeita. K facil concluir que D decide L1 U L.

(4) L1 N Ly é decidivel. Deixa-se como exercicio.

(5) L1\ L é decidivel. Considere-se a méquina de Turing D com duas fitas que
se ilustra na Figura A miaquina D, ao receber w € X* como input, copia
w para a fita 2 e executa depois Dy na fita 1 até D; terminar. Se D termina
rejeitando, entao D rejeita. Se D termina aceitando, D executa Dy na fita 2
até Dy terminar. Se Dy termina aceitando, entdo D rejeita. Em caso contrério,
D aceita. E facil concluir que D decide L;\Ls.

Como Ly = ¥*\ Lo, tem-se ainda que Lo é decidivel. O

Proposicao 4.4.

Sejam ¥ um alfabeto e Ly, Ly C X* linguagens reconheciveis. Entdo, (), ¥*,
LiNLy e Ly ULy sdo linguagens reconheciveis. Se Lo for decidivel entdo
L1\ Ly é reconhecivel.

Dem.: Sejam Ry e Ro maquinas que reconhecem L1 e Lo respetivamente.

(1) @ é reconhecivel. A linguagem () é reconhecivel pois é decidivel, e todas as
linguagens decidiveis sdo reconheciveis.

(2) X* é reconhecivel. A linguagem ¥* é reconhecivel, pois é decidivel, e todas
as linguagens decidiveis sdo reconheciveis.

(3) L1 U Ly é reconhecivel. Considere-se a maquina de Turing R com uma
fita que se ilustra na Figura A méiquina R, ao receber w € ¥* como input,
escolhe ndo-deterministicamente entre executar R ou R, e aceita se a maquina
da escolha aceitar w. A méaquina R reconhece L U Lo.
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w
Gin

}
w
w
3
executa Dj sobre w na fita 1 se rejeita
— qu
] se aceita
executa Dy sobre w na fita 2 se rejeita
— Gac
1 se aceita

qrj

Figura 4.2: Maquina que decide L;\Ly construida a partir de méquinas D; e
Dy que decidem Lq e Lo, respectivamente.

(4) L1 N Ly é reconhecivel. Considere-se a maquina de Turing R com duas
fitas que, ao receber w € ¥* como input, copia w para a fita 2 e, de seguida,
executa alternadamente um passo da execugdo de R; na fita 1 e um passo da
execucao de Ro na fita 2. Se uma das execugbes terminar, entdo R prossegue
a execu¢do da outra maquina no caso de ter terminado aceitando, e R rejeita
em caso contrario. Se a execugao da outra maquina terminar, entdo R aceita
no caso de ter terminado aceitando, e rejeita em caso contrario. A maquina
R reconhece Ly N Ly. Note-se que R s6 termina se as execugoes de Ry e Ro
terminarem.

Gin e [ [ [T 1]

escolhe nao-deterministicamente
executa R sobre w executa Rs sobre w
se aceita | 1 se aceita
qac Qac

Figura 4.3: Maquina que reconhece L U Lo construida a partir de maquinas
R1 e Ry que reconhecem L e Lo, respectivamente.

(5) L1\ Ly é reconhecivel se Ly é decidivel. Suponha-se que Lo é decidivel e
que D5 é uma maquina que decide Ls. Considere-se a maquina de Turing R com
duas fitas que se ilustra na Figura A méaquina R, ao receber w € ¥* como



4.2. PROPRIEDADES DE FECHO E REDUCAO COMPUTAVEL 105

input, copia w para a fita 2, e executa a seguir Dy na fita 2 até Do terminar. Se
terminar aceitando, entdo R rejeita. Em caso contrario, R executa R; na fita 1.
Se a execugao de R; terminar, entao R aceita se ela terminar aceitando, e rejeita
em caso contrario. A maquina R reconhece L1\L2. Note-se que a execugao de
Dy termina sempre, e que R s6 termina se a execugdo de R; terminar. 0

i
w
w
1
executa Dy sobre w na fita 2 se aceita
— qu
1 se rejeita
executa R; sobre w na fita 1 se rejeita ou aborta
— qu
} se aceita
qac

Figura 4.4: Méquina que reconhece L;\ Ly construida a partir de R; que recon-
hece L e de D2 que decide Ls.

Na verdade, a diferenca essencial entre decidibilidade e semi-decidibilidade
estd precisamente na complementagao. Como veremos, em geral, o complemen-
tar de uma linguagem reconhecivel pode nao ser reconhecivel.

Proposicao 4.5.
Sejam ¥ um alfabeto e L uma linguagem sobre X.. Entdo, L é decidivel se e s
se L e L sdo ambas linguagens reconhecivess.

Dem.: Sejam ¥ um alfabeto e L C ¥*.

Suponha-se que L é decidivel. Entdo, L e L sdo decidiveis e, portanto, sdo
reconheciveis.

Suponha-se agora que L e L sdo reconheciveis e sejam R; e Ry maquinas
de Turing que reconhecem L e L, respectivamente. Considere-se a maquina de
Turing R com duas fitas que, ao receber w € X* como input, copia w para a fita
2 e, de seguida, executa alternadamente um passo da execucdo de R na fita 1
e um passo da execucao de Ry na fita 2. A méquina T termina quando uma
das execugoes termina aceitando. Entao, T aceita se essa execucao for a de Ry,
e rejeita se for a de Ry. E facil concluir T decide L, pois, dada uma palavra
w € ¥*, ou w pertence a L ou w pertence a L, e, portanto, ou R; aceita w ou
R aceita w . O

A ideia usada acima, de construir novas maquinas recorrendo a maquinas obti-
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das previamente, leva-nos a seguinte nogao de reducdo entre linguagens, que
serd particularmente 1til adiante.

Definigdo 4.6. REDUGAO COMPUTAVEL

Sejam X1, Yo alfabetos, e L1, Lo linguagens sobre ¥; e Yo, respectivamente.
Dizemos que hd uma redugcdo computdvel de L1 a Lo, ou simplesmente que
L1 se reduz a Lo, o que denotamos por L1 < Lo se existe uma funcio total
computavel f: 3] — 33 tal que se tem, para cada w € X7,

w € Ly se e s6se f(w) € L.

Exemplo 4.7.
Seja ¥ um alfabeto. Considerem-se as seguintes linguagens sobre {0, 1}:

Ly ={M € M* : M é maquina classificadora}
Ly ={M € M* : L,.(M) = ¥*}.

H4 uma redugdo computével de Ly a Lo. Basta considerar f: {0,1}* — {0,1}*
definida por

fz) =

T caso contrario

{x’ se r € M*

onde 2’ € M*> é a seguinte maquina definida a partir de z:

Gin : e [ [ [T T]
I

executa x sobre w se aborta
— ciclo infinito

} se aceita ou rejeita

Qac

isto é, a maquina que, dado o input w, executa x sobre w, e aceita se a com-
putagao é bem sucedida, e tem uma computagao infinita em caso contrario.

A funcdo f é total, e calculada por uma méaquina que verifica se o input
z é uma maquina, devolvendo x ou x’ como output consoante o resultado. A
mdquina x’ facilmente se obtém a partir de z substituindo o estado de rejei¢ao
pelo de aceitacdo, e acrescentando as transicoes em falta de modo a gerarem
um ciclo infinito.

Sex ¢ M¥entdox ¢ Ly e f(v) =2 ¢ La. Sex € M*, entdo x € L se e
s6 se ¢ é maquina classificadora se e 86 se x aceita ou rejeita todos os inputs se
e s6 se ' aceita todos os inputs se e s6 se ' = f(x) € Ls.

Conclui-se entdao que Ly < Lo. A

Proposicao 4.8.

Sejam X1, X9 alfabetos e L1, Lo linguagens sobre %1 e Yo, respectivamente.
Se Ly < Ly e Ly é decidivel (resp. reconhecivel) entdo Ly é decidivel (resp.
reconhecivel).
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Dem.: Assuma-se que L1 < Ls e que Dy é uma méquina de Turing que
decide Ly. Existe entdo uma funcgao total computavel f : X7 — X5 tal que,
para cada w € Xj, w € L; seesbse f(w) € Ly. Seja F uma méquina de
Turing que calcula f. Considere-se a maquina D1 que se ilustra na Figura [4.5
A méquina D, ao receber w como input, executa F sobre w para obter f(w), e

a: Ww [T T T T]

1 executa F' sobre w
B e[ [ [ [ 1]
b
executa Dy sobre f(w) se aceita
_> qELC
J se rejeita

Grj

Figura 4.5: Maquina D; que decide L; construida a partir de F' que calcula f
e de D5y que decide Lo.

de seguida executa Dy sobre f(w). E facil concluir que D é um classificador e
que D1 aceita(resp. rejeita) w se e s6 se Do aceita (resp. rejeita) f(w). Como,
Dy decide Lg e f(w) € L se e 86 se w € Ly, conclui-se que Dy decide L.

A demonstracdo é semelhante no caso em que se supGe Ly reconhecivel
(recorrendo-se agora a uma maquina Ry que reconhega Lo), e deixa-se como
exercicio. O

4.3 Indecidibilidade

O argumento mais simples que podemos usar para justificar a existéncia de
problemas ndo computaveis, envolve cardinalidades. Os resultados seguintes
sdo demonstrados para cada alfabeto ¥, apesar de que, a luz do que ja vimos,
e nomeadamente dos resultados dos Exercicio do Capitulo [1] e dos Exerci-
cios[0][f] e [6]l6] do Capitulo[3] poderiamos considerar essencialmente os problemas
postos sobre o alfabeto {0, 1}.

Proposicao 4.9.
Seja ¥ um alfabeto e seja M*> C {0,1}* o conjunto de todas as representacies
candnicas de mdquinas de Turing sobre o alfabeto . Tem-se que #M> = #N.

Dem.: Considere-se a funciao f : M> — {0,1}* dada por f(M) = M.
E imediato concluir que f € injectiva. Como {0, 1}* é numerével, existe uma
funcdo g : {0,1}* — N injetiva. Logo, go f : M* — N é uma funcio injectiva.
Considere-se agora a funcio h : N — M tal que h(n) = 1"*101%0 (a represen-
tagdo canénica de uma méaquina com n+1 estados, k simbolos de entrada/saida,



108 4. TEORIA DA COMPUTABILIDADE

e sem transicdes). E também imediato que esta funcdo é injectiva. Conclui-se
assim que M?> é numeréavel. O

Observe-se que este resultado também se verifica se, em vez do alfabeto
{0, 1}, for escolhido qualquer outro alfabeto para a representagdo das maquinas
de Turing porque, nomeadamente, o conjunto das palavras sobre um alfabeto é
sempre numeravel. Deixa-se como exercicio essa demonstracao.

Corolario 4.10.
Seja ¥ um alfabeto. Entdo, #D* = #R> = #C*> = #N.

Dem.: E facil mostrar que D> é infinito (o que se deixa como exercicio).
Para mostrar que D* é numerével defina-se f : D> — N por f(L) = h(Mp)
onde h : M* — N ¢ injectiva (vide Proposicio e My, é uma maquina de
Turing que decide L, isto é, Lac(My) = L e Lyj(M) = L, para cada L € D>,
A funcdo f fica bem definida para cada escolha da méquina My, e é injectiva
porque f(Ly) = f(Lg) implica h(Mr,) = h(Mg,) e, portanto, My, = My,.
Consequentemente, tem-se Ly = Lac(Mp,) = Lac(Mp,) = Lo, pelo que f é
injetiva.

A demonstracio para R> e C* é analoga. O

No entanto, temos que £~ e F> nao sio numeraveis, como j& sabemos das
Proposigoes [I.4]e[I.5] pelo que podemos concluir que terdo de existir linguagens
nao-decidiveis, mesmo nao-reconheciveis, bem como fung¢des nao-computaveis.

Corolario 4.11.
Seja X um alfabeto. Entdo, #D> < #L%, #R> < #L> e #C> < #F>.

A pergunta que podemos colocar-nos é: que linguagens e funcgoes sdo essas
que estao fora do nosso alcance. Haverd problemas interessantes que nao sao
computaveis? Na verdade hd muitos. Dado o alfabeto ¥, considerem-se as
seguintes linguagens:

. EEC ={MS$w: M € M*,w € L,.(M)} (o problema da aceitacio);
. [erj ={M$w: M e M*> we L,;(M)} (o problema da rejeicdo);
. ESZH = Eazc U Erzj (o problema da computagao bem sucedida);

. ab ={MSw: M € M?Z e a computacio de M sobre w aborta} (o prob-
lema do abortamento);

o LT =L% ULE (oproblema da terminagdo).

As diferentes linguagens refletem propriedades das computagoes das maquinas
para o input recebido. Cada palavra é constituida pela representacdo candnica
de uma maquina de Turing e uma palavra de input w € X*, separadas por $ (o
alfabeto destas linguagens é assim constituido pelos simbolos em X, pelos sim-
bolos do alfabeto usado para a representacao das méquinas, e por um simbolo
$ distinto de todos os anteriores)

Na literatura, a linguagem L2, é também designada por ATy, e a linguagem
L ¢ também designada por HALT M-
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Proposicao 4.12.
Seja ¥ um alfabeto. As linguagens L., L%, L

s S _
acr Ly Lsy, Lay € Lig sdo reconheciveis
mas ndo sdo decidiveis.

Dem.: As demonstracoes sdo semelhantes. Centramo-nos no problema da
terminacao.

Para mostrar que £g, é reconhecivel basta considerar a maquina que, sobre
cada input MS$w, comega por calcular rep(w) e, depois, simula M sobre rep(w)
como na maquina universal, aceitando assim que a computagdo de M sobre
rep(w) termine (aceitando, rejeitando ou abortando).

Assuma-se agora, por absurdo, que £ fosse decidivel. Nesse caso, existiria
uma méaquina de Turing D que decidiria £;,. Construa-se entdo a seguinte
maquina 7T'. Para cada input M, a maquina T comeca por simular D sobre
MS$M. Se D aceitar, entdao T deve entrar num ciclo infinito. Se D rejeitar,
entao T aceita.

E simples verificar que M é aceite por T se e s6 se a computagio da maquina
M dado o input M nido termina. Entdo, pode concluir-se, para a prépria
magquina T', que T é aceite por T se e 86 se a computagdo da maquina 17" dado
o input T nao termina. Ora isto é uma contradicdo. Conclui-se, portanto, que
Lie ndo é decidivel. O

Em particular, a indecidibilidade do problema da terminacao (o famoso
halting problem) é um dos resultados mais emblematicos de Turing.

Corolario 4.13. S
Seja ¥ wm alfabeto. As linguagens L., L=, L2

b)) S 50 of
ac: Liiy Lsus L% e L3, ndo sdo recon-
heciveis.

4.4 Teorema de Rice

O seguinte teorema é uma ferramenta bastante genérica para demonstrar a inde-
cidibilidade de linguagens constituidas por méquinas de Turing cujas linguagens
satisfagcam alguma propriedade nao-trivial.

Teorema 4.14.
Sejam X um alfabeto e L C M tal que se My € L e M1 = M, entdo Ms € L.
Se ) # L # M* entio L ¢ indecidivel.

Dem.: Seja ) # L # M>. Por absurdo, admitamos que L é decidivel. Isto
implica que também L é decidivel. Comecamos por considerar uma maquina
My € M* que aborta para todos os inputs. Obviamente, tem-se La.(My) =
Lyj(Mp) = 0 e ¢, estd sempre indefinida.

(i) Suponha-se que My ¢ L. Vamos mostrar que L, < L. Para tal,
considere-se M7 € L # (), e uma fungao total f tal que

fz) =

M, sex= M$w
Mgy  caso contrario

onde M € M>, w € ¥*, $ é um simbolo separador, e M,, € M> é a maquina
seguinte: ao receber u € ¥* como input, M,, comega por executar M sobre w;
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se M rejeita ou aborta, entdo M,, aborta e, se M aceita, entdo M,, executa
M, sobre u. E facil concluir que, se M aceita w, entdo Lac(My) = Lac(M)),
Lj(My) = Lyj(My) e ¢, = éry, €, portanto, M, = M. Por outro lado, se
M nao aceita w, entdo Lac(My) = 0 = Lac(Mp), Lyj(My) = 0 = Lyj(My) e
éum, = dum, (POis, dpr, estd sempre indefinida), e, portanto, My, = Mj.

Vejamos que x € Ly se e s6 se f(z) € L. Se © € L, entdo z = MS$w
com M € M> que aceita w € £*, e, portanto, M,, = M;. Como M; € L,
as hipéteses do teorema garantem que M,, = f(z) € L. Reciprocamente, se
f(z) € L, entdo f(x) # My ¢ L e, portanto, f(x) = M,, € L e z = M$w com
M € M* ew € ¥*. Como M, € L, de novo as hipéteses do teorema garantem
que M, # My ¢ L, o que significa que M aceita w, ou seja, z = M$w € Lye.
Deixa-se como exercicio concluir que a funcao f é computavel.

(ii) Suponha-se que My € L. Vamos mostrar que L,. < L. Para tal,
considere-se My € M* tal que My ¢ L # M?* e uma funcio total f semel-
hante & definida em (i), em que M, usa Ms em vez de M;. Raciocinando como
em (i) conclui-se que se M aceita w, entdao M,, = My e, se M ndo aceita w,
entao M,, = M.

Vejamos que x € Ly se e s6 se f(x) € L. Se v € Ly entdo x = M$w
com M € M* que aceita w € ¥*, e, portanto, M,, = M. Como M, & L,
as hipéteses do teorema garantem que M, = f(z) € L, isto é, f(x) € L.
Reciprocamente, se f(x) € L, entdo f(x) # My € L e, portanto, f(z) = M, €
Lex=M$wcom M € M* e w € ¥*. Assim, M, € L, e as hipéteses do
teorema garantem que M,, # My € L, o que significa que M aceita w, ou seja,
x = MS$w € L,.. Deixa-se como exercicio concluir que a func¢ao f é computével.

(iii) Das alineas anteriores decorre que ou Lac < L ou L. < L. Em ambos
0s casos, poder-se-ia concluir que L,. é decidivel, o que é uma contradi¢do. A
linguagem L é, pois, indecidivel. ]

Este teorema tem intimeras aplicacbes na demonstracdo de resultados de
indecidibilidade.

Exemplo 4.15.

Considere-se a linguagem L = {M € M1t} . L, (M) é um conjunto infinito}.
Pode recorrer-se ao Teorema de Rice para demonstrar que esta linguagem é
indecidivel. Como L C M{®} entdo o teorema garante que L ¢ indecidivel
desde que satisfaca trés requisitos: (1) L # 0, (2) L # M{a e (3)se M € L
e M = M', entao M’ € L. Mostra-se de seguida que todos se verificam.

(1) Considere-se a maquina A com alfabeto de entrada/saida {a, b} represen-
tada graficamente por:

a—a,S
b—bS

O0—-0,8

A maquina A aceita todos os inputs, pelo que L,.(A) = {a,b}*. Como
{a,b}* é um conjunto infinito, A € L e, portanto, L # ().
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(2) Considere-se a maquina B com alfabeto de entrada/saida {a, b} represen-
tada graficamente por:

a—a,S
b—b,8

O—0,8

A méquina B rejeita todos os inputs, pelo que L,.(B) = (). Como () nao
6 um conjunto infinito, B & L e, portanto, L # M@t}

(3) Suponha-se que M € L e M = M'. Dado que M € L, M tem alfabeto de
entrada/saida {a,b} e Lac(M) é um conjunto infinito. Como M = M’, o
alfabeto de entrada/saida de M’ é também {a,b}, e Looe(M) = Lao(M'),
pelo que Ly (M) é também infinito. Conclui-se entdao que M’ € L.

Pelo Teorema de Rice concluimos que Ly é indecidivel. A

Note-se, no entanto, que no caso de uma linguagem ser indecidivel nem
sempre essa propriedade pode ser demonstrada com recurso ao Teorema de
Rice. Um exemplo simples é a linguagem L£f.: esta linguagem ¢é indecidivel
(Proposigao , mas nao se pode aplicar o Teorema de Rice a Etze, uma vez
que L € M*.

4.5 Teorema da recursao

O proximo resultado é uma versdo simplificada do resultado original, devido a
Kleene, que constitui o fundamento daquilo a que hoje chamamos de progra-
magdo recursiva, € que explora o fenémeno da auto-referéncia em computagio.
Como vimos anteriormente, existe uma maquina de Turing universal que sim-
ula o comportamento de qualquer outra maquina. Mais surpreendentemente,
no entanto, podemos mostrar que qualquer maquina simula o comportamento
de alguma méaquina que receba como input.

Teorema 4.16.

Qualquer que seja a mdaquina de Turing M € M existe F' € M tal que, qualquer
que seja x € {0,1}*, a computag¢io de F sobre x simula a computagio de M
sobre F$x.

Dem.: Considere-se a maquina de Turing M. Dado u € {0,1}*, seja M, a
maquina que quando recebe como input x simula M sobre u$z.

Considere-se a maquina W que, quando recebe como input uma maquina 1’
calcula t = ¢7(T') e devolve como output M;. Claramente, pw (1) = My, (1)

Tome-se F' = M, onde w = ¢y (W).

A computagao de F sobre z, isto é, a computagdo de M,, sobre x, simula a
computacio de M sobre w$z. Mas w = ¢w (W) = My, w) = My = F, como
queriamos demonstrar. ]

O resultado tem imensas aplicacoes praticas, desde logo em demonstracoes de
indecidibilidade.
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Exemplo 4.17.

Considere-se L, e use-se o Teorema da Recursdo para obter uma demonstracao
alternativa da sua indecidibilidade. Suponha-se, por absurdo, que L. fosse
decidivel. Nesse caso, também se teria L,. decidivel e portanto existiria uma
maquina Dy, que decidiria L,.. Pelo Teorema da Recursdo, ter-se-ia também
uma maquina F tal que a computacdo de D, sobre F'$x simula a computacao
de F sobre x, para cada x € {0,1}*. Nesse caso, facilmente, = é aceite por F’
se e 56 se F'$z é aceite por D, se e s6 se F'$x € L, se e s6 se F$x ¢ L, se e
sé se x nao é aceite por F', o que é obviamente uma contradicao. A

Uma das aplicagoes mais interessantes do Teorema da Recursao é a demon-
stracdo de existéncia de certos tipos, muito simples e indcuos, de virus auto-
repliciveis: V. € M diz-se auto-replicivel se ¢y (w) = V qualquer que seja
w € {0,1}*. Uma maquina auto-replicavel é também conhecida por Quine.

Proposicao 4.18.
Eziste uma mdquina de Turing auto-replicdvel. As mdquinas de Turing auto-
replicaveis formam uma linguagem indecidivel.

Dem.: Tome-se uma maquina de Turing M tal que ¢ps(u$z) = u quaisquer
que sejam u,x € {0,1}*. Pelo Teorema da Recursao, existe F' € M tal que a
computacao F sobre x simula a computacao de M sobre F$z, para qualquer
x € {0,1}*. Entao, ¢p(z) = ¢ppr(F$z) = F.

Suponha-se, por absurdo, que existe uma maquina de Turing Dy que decide
a linguagem Ly, = {M € M : M é auto-replicavel}. Considere-se a maquina T’
que quando recebe como input M$x simula D, sobre M, devolvendo M como
output caso Dy, rejeite M, e entrando em ciclo infinito caso Dy aceite M.

Facilmente, ¢p(M$x) = M se M nao é auto-replicdvel, e ¢p(M$z) in-
definido se M é auto-replicavel.

Pelo Teorema da Recursdo, existe uma maquina F tal que a computacao
de T sobre F'$x simula a computacido de F' sobre z, para qualquer xz. Entao,
temos que F' é auto-replicavel se e s6 se ¢pp(w) = F se e s6 se ¢p(F$w) = F se
e s0 se F' nao é auto-replicavel, o que é uma contradicao. ]

Exercicios

1 Computabilidade e decidibilidade
1. Seja L uma linguagem sobre um alfabeto 3. Mostre que:

(a) L é decidivel se e s6 se é computéavel a sua fungao caracteristica, isto
é, a fungdo x : ¥* — {0,1} tal que x(w) =1sew € L, e x(w) =0
em caso contrario;

(b) L éreconhecivel se e s6 se é computével a sua fungao semi-caracteristica,
isto é, a func@o x : ¥* — {0, 1} tal que x(w) =1se w € L, e xr(w)
nao esta definida em caso contrario.

2. Seja X um alfabeto. Demonstre que se uma fungao f : ¥* — X* é com-
putével entdo é reconhecivel a linguagem dom(f) = {w € ¥* : f(w) definido}.
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3. Seja ¥ um alfabeto. Demonstre que se f,g € C* entdo (go f) € C*.

2 Propriedades de fecho e redugao computavel

1. Sejam L1, Lo, L3 linguagens sobre um alfabeto . Mostre que se L1, Lo
e L3 sao linguagens decidiveis entao sdo também decidiveis as seguintes
linguagens:

h) L={we¥*:weLouwé€ Ly, mas w & L1 N La};
(i L:{w62*2w€L1ngew€L2}.

2. Sejam Lj, Lo, L3 linguagens sobre um alfabeto ¥. Assumindo que L; e
Lo sdo reconheciveis e L3 é decidivel, mostre que:

L1 N Lo é reconhecivel;
L3 U Ly é reconhecivel;
L1 U Lo é reconhecivel;

L1\ L3 é reconhecivel;

L1.Ls é reconhecivel;

)
)
)
)
(e) Ly x Ly é reconhecivel;
)
) L7 é reconhecivel;
)

3. Seja L uma linguagem sobre um alfabeto ¥. Mostre que se L e L sdo
reconheciveis entao L ¢é decidivel.

4. Sejam Lj, Lo e L3 linguagens sobre um alfabeto 3. Mostre que:
(a) L1 < Ly seesése Ly < Lo;
(b) se L1 < Lo e Ly < Lgentao Ly < Lg.

5. Sejam Lj e Ls linguagens sobre um alfabeto ¥ tais que L1 < Ly. Mostre
que:
(a) se Lo é decidivel entdao L; é decidivel;
(b) se L1 ndo é decidivel entdo Lo nao é decidivel;

(c) se Ly é reconhecivel entdo Lq é reconhecivel,
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. Mostre que L C {0,1}* é reconhecivel se e s6 se L < Eic
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(d) se Lj nao é reconhecivel entdo Ly néo é reconhecivel.

. Seja ¥ um alfabeto. Mostre que se L C X* é reconhecivel e L < L entdo

L é decidivel.

Mostre que L C {0,1}* é decidivel se e s6 se L < {0™1": com n € Ny}.

0?1}

. Seja ¥ um alfabeto. Mostre que L. % TEC, onde TEC ¢é a linguagem

complementar de L.
Recorde as demonstragoes das Proposicoes [£.4] e [4.5

(a) A méaquina R construida na demonstragao de (3) da Proposicao
poderia comegar por executar a maquina R;, e depois, se necessario,
a maquina Rs? E poderia recorrer a execugao alternada de um passo
de Ry e de Ry?

(b) A maquina R construida na demonstracao de (4) da Proposicao
poderia comecar por executar a maquina R1, e depois a maquina Ra?
E poderia recorrer a escolha nao-deterministica entre a execucao da
maquina R; ou a execugdo da maquina Ro?

(c) A maquina R construida na demonstracao da Proposigéopoderia
recorrer a escolha nao-deterministica entre a execugdo da méaquina
R; ou a execuc¢ao da maquina Ry?

3 Incomputabilidade

1.

2.

3.

Seja f"{fl}*ﬁ{l}* o conjunto das fungdes totais de {1}* para {1}*.

(a) Demonstre que #N < #F7 1. 11y

(b) Demonstre que existem fungoes totais de {1}* para {1}* que nao sao
calculadas por nenhuma maquina de Turing.

Repita o Exercicio para os seguintes conjuntos de fungoes:
(a) Ffo,1}*—>{0,1} (fungoes totais de {0,1}* para {0,1});

(b) ff071}*—>{0,1}* (fungoes totais de {0, 1}* para {0,1}*);

(c) ffa@c}*%{mb,c}* (funcoes totais de {a, b, c}* para {a,b, c}*);
(d) Fpiyeoqay+ (fungdes de {1}* para {1*});

(e) Fio,13+—{0,1} (funcdes de {0,1}* para {0,1});

(f) Froay+—q1y (fungdes de {0, 1} para {1}).
Seja X um alfabeto.

(a) Mostre que #N < #L>.

(b) Mostre que existem linguagens em £* que nio sio reconheciveis.
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4 Indecidibilidade

1. Sejam L; e Lo linguagens sobre um alfabeto X tais que L; < La. Mostre
que se L1 é indecidivel entdo Lo também é indecidivel.

2. Seja ¥ um alfabeto. Para cada L € {£2., L&, L3} mostre que:

(a) L é reconhecivel;
(b) L nao é decidivel;

(c) a linguagem complementar de L nao é reconhecivel.

3. Seja ¥ um alfabeto. Considere as linguagens £, e L2,

(a) Mostre que £, < L.

ac
Sugestao: considere uma funcao f dada por

fa) = {M’$w se o = MS$w

€ caso contrario

onde M’ ¢ uma mdquina que, dado o input x, simula o comporta-
mento de M com input x, e chega a uma configuragao de aceitacao
se M chega a uma configuragdo de aceitacdo, e tem uma evolugao
infinita em caso contrario.

(b) Use a alinea anterior para demonstrar que £, ndo é decidivel.

4. Seja X um alfabeto. Considere as linguagens

Ly = {M € M* : M é maquina classificadora}
Ly={M € M* : Lye(M) = ¥*}.

(a) Mostre que Ly ndo é decidivel. Sugestdo: conclua que L. < Lo.

(b) Mostre que Ly < Lj e conclua que L nao é decidivel.

5. Seja X um alfabeto. Mostre que o problema da palavra vazia relativo a
maquinas de Turing nao é decidivel, ou seja, mostre nao é decidivel a
linguagem

LE={M e M*¥: €€ Ly(M)}.

6. Seja ¥ um alfabeto. Mostre que o problema da linguagem vazia relativo
a maquinas de Turing nao é decidivel, ou seja, mostre nao é decidivel a
linguagem

Vg = {M € M* : Loo(M) = 0}.

7. Sejam ¥ um alfabeto e p uma palavra sobre 3. Mostre que nao é decidivel
a linguagem
DOME = {M € M® : M aceita p}.

A nao-decidibilidade desta linguagem é também conhecida como a nao-
decidibilidade do “input problem”.
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. Sejam 3 um alfabeto e p uma palavra sobre . Mostre que nao é decidivel

a linguagem
CDOMGH = {M € M> : M escreve p}.

A expressao “M escreve p” significa aqui que existe pelo menos uma con-
figuracao inicial a partir da qual M chega a uma configuracao de aceitacao
na qual o conteido da fita é p. A néo decidibilidade desta linguagem é
também conhecida como a nao decidibilidade do “printing problem”.

. Seja X um alfabeto. Mostre que nao é decidivel a linguagem

FINTy\ = {M € M® : L,.(M) ¢ linguagem finita}.
Seja X um alfabeto. Mostre que nao ¢ decidivel a linguagem
PARY,; = {M € M? : as palavras aceites por M tém comprimento par}.
Seja X um alfabeto. Mostre que nao é decidivel a linguagem

IMP%y; = {M € M? : as palavras aceites por M tém

comprimento impar}.

Seja ¥ um alfabeto. Considere a linguagem
IGE = {M$My : My, My € M* € Loo(My) = Lao(My)}

e seja IG%); a linguagem complementar de IGxy;.
(a) Mostre que o problema da igualdade de linguagens relativo a maquinas
de Turing néo é decidivel, ou seja, mostre que G%M nao é decidivel.
(b) Mostre que L2, < IG%y;.
(c) Use a alinea (b) para demonstrar que o problema da igualdade de

linguagens nao é reconhecivel, isto é, IG¥,; ndo é reconhecivel.

Mostre que as seguintes linguagens nao sao decidiveis:

(a) L={M e MO} : L, (M) é o conjunto das palavras
que comegam e terminam em 0};

(b) L={M e MO} : L, (M) éo conjunto
das palavras que tém o mesmo nimero de Os e de 1s};

(¢c) L={M e MO . [,.(M) é o conjunto dos palindromos em {0, 1}*}.
Uma gramdtica é um tuplo G = (V, %, P, S) em que

o V é um conjunto finito (conjunto dos simbolos auxiliares);

e > é um alfabeto;
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o P é um conjunto finito de regras de substitui¢ao (ou produgoes); uma
regra de substitui¢do é uma expressdo a« — [ em que o, f € (XUV)*
e a tem pelo menos um simbolo em V;

o S €V (simbolo inicial).

Uma palavra w € ¥* diz-se gerada por uma graméitica G = (V, X, P, S)
se existe uma sequéncia finita wi,...,w, de palavras em (X U V)* tal
que w1 = S, w, = w e, para cada 1 < i < n, a palavra w; obtém-se a
partir w;_1 por aplicagdo de uma regra de substituicio (w; obtém-se a
partir w;_1 por aplicagdo de uma regra de substituicdo o — 3 se a é uma
subpalavra de w;_1, e w; se obtém de w;_1 substituindo uma ocorréncia
de av em w;_1 por ). A linguagem gerada por G é o conjunto das palavras
w € X* que sao geradas por G.

(a) Uma linguagem diz-se regular se é gerada por uma gramética na qual
todas as regras de substituicdo sdo do tipo X — 3, onde X € V e
feXU{etoup =sY comseXeY e€V. Mostre que ndo é
decidivel a linguagem

REGX\ = {M € M> : L,.(M) é linguagem regular}.

Pode assumir como provado que a linguagem {1™ : n € N é primo}
nao é regular.

(b) Uma linguagem diz-se independente do contexto se é gerada por uma
gramética na qual todas as regras de substituicdo sdo do tipo X — 3
com X € V. Mostre que nao é decidivel a linguagem

L,c(M) é linguagem independente do contexto}.

Pode assumir como provado que a linguagem {1" : n € N é primo}
nao é independente do contexto.

15. Complete a demonstracdo da Proposicao [4.12

16. A funcao total Busy Beaver BB : N — N foi apresentada pela primeira
vez em 1962 no artigo cientifico “ On non-computable functions”, de Tibor
Radé. Para cada n € N, BB(n) é definido por:

BB(n) = ntimero de transi¢oes da maior computagdo que termina,
de uma maquina de Turing com n estados de controlo,
com alfabeto de trabalho {1,0} e sem transi¢oes-S,
para o input €.

Os valores exactos de BB(n) sé sdo conhecidos valores de n inferiores a
5: BB(1) = 1, BB(2) = 6, BB(3) = 21 e BB(4) = 107. Relativamente
an =>5emn = 6, os maiores limites inferiores conhecidos sdo 47176 870
e 2.5 x 102%™ respectivamente. Encontram-se na Figura maquinas
de Turing que testemunham os valores de BB(3) e BB(4), bem como o
referido limite inferior para BB(5).
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(a) Mostre que se BB for uma fungdo computéavel entdo a linguagem
L.={M € M M termina com input €} é decidivel.

(b) Usando a alinea anterior, conclua que a fun¢do BB nao é computével.
Sugestdo: recorde que £, ndo é decidivel.

(¢) Considere a seguinte linguagem:

BB = {M e MU} : M termina com input e
em BB(n° de estados de controlo de M) passos}.

Mostre que se BB ¢é decidivel entdao a fungao BB é computavel.

O—1,R

1-0L

Figura 4.6: Exemplo de méquina de Turing para BB(3) (em cima a esquerda),

para BB(4) (em cima a direita) e para o maior limite inferior conhecido para
BB(5) (em baixo).

Para consultar mais informacao e contexto histérico sobre a funcao Busy
Beaver aconselhamos um artigo de divulgacdo escrito pelo cientista da
computacao Scott Aaronson:

http://www.scottaaronson.com/writings/bignumbers.html.
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5 Teorema de Rice

1. Seja ¥ um alfabeto, a € ¥ e p € ¥*. Use o Teorema de Rice para
demonstrar que as seguintes linguagens nao sao decidiveis:

(a
(b
(¢) L={M € M : Ly(M) é decidivel};
(d) L={M € M*: L..(M) =0};

) L={M e M*:ed Lac(M)};

) L

)

)
(e) L ={M € M* : M aceita p};

) L

) L

)

)

={M € M* : L,.(M) tem pelo menos duas palavras};

(f) L ={M € M* : L,.(M) é uma linguagem finita};
(g = {M € M?> : as palavras aceites por M tém comprimento par};
(h) L = {M € M?¥ : as palavras aceites por M tém comprimento fmpar};

(i) L={M € M* : L,.(M) é o conjunto
das palavras que comegam e terminam em a}.

2. Pode usar o Teorema de Rice para demonstrar que as seguintes linguagens
nao sao decidiveis? Em caso afirmativo, use-o para demonstrar que a
linguagem em causa nao é decidivel.

(a) L={M € MO} M escreve 111}
(a expressao “M escreve 1117 significa aqui que existe pelo menos
uma configuracao inicial a partir da qual M chega a uma configu-
ragao de aceitacdo na qual o contetido da fita é 111).

(b) L ={M e MO} : M aceita 111}.
(¢) L={M e M{®}: M tem mais de 10 estados}.
(d) L={M e MO} : L, (M) é reconhecivel}.
(e) L ={M e M{%}: M nunca atinge uma configuracio de rejeicao}.
() L ={M e MO} . M ¢ classificador}.
) L

(g) L={Mec MO . [, (M) e La.(M) sao linguagens infinitas}.

3. Seja X um alfabeto. Considere as linguagens
L1 ={M € M* : L,.(M) é finita}
Ly = {M1$My : My, My € M? sio tais que Lac(Mp) N Lac(M3) é finita}

(a) Use o Teorema de Rice para demonstrar que L; é indecidivel.

(b) E possivel usar o Teorema de Rice para demonstrar que Ly é inde-
cidivel?

(¢) Mostre que L; < Lg e conclua que Ly é indecidivel.

4. Seja X um alfabeto que inclui 0 e 1. Considere as linguagens
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P ={we {0,1}* : |w| é impar}
L = {M$Ms : My, My € M* sio tais que P C Ly.(M;) N Lac(Ma)}.

(a) E possivel usar o Teorema de Rice para demonstrar que L é inde-
cidivel?

(b) Defina adequadamente uma linguagem indecidivel S tal que S < L.

(c) Conclua, a partir da alinea (b), que L ¢é indecidivel.
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Complexidade computacional

“Hardness ever of hardiness is mother”
William Shakespeare, Cymbeline, 1610

5.1 Eficiéncia de maquinas

A computagao é uma tarefa que consome recursos. Os recursos que mais usual-
mente sdo considerados sao o tempo (a duragdo da computacdo) e o espago
(uma medida da informagdo que é armazenada/consumida durante a com-
putacdo), mas também é possivel considerar outras quantidades, como a energia
(necessaria para executar a computagao). E intuitivo que com mais recursos,
mais tempo, mais espaco de armazenamento, deveremos poder realizar mais
tarefas e por conseguinte resolver mais problemas.

A complexidade computacional consiste no estudo dos recursos necessarios
para resolver um problema (que possa ser resolvido, claro). Como ponto de
partida precisamos de medir a eficiéncia de cada algoritmo que resolva o prob-
lema.

Podemos calcular a eficiéncia de uma méquina de Turing (que seja um clas-
sificador) relativamente ao tempo e ao espago, de forma relativamente simples,
se tomarmos o numero de passos de cada computacdo como uma medida do
tempo, e o nimero de células de meméria lidas/escritas ao longo de cada com-
putacdo como uma medida de espaco.

Defini¢dao 5.1. EFICIENCIA NO TEMPO/ESPACO
Seja M uma maquina classificadora. Definem-se as fungoes timep, space,; :
N — N da seguinte forma:

o timeps(n) é o comprimento maximo de uma computacao de M sobre um
input w com |w| < n;

o spacey;(n) é o nimero maximo de células de memoria lidas/escritas du-
rante uma computacao de M sobre um input w com |w| < n. A

121
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Para cada n € N, timejs(n) e space,,;(n) dao-nos uma avaliacao do pior caso,
em termos de duracdo da computacado ou da quantidade de memoria necessaria,
respectivamente, para processar inputs de tamanho limitado por n.

Mais do que a expressdo exacta das funcoes timeys e space,; associadas a
um classificador M, estamos interessados em avaliar o seu crescimento. Por
essa razdo é usual usar notacgao assintética, nomeadamente a notagdo O (ver

Seccao .

Exemplo 5.2.

Para a maquina classificadora M da Figura [5.I] que decide a linguagem L
das palavras alternantes sobre o alfabeto {0, 1}, tem-se timeps(n) = n+2 e
spacey (n) =mn + 1. A

Figura 5.1: MaAaquina classificadora M que decide a linguagem das palavras
alternantes sobre {0, 1}.

5.2 Classes de complexidade

Agrupamos problemas, de acordo com a sua dificuldade relativa, em classes de
complexidade.

Definicao 5.3. CLASSES DE TEMPO/ESPAGO DETERMINISTA
Seja f: N — Rf{ uma funcao. Definem-se as seguintes classes de linguagens:

o« TIME(f(n)) = {L : existe maquina M que decide L com timeps(n) =
O(f(n))};

o SPACE(f(n)) = {L : existe maquina M que decide L com space,,;(n) =
O(f(n))}- A

Nomeadamente, TIME( f(n)) agrupa todas as linguagens que podem ser de-
cididas por alguma méaquina cujas computagoes tém comprimento maximo lim-
itado por algum multiplo de f(n). Passa-se algo andlogo para SPACE(f(n)).

Observe-se que em todas as situacdes nas quais o que ¢é relevante é determi-
nar se timeys(n) = O(f(n)) para alguma funcao f, no célculo de timey;(n) pode
usar-se indistintamente o comprimento das computagoes de M, ou o nimero
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de passos (transigoes) dessas computagoes. O mesmo acontece com o calculo
de space,;(n), no qual pode ser usado indistintamente o nimero de células
lidas/escritas, ou o ntimero de células visitadas.

E usual, em complexidade, considerar como eficientes as maquinas cujo
comportamento é limitado por um polinémio. Por outro lado, o protétipo das
maquinas ineficientes é precisamente o crescimento exponencial. Estas consid-
eragoes levam & definicdo das seguintes classes de complexidade.

Defini¢ao 5.4. CLASSES DE COMPLEXIDADE DETERMINISTAS
Definem-se as seguintes classes de linguagens, relativamente ao tempoﬂ

* P = Upen TIME(n);
« EXPTIME = |, TIME(2"");
e também, relativamente ao espaco, as classes:
« PSPACE = |J; .y SPACE(n);
« EXPSPACE = |J,.y SPACE(2""). A

P contém as linguagens que podem ser decididas em tempo polinomial (lim-
itado por algum polinémio), tal como PSPACE contém as linguagens que
podem ser decididas em espago polinomial. Analogamente, EXPTIME con-
tém as linguagens que podem ser decididas em tempo exponencial, tal como
EXPSPACE contém as linguagens que podem ser decididas em espago expo-
nencial.

Exemplo 5.5.

Existe uma maquina M que decide a linguagem L das palavras alternantes
sobre {0,1} com timey(n) = n + 2 e spacey(n) = n+ 1 (ver Exemplo [5.2).
Como timeps(n) = O(n), tem-se que L € TIME(n) e, consequentemente,
L € P. De igual modo, space,;(n) = O(n), logo L € SPACE(n) e, portanto,
L € PSPACE. A

Estando associadas a quantidades fisicas, é natural que haja algum tipo de
relacdo em espago e tempo que nos possa ser util.

Proposigcao 5.6.
Seja M uma mdquina classificadora. Tem-se que timeps e spaceys sdo fungoes
mondtonas e, para qualquer n € N:

1. spacey;(n) < timeps(n);
2. timeps(n) < 20(paces(n))

Dem.: O facto de timejps e space;; serem mondtonas é uma consequéncia
imediata da Definicao Vejamos as outras afirmacoes.
(1) Por cada célula lida/escrita para além da inicial, M tem de fazer pelo menos

'Definem-se com uma estrutura analoga classes de funcdes (tipicamente com o sufixo F).
Por exemplo, PF={f : existe uma maquina M que calcula f com time,,(n)=0O(n"*),neN}.
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um movimento para se deslocar para essa célula. Assim, o nimero de movi-
mentos que M faz é pelo menos o niimero de células lidas/escritas para além
da inicial. Como timejs(n) é superior a esse nimero de movimentos tem-se que
spacey,(n) < timeps(n)

(2) Considere-se a computacao da maquina de Turing M com alfabeto de tra-
balho I' e conjunto de estados @) sobre um input de comprimento menor ou
igual a n, com o maior nimero de configuracdes. Entao r ndo tem configu-
ragoes repetidas. Portanto o nimero de configuragdes em r tem de ser inferior
ou igual ao niimero de configuracdes que podem existir no espaco que r utiliza.
Suponha-se que em r sdo visitadas m células. Observe-se que o numero de
configuracoes possiveis utilizando m células é

ITI™ x Q] x m.
Entao:
IT|™ < |Qf x m
glogy (II') xmglog, (IQ]) 9m

gm(log, (IT')+1)+log> (1Q)

90O (spacey; (n))

timepy(n)

VARVA

Fazer nota de que space;;(n) < timeys(n) implica precisamente que
TIME(f(n)) € SPACE(f(n))

para qualquer funcao f.

Este resultado permite-nos comegar a relacionar as classes de complexidade
definidas.

Corolario 5.7.
P C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE.

5.3 Variantes

E 1til neste ponto discutir a eficiéncia de variantes da maquina de Turing, e
avaliar o impacto que as diferencas que encontrarmos possam ter na definicao
de classes de complexidade.

5.3.1 Transicoes-S

Vimos na Proposicao [3.11] que qualquer méquina de Turing com transi¢oes-S é
equivalente a uma maquina de Turing sem transi¢ées-S, no sentido em que as
maquinas reconhecem (decidem, se for o caso) a mesma linguagem e calculam
a mesma funcdo. E simples perceber que hé pequenas diferencas, assintotica-
mente negligencidveis, no que diz respeito a eficiéncia destas maquinas quer no
espaco quer no tempo.
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Proposicao 5.8.

Toda a mdquina de Turing M com transicées-S € equivalente a uma mdquina
de Turing T sem transicoes-S tal que timer(n) = O(timeys(n)) e spacep(n) =
O(spacey;(n)).

Dem. (esbogo): Atente-se na méquina T' construida a partir de M tal como
na demonstracao da Proposiciao

E facil de verificar que cada passo de computacdo de M corresponde no
méaximo a dois passos de computacao de T, j4 que as transi¢bes-S passam a
realizar-se com uma transicdo a direita seguida de outra a esquerda. Assim
temos:

timer(n) < 2timep(n) = O(timeps(n)).

Relativamente ao espago, pela razao acima apontada, a maquina 7" podera
usar no maximo uma célula de memoéria adicional quando simula uma transigao-
S de M no extremo direito do seu espaco de trabalho. Assim temos:

spacep(n) < 1-+spacey(n) = O(spacey(n)). O

5.3.2 Memodria bidireccional

Vejamos se havera diferencas mais sensiveis no que diz respeito a eficiéncia de
maquinas bidireccionais.

Proposicao 5.9.
Toda a maquina bidireccional M € equivalente a uma maquina de Turing T (uni-
direccional) tal que timer(n) = O(n+timeyr(n)?) e spacep(n) = O(spacey, (n)).

Dem. (esbogo): Atente-se na méquina T' construida a partir de M tal como
na demonstracao da Proposicao [3.13]

A computacido de T comeca por balizar o input com os simbolos I e F,
num total de 2n 4+ 3 passos, o que corresponde a uma computacdo com 2n+4
configuracoes, onde n é o tamanho do input. De seguida prossegue exactamente
como M excepto nos extremos do espago de trabalho, em que necessita de
introduzir espacamento. No pior caso, cada transicdo de M podera dar azo
a um novo espacamento. O espacamento a direita, sobre F, é muito simples
e totaliza 3 passos. O espagamento & esquerda, sobre I, implica copiar todo
o espago de trabalho, o que totalizard no maximo O(space,;(n)) passos. No
final, hd que apagar o delimitador F, o que demora O(space,;(n)) passos. Assim
temos:
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timer(n) < (2n+4) 4+ timeps(n) x max(1, 3, O(spacey,(n)))+
O(spacey;(n))
< O(n) + timeps(n) x O(spacey;(n)) + O(spacey;(n))
< O(n) + timeys(n) x O(timeys(n)) + O(timeps(n))

O(n + timeys(n) 4 timeps (n)Q)
O(n + timeM(n)2)~

(
(
= O(n) + O(timeys(n)?) + O(timepr(n))
(
(

Com o espaco delimitado, a maquina 1" usard precisamente duas células de
memoéria adicionais, ou seja

spacep(n) < 2-+spacey(n) = O(spacey(n)). —

Neste ponto fica claro que apesar da vantagem, potencialmente quadratica,
das méaquinas bidireccionais, o impacto desta variante nas classes de complex-
idade temporal mais relevantes é negligenciavel, ou seja, se M for limitada no
tempo por um polinémio entdo também 7' o serd (o grau do polindémio é que
serd dobrado).

5.3.3 Memoéria multifita

Analisemos agora o caso, ainda mais interessante, das maquinas multifita.

Proposigao 5.10.

Toda a maquina de Turing multifita M é equivalente a uma mdquina de Turing
T (com apenas uma fita) tal que timer(n) = O(n + timeps(n)?) e spaces(n) =
O(spacep;(n)).

Dem. (esbogo): Atente-se na maquina 7" construida a partir de M tal como
na demonstracao da Proposicao [3.16

A computacdo de T comeca por inicializar a fita de memdria, balizando o
tnput com os simbolos I e F, e demarcando o espago de cada uma das k fitas da
maquina 7', num nimero de passos da ordem de O(n + k), onde n é o tamanho
do input. De seguida simula cada uma das transi¢oes de M, percorrendo a
fita da esquerda para a direita de forma a ler os simbolos marcados, e depois
da direita para a esquerda actualizando as marcagoes, visitando um nimero
de células da ordem de O(space,,;(n)). Pode ter de efectuar um méaximo de k
espacamentos, 1 em cada fita, visitando assim um ndmero maximo de células
da ordem de k.O(spacey,;(n)). Note-se que numa maquina com k fitas cada
passo de computacao envolve também k células de memoria. Finalmente, apods
a aceitacao por M, os simbolos marcados sdao adequadamente substituidos, e
o simbolo F é removido, o que de novo implica que um nimero de células da
ordem de O(space,;(n)) seja visitado. Assim, temos:
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timer(n) < O(n+ k) + timey(n) x (O(spacey,(n))+
k x O(spacey;(n))) + O(spacey,(n))

O(n) + timeys(n) x (O(k x timep(n))+

O(k? x timeps(n))) + O(k x timeps(n))
(n) + timeps(n) x O(timeps(n)) + O(timeps(n))
(n) + O(timeys(n)?) + O(timey (n))
O(n + timey; (n) + times (n)?)
= O(n+ timeps(n)?).

IN

@
O

Com o espaco delimitado, a maquina 7" usara precisamente k + 1 células de
memoria adicionais, para marcacio, ou seja

spacep(n) < k+1+spacey(n) = O(spacey(n)). —
De novo, apesar da vantagem quadratica no tempo, as maquinas multifita
nao trazem diferencas fundamentais as classes de complexidade mais relevantes.

5.3.4 Nao-determinismo

No caso das maquinas ndo-deterministas vai surgir a primeira diferenca substan-
tiva relativamente a teoria da computabilidade. Do ponto de vista da complex-
idade computacional, o nao-determinismo parece de facto ser um mecanismo
demasiado poderoso. Note-se que, desde logo, necessitamos de redefinir rig-
orosamente a eficiéncia no espaco e no tempo para maquinas nao-deterministas
(ndo foi necesséario fazé-lo nas variantes anteriores pois a Defini¢ao conti-
nuava a fazer pleno sentido).

Definigdo 5.11. EFICIENCIA E NAO-DETERMINISMO
Seja M uma maquina nao-determinista classificadora. Definem-se as funcoes
ntimeys, nspace,; : N — N da seguinte forma:

e ntimejps(n) é o comprimento do maior ramo de computagao de M sobre
um input w com |w| < n;

o nspacey (n) é o nimero maximo de células de meméria lidas/escritas
durante algum dos ramos de computacdo de M sobre um input w com
lw| < n. A

Definem-se por analogia as classes de complexidade relativas a maquinas
nao-deterministas.

Definigdo 5.12. CLASSES DE TEMPO/ESPAGO NAO-DETERMINISTA
Seja f: N — Rar uma fungao. Definem-se as seguintes classes de linguagens:

o NTIME(f(n)) = {L : existe maquina nao-determinista M
que decide L com ntimeps(n) = O(f(n))};

o« NSPACE(f(n)) = {L : existe maquina nao-determinista M
que decide L com nspacey;(n) = O(f(n))}.

Definem-se as seguintes classes de linguagens, relativamente ao tempo:



128 5. COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

e NP = U,y NTIME(nF);
« NEXPTIME = |J;, .y NTIME(2"");
e também, relativamente ao espaco, as classes:
« NPSPACE = |J;.y NSPACE(nk);
« NEXPSPACE = |,y NSPACE(2"). A

Como bem sabemos, maquinas deterministas sdo casos particulares de ma-
quinas nao-deterministas, o que justifica o resultado seguinte.

Proposicao 5.13.
Verificam-se as sequintes inclusoes:

P C NP

PSPACE C NPSPACE
EXPTIME C NEXPTIME
EXPSPACE C NEXPSPACE.

As propriedades abaixo continuam a valer para maquinas nao-deterministas.

Proposicao 5.14.
Seja M uma mdquina ndo-determinista classificadora. Tem-se que ntimeps e
nspaceys sao fungoes mondtonas e, para qualquer n € N:

1. nspace);(n) < ntimeps(n);
2. ntimeys(n) < 9O(nspacey;(n)) |

Dem.: O facto de ntime,s e nspace;; serem mondtonas é uma consequéncia
imediata da Defini¢ao As outras afirmagoes tém justificacdo semelhante a
apresentada na demonstragdo da Proposigao [5.6 agora para um ramo de uma
arvore de computacao da maquina de Turing M sobre um input de comprimento
menor ou igual a n em que M 1&/escreve o maior niimero de células (no primeiro
caso), ou em que M faz o maior nimero de transi¢des (no segundo caso). [

Este resultado permite-nos comecar a relacionar também as classes de com-
plexidade nao-deterministas.

Corolario 5.15.
NP C NPSPACE C NEXPTIME C NEXPSPACE.

Vejamos entdo qual a eficiéncia relativa de uma méaquina de Turing deter-
minista que simule uma maquina nao-determinista.

Proposicao 5.16.

Toda a maquina de Turing nao-determinista N é equivalente a uma mdquina
de Turing determinista T tal que timer(n) = O(n + ntimey (n)) x 20 0timen (1))
e spacep(n) = O(n + ntimey (n)).
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Dem. (esbogo): Atente-se na méquina 7' construida a partir de NV tal como
na demonstragdo da Proposicgao [3.20

A computagdo de T' comega por inicializar 3 fitas de memoéria, a segunda das
quais com o comprimento maximo das computagoes possiveis, num nimero de
passos da ordem de O(ntimey(n)), onde n é o tamanho do input. De seguida,
copia o input da primeira para a terceira fita, balizando-o com os simbolos I e F,
e executando um ntimero de passos da ordem de O(n). Na terceira fita é entao
simulado o caminho de computagdao de N descrito na fita 2, num ntmero de
passos inferior ou igual a ntimey (n), apds o que volta a limpar a fita 3, visitando
um ndimero de células da ordem de O(spacey(n)). Em caso de aceitagdo por
N, héa ainda que, na terceira fita, remover o simbolo F e colocar a cabeca de
leitura/escrita no inicio da palavra, visitando um nimero de células da ordem
de O(nspacey(n)). Seja b o nimero maximo de escolhas nao-deterministas na
maquina N. Temos assim:

timer(n) < O(ntimey(n))+
prtimen (n) 5 (O(n) + ntimey (n) + O(nspacey (n)))+
| Onspacey(m)
< O(ntimepy(n)) + b"en () . (O(n) + O(ntimey (n)))+
. O(ntimepy (n))
=  O(ntimey(n)) + b*imen () 5 (O(n) + O(ntimey (n)))
=  O(n+ ntimey(n)) x 20timey (7)),

Relativamente ao espago, a méaquina T terd os contributos das 3 fitas de
membodria, ou seja

O(n) + O(ntimey (n)) + O(nspacey(n))
O(n) + O(ntimey (n)) + O(ntimey (n))
O(n + ntimey (n)).

spacep(n)

O]

A IA

Espacialmente, ha uma diferencga sensivel pois o espago da maquina deter-
minista nao depende apenas do espaco da maquina ndo-determinista, como nos
casos anteriores. Ainda assim esta distin¢do ndo tem implicacbes profundas
ao nivel das classes de complexidade espacial mais relevantes, o que confir-
maremos mais adiante. Relativamente ao tempo, no entanto, a existéncia de
uma maquina nao-determinista de tempo polinomial para resolver um problema
parece nao nos poder garantir mais do que uma maquina determinista de tempo
exponencial para resolver o mesmo problema. Intuitivamente isto ndo é ines-
perado, mas trata-se de um problema em aberto, com iniimeras repercussoes
importantes e interessantes, demonstrar que de facto nao é possivel fazer esta
simulagdo de forma mais eficiente. Se ndo conseguimos demonstra-lo, serd que
existe mesmo tal algoritmo, por muito estranho que possa ser?

5.4 Propriedades de fecho e redugao polinomial

Proposicao 5.17.
Seja C uma das classes de complexidade P, NP, PSPACE, NPSPACE,
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EXPTIME, NEXPTIME, EXPSPACE, NEXPSPACE, ¢ sejam ¥ um
alfabeto, e Ly, Lo linguagens sobre ¥ tais que L1, Lo € C.

Entao, 0,%*, L1 N Ly, Ly U Ly €C.

Se C # NP e C # NEXPTIME entao também Ly \ Ly € C.

Dem.: Exercicio. O

Stephen Cook e Leonid Levin mostraram que existem algumas linguagens
em NP as quais todas as outras linguagens dessa classe se reduzem. Isto é,
o problema de decidir uma qualquer linguagem de NP pode ser reduzido ao
problema de decidir uma dessas linguagens. Mais ainda, mostraram que essa
reducdo pode ser feita em tempo polinomial! Por isso se se encontrar uma
solucdo eficiente para um desses problemas de NP ao qual todos os outros se
reduzem, também se consegue decidir eficientemente qualquer outro problema
de NP. Vamos entdo comecar por definir o que é uma reducao polinomial de
uma linguagem a outra: trata-se simplesmente de uma reducao computéavel, no
sentido da Definicao eficiente.

Defini¢do 5.18. REDUCAO POLINOMIAL

Sejam X1, Yo alfabetos, L1 e Lo linguagens sobre Y1 e Yo, respectivamente.
Dizemos que ha uma reducdo polinomial de L1 a Lo, ou simplesmente que L4
se reduz polinomialmente a Lo, 0 que denotamos por L1 <p Lo se existe uma
funcao total f : X7 — X5 calculada por uma maquina determinista em tempo
polinomial tal que se tem, para cada w € X7,

w € Ly se e s6se f(w) € L.

Obviamente, L1 <p Lo implica que L1 < Ls.

Proposicao 5.19.

Sejam 31,0 alfabetos, L1 e Lo linguagens sobre Y1 e o, respectivamente.
Seja C uma das classes de compleridade P, NP, PSPACE, NPSPACE,
EXPTIME, NEXPTIME, EXPSPACE, NEXPSPACE. Se L1 <p Ly ¢
Ly € C entdo Ly € C.

Dem.: As demonstracoes sao semelhantes para todas as classes. Ilustra-se
a demonstracao para a classe NP.

Assuma-se que L1 <p L9 e que Ly € NP. Sejam N uma maquina de Turing
nio-determinista que decide Ly e k1 > 1 tal que ntimey(n) = O(n*1), e sejam
f a reducéo polinomial de Ly a Lo, M uma maquina de Turing que calcula f e
ko > 1 tal que timeys(n) = O(n*?).

Considere-se a maquina de Turing nao-determinista 1" que ao receber um
input w passa o controlo a M até M terminar e de seguida passa o controlo a
N até N terminar. Apés N terminar entdo T termina da mesma forma que N
terminou.

Demonstra-se primeiro que Lac(T") = L.

(i) Lac(T) € L. Seja w € Lac(T). Entado hd um ramo da computacao de
T que aceita w e portanto hd um ramo da computacao de N que aceita f(w).
Logo f(w) € Ly. Como f é uma redugao polinomial de L a Lo, entdo w € L.
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(ii) L1 C Lae(T). Seja w € Li. Entdo f(w) € L, pois f é uma reducao
polinomial de L; a Ly. Logo, hd um ramo da computacao de N que aceita f(w),
isto é, ha um ramo da computacdo de N que aceita o resultado da computagao
de M sobre w. Consequentemente, ha um ramo da computagao de T que aceita
w, pelo que w € Lao(T).

Demonstra-se agora que Lyj(T) = L.

(i) Lyj(T) C Ly. Seja w € Lyj(T). Entdo T rejeita w e, portanto, nenhum
ramo da computacao de N aceita f(w). Logo, f(w) ¢ Ly. Como f é uma
reducdo polinomial de L1 a Lo, entdo w ¢ L1, pelo que w € L.

(ii) L1 C Lyj(T). Seja w € Ly, isto é, w ¢ L. Entdo f(w) ¢ Lo, pois f é
uma reducdo polinomial de L; a Lo. Logo, nenhum ramo da computagao de N
aceita f(w), isto é, nenhum ramo da computagdo de N aceita o resultado da
computacdo de M sobre w. Consequentemente, w € Ly(T).

Finalmente, mostra-se que ntimer(n) = O(n*) para algum k > 1. Tem-se

ntimerp(n) timeps(n) + ntimey (| f(x)])
timejs (n) + ntimey (|| + timey (|z]))
timeps(n) + ntimey (n + timey (n))
= O(n*2) 4+ O((n + nh2)k)
= Ok + (n+ nhr)h)
= O(nkk2),

IIA

Conclui-se entao que L1 € NP. O

5.5 Teorema de Savitch

Nas seccoes anteriores vimos que:

« PSPACE C NPSPACE;
« EXPSPACE C NEXPSPACE;

mas nao estabelecemos nenhuma majoragao das classes ndo-deterministas de
espaco por classes deterministas, que é o que vamos fazer agora com o chamado
Teorema de Savitch.

Teorema 5.20.
Seja f: N — R* tal que f(n) > n. Entdo

NSPACE(f(n)) C SPACE(f(n)?).

Dem.: Assuma-se que L € NSPACE(f(n)). Entao existe uma maquina de
Turing nao-determinista N que decide L e que é tal que nspacey(n) = O(f(n)).
Sem perda de generalidade, assume-se que IV, imediatamente antes de transitar
para o estado de aceitagdo, limpa a fita e posiciona a cabega de leitura/escrita
na célula mais & esquerda.

Seja R a maquina de Turing que, ao receber como input uma palavra w de
comprimento n, testa se numa arvore de computacdo de N ha um ramo que
evolui da configuracio cy até & configuracdo cp, em 2! ou menos passos com
2! > ntimey (n):
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ACESS(¢g, cF, t)
onde ¢y e cp sdo as configuragoes de N

nspace y (n)

e, para i € Ny e ¢, ¢y configuragdes de N, ACESS(cy, ¢2,7) determina, como
se segue, se numa arvore de computacdo de N hd um ramo que evolui da
configuracdo ¢, até a configuragdo cg, em 2° ou menos passos:

ACESS(c1, ¢2,1):
se 1 = 0 entao
verifica se ¢; =2 ou se ¢; — 1 C2 € aceita se sim, e rejeita se néoﬂ
caso contrario
para cada configuracao possivel ¢ de N
testa ACESS(c1,¢,% — 1) e ACESS(c, 2,7 — 1)
e aceita se ambos aceitam, e rejeita em caso contrario

Note-se que o Teorema da Recursao (Teorema assegura a existéncia de
uma maquina de Turing que funciona como se descreve acima.

Relativamente a funcao spacep(n), e recordando que nspacey (n) = O(f(n))
e f(n) > n, tem-se

O(n) + O(log(ntimey (n))) x O(nspacey(n))
O(n) + O(log(27Pacen(m))) x O(nspace (1))
= O(nspacey(n)?)

O(f(n)?).

Na primeira linha, a expressao O(n) corresponde ao espaco necessario para con-
struir as configuragoes cg e cp, e a expressao O (log(ntimey (n)))xO(nspacey (n))
a0 espago necessario para memorizar (reutilizando espago) as O(t) configuragoes
possiveis em casa passo de recursao do algoritmo.

Tem-se Ly.(R) = L, pois w € L,c(R) se e s6 se R aceita w se e s6 se existe
uma evolucdo nao-determinista de N desde a sua configuracdo inicial para w
até a sua configuracio de aceitacio se e s6 se IV aceita w se e s6 se w € L.

Tem-se também que Lyj(R) = L, pois w € Lyj(R) se e s6 se R rejeita w se e
80 se nao existe uma evolucdo nao-determinista de N desde a sua configuragao
inicial para w até & sua configuracao de aceitacdo se e s6 se N rejeita w se e s6
sew ¢ Lseesosew€ L.

Pode entdo concluir-se que L € SPACE(f(n)?). O

Este resultado permite-nos identificar classes de complexidade espaciais de-
terministas e ndo-deterministas.

spacep(n)

INIA

2¢; — N1 c2 denota que numa rvore de computacio de N hi um ramo que evolui da
configuragdo c; até a configuracdo c2 em um passo.
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Corolario 5.21.
PSPACE = NPSPACE ¢ EXPSPACE = NEXPSPACE.

5.6 Teoremas de hierarquia

Até este momento, e relativamente as classes de complexidade mais impor-
tantes, sabemos que P C NP C PSPACE C EXPTIME, onde temos entre
P (a classe dos problemas de decisao com solugoes eficientes) e EXPTIME
(a classe dos problemas de decisdo com solugoes exponenciais) uma estrutura
interessante. Gostariamos de poder, de facto, mostrar que as inclusoes acima
sao estritas, significando que estariamos a falar de classes de problemas de facto
cada vez mais dificeis, de acordo com a intuicdo. Mas ndo vimos ainda como
demonstrar a separacio de classes. E esse o interesse dos seguintes teoremas de
hierarquia.

Definicdo 5.22. FUNCAO CONSTRUTIVEL NO ESPACO

Uma funcao f : N — N diz-se construtivel no espago se log(n) = O(f(n)) e
se a fungdo que mapeia palavras 1" para a representagdo binédria de f(n) é
computavel em espaco O(f(n)). A

Todas as fungbes mais comuns que sao pelo menos O(log(n)), como, por
exemplo, log(n), nlog(n), n, n? e 27, sdo construtiveis no espaco.

Teorema 5.23.
Seja f : N — N uma funcao construtivel no espaco. Entdo existe uma linguagem
decidivel em espago O(f(n)) mas nao em espago o(f(n)).

Dem.: Considere-se a linguagem L = {M$1*: M € M* nio aceita M$1* em
espaco inferior ou igual a f(|M$1%|)} e a maquina de Turing D que, ao receber
o input w de comprimento n, evolui como se segue:

calcula f(|lw|) (=s)
delimita s células de memoria
verifica se w = M$1% e
se nao, rejeita
se sim,
obtém ¢ = |Q| e v = |I'| a partir de M
inicializa relégio bindrio com logy(q) + (logy v+ 1) x s bitsﬂ
simula M sobre M$1*, incrementando o relégio em cada passo, e
se a simulacao termina aceitando, rejeita
se a simulacdo termina rejeitando ou abortando,
ou se o espago delimitado ou o tempo estipulado é ultrapassado, aceita

A maquina D é uma maquina classificadora. Para concluir que decide L,
demonstra-se que L,.(D) = L.

(i) Lac(D) C L. Seja w € Lac(D). Entdo, w = M$1* e a maquina M,
quando recebe M$1* como input, ou rejeita ou aborta em espaco inferior ou
igual a s (= f(|M$1%])) e tempo inferior ou igual a 2'°&2(9)+(0g27+1)xs oy tem

3isto é, delimita este ntiimero de células de memoéria e escreve 0 em cada uma (para poder
contar até 2'082(@)+(logz 7+1)xs)
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uma computagdao que usa um numero de células ou tem comprimento maior que
os valores indicados correspondentes. No primeiro caso, M néo aceita M$1% em
espaco inferior ou igual a f(|M$1*|), logo w € L. No segundo caso, se o espaco
delimitado é ultrapassado, é imediato concluir que w € L; o mesmo se pode con-
cluir quando o comprimento da computacio de M excede 21082(9)+(loga vH1)xs
pois neste caso M também ndo aceita M$1* em espaco inferior ou igual a
f(|M$1%)), uma vez que 4* x ¢ x s é precisamente o niimero das distintas con-
figuracoes possiveis de M quando utiliza apenas s células de memoria.

(ii) L € Lac(D). Seja w € L. Suponha-se, por absurdo, que w € Lyj(D).
Entéo, como w = M$1*, tem-se que a simulacao de M com input M$1* termina,
e, em particular, em espaco inferior ou igual ao estipulado, o que contradiz a
hipétese w € L. Logo, w ¢ Lj(D). Consequentemente, w € L,.(D), uma vez
que D é classificadora.

Estuda-se de seguida a funcao spacep(n). O cédlculo de f(Jw|) pode ser
efectuado em espago da ordem de O(f(n)), dado que f é construtivel no espago.
A simulagdo é, por construcao, efetuada em espago da ordem de O(f(n)). O
espago necessario ao relégio binario é também da ordem de O(f(n)). Assim,

spacep(n) = O(f(n)) + O(f(n)) + O(f(n)) = O(f(n)).

Consequentemente, L € SPACE(f(n)).

Para terminar, mostra-se que se M é uma maquina de Turing classificadora
tal que space,;(n) = o(f(n)), entdo Lae(M) # L. Com efeito, suponha-se, por
absurdo, que existe uma méaquina M tal que space,;(n) = o(f(n)) que decide
L, e tome-se k suficientemente grande tal que space,,;(k) < f(k). Entao, com
t=k—|M|-1 (ou seja, k = |IM$1|) tem-se que M$1* € L se e s6 se M aceita
M$1t (em espago menor ou igual a f(k)) se e s6 se M$1t ¢ L, o que é uma
contradicgao. 0

Este resultado permite-nos separar classes de complexidade temporais.

Corolario 5.24.
Sejam f1, fa : N — N tais que fa(n) é construtivel no espaco e fi(n) = o(fa(n)).
Entao

SPACE(fy(n)) C SPACE(f3(n))

Corolario 5.25.
PSPACE # EXPSPACE.

Dem.: Deixa-se como exercicio verificar que log(n) = O(2"). Por outro
lado, para o input 1™ o output pretendido é 10", e a funcao que a 1" faz cor-
responder 10" é computédvel em tempo linear, logo também em tempo O(2").
Consequentemente, a funcao f(n) = 2" é construtivel no espago. Pelo Teo-
rema existe L € SPACE(2") C EXPSPACE que nao pode ser decidida
por nenhuma maquina cujo espago seja o(2™). Resta verificar que n® = o(2")
para qualquer ¢ € N: usando sucessivamente a regra de I’Hopital, tem-se

. n . cnt 1 . cle—1).n2
lm —=Ilim ——— = lim —F—— = ...
n—oo 2" n—oolog(2).2"  n—oo log(2)2.27
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. cl c! 1
lim = Clim —
n—oo log(2)c.2"  log(2)¢ n—oo 27
Conclui-se que PSPACE # EXPSPACE, pois L estd em EXPSPACE, mas
nao em PSPACE. O

=0.

Definigao 5.26. FUNCAO CONSTRUTIVEL NO TEMPO

Uma fungdo t : N — N diz-se construtivel no tempo se nlog(n) = O(t(n))
e se a fun¢do que mapeia palavras 1" para a representagdo binaria de t(n) é
computavel em tempo O(t(n)). A

Todas as fungdes mais comuns que sdo pelo menos O(nlog(n)), como, por
exemplo, nlog(n), n? e 2", sdo construtiveis no tempo.

Teorema 5.27.
Seja t : N — N uma funcdo construtivel no tempo. Entdo existe uma linguagem

decidivel em tempo O(t(n)) mas ndo em tempo 0(%)'

Este resultado permite-nos separar classes de complexidade temporais.

Corolario 5.28.
Sejam tq,ty : N — N tais que ta(n) é construtivel no tempo e t1(n) = o(
Entao

tg(n) )
log(t2(n)) /"

TIME(t; (n)) € TIME(t2(n)).

Corolario 5.29.
P # EXPTIME.

Dem.: Deixa-se como exercicio verificar que nlog(n) = O(2"). Por outro
lado, para o input 1™ o output pretendido é 10", e a funcdo que a 1" faz cor-
responder 10" é computédvel em tempo linear, logo também em tempo O(2").
Logo, a funcdo f(n) = 2" é construtivel no tempo. Pelo Teorema ex-
iste L € TIME(2") C EXPTIME que nao pode ser decidida por nenhuma
méquina cujo tempo seja 0(2"/log(2")). Resta verificar que n® = 0(2"/log(2"))
para qualquer ¢ € N: usando sucessivamente a regra de ’Hépital, tem-se

¢log(2" “log(2) log,y (2" “llog(2 1)n¢
Lonlog(2) L ntlog(2)logy(2) L ntllog() (et Dn
c—1 | |
zlimM:---:hm (c+ 1)t :(C+1)'.limi:0.
n—oo  log(2)2n n—o0 log(2)c.2" log(2)¢ n—oo 27
Assim, P # EXPTIME, pois L estd em EXPTIME mas nio em P. O

5.7 P versus NP

Sabemos entdo que P C NP C PSPACE C EXPTIME e também que,
de facto, P # EXPTIME. Isto implica que pelo menos uma das inclusoes
acima é também estrita, isto é, que P # NP ou que NP # PSPACE ou
que PSPACE # EXPTIME, mas os resultados da sec¢do anterior nao sao
aplicaveis na separacao destas classes. Todas estas questoes sdo problemas em
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aberto, mas o problema P versus NP é certamente o mais famoso e importante,
por estar relacionado com problemas que sdo extraordinariamente importantes
na pratica, em todas as areas de aplicacdo em ciéncia e tecnologia, para os quais
nao se conhecem algoritmos eficientes. E claro que se um dia se demonstrar que
P # NP, como é usual conjecturar, nada de substancial mudard. Mas um prova
de P = NP traria potencialmente uma enorme revolugdo na forma como nos
relacionamos com o mundo. Para compreender isto, vale a pena compreender
melhor a estrutura dos problemas NP.

Antes de mais, é util compreender que é possivel, e certamente mais simples
e intuitivo, definir a classe NP sem recorrer a maquinas nao-deterministas.

Proposigcao 5.30.

Sejam X um alfabeto e L uma linguagem sobre . Entdo, L € NP se e so
se existe uma linguagem R € P e um polinomio p tal que, qualquer que seja
x € ¥*, x € L precisamente se 23y € R para algum y com |y| < p(|z|).

Esta caracterizacio é particularmente interessante e informativa: o prob-
lema de decidir se um problema x tem solucdo estd em NP precisamente
quando, dada uma possivel solugdo y (usualmente denominada de testemunha
ou certificado), existe um algoritmo polinomial para verificar se a solugdo y para
x estd ou nao correcta.

Com esta caracterizacao é facil de perceber que ha uma miriade de prob-
lemas, muito relevantes na pratica em todas as dreas da ciéncia e tecnologia,
que tém esta estrutura. A solucdo do problema passa por procurar um espacgo
exponencial de possiveis solugoes e testd-las (eficientemente) uma a uma. Isto
é essencialmente o que conseguimos na Proposicao onde simulamos deter-
ministicamente uma maquina ndo-determinista, e a que é usual chamar de forca
bruta ou perebor (como ficou conhecida a técnica em trabalhos cientificos na
antiga Unido Soviética precursores da moderna teoria da complexidade).

Exemplos de problemas em NP:

o dados n,k € N, determinar se n tem (ou nao) um divisor entre 2 e k
(factorizagdo);

o dados ni,ng,...,ng,s € N, determinar se existe I C {1,...,k} tal que
>icrni = s (SUBSETSUM);

e dada uma férmula proposicional na forma normal conjuntiva, determinar
se é ou nao satisfativel (SAT);

e dado um grafo G e k € N, determinar se G admite uma coloracdo dos nés
com k cores de modo a que ndo existam vértices adjacentes com a mesma
cor (coloragao de grafos).

O problema da factorizacdo é fundamental na criptografia moderna, e o
facto de néo ser conhecido nenhum algoritmo eficiente para o resolver é o pilar
fundamental da seguranca de informagdo e comunicacdes. Os problemas da
coloracao de grafos, SUBSETSUM e SAT tém aplica¢bes em diversos problemas
de optimizacdo. H& inimeros outros problemas relevantes na classe NP. No
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entanto, nem todos tém o mesmo estatuto. Desde logo porque obviamente
P C NP e portanto ha algum problemas “faceis” em NP. Mas, além disso, ha
problemas mais dificeis que outros. O problema da factorizacao, apesar da sua
importancia, ndo é dos mais dificeis. Ja os problemas da coloracido de grafos,
SUBSETSUM e SAT sdo dos mais dificeis, e na verdade igualmente dificeis.
Ainda assim, SAT é um problema especial, por razoes histéricas, ja que foi o
primeiro destes problemas a ser identificado e estudado, e continua até hoje a
ser objecto de intensa investigacdo. Tornemos agora estas ideias mais rigorosas.

Definicao 5.31. DIFICULDADE, COMPLETUDE
Seja C uma classe de complexidade. Uma linguagem A diz-se:

o C-dificil se qualquer que seja L € C se tem L <p A;
e C-completa se é C-dificil e A € C. A

A luz da Proposicao uma linguagem é C-dificil quando a existéncia de
um algoritmo eficiente para decidir essa linguagem implica a existéncia de al-
goritmos eficientes para decidir todas as linguagens da classe C. Neste sentido,
uma linguagem C-completa é o prototipo da dificuldade inerente a resolugao de
todos os problemas da classe. Os problemas da coloracao de grafos, SUBSET-
SUM e SAT séo todos NP-completos. O resultado fundador da moderna teoria
da complexidade é precisamente o aclamado Teorema de Cook e Levin (1971)
publicado em [7], onde se estabelece que SAT é NP-completo. A partir deste
resultado, é relativamente simples obter a NP-completude de outros problemas.

Proposicao 5.32.
Sejam C uma classe de complezidade e A uma linguagem C-completa. Se L € C
entdo L € C-completa se e s6 se A <p L.

Dem.: Exercicio. O

Formalizamos o problema SUBSETSUM (em binéri(ﬁ) da seguinte forma:

{w1Swe$ ... Swibu : wy, ..., wg,u € {0,1}* e

existe I C {1,...,k} tal que > ,c;w; = u}.

Proposicao 5.33.
O problema SUBSETSUM ¢é NP -completo.

Dem.: Recorde o problema SAT (ver Exercicio do Capitulo . A
méaquina nao-determinista 6bvia para decidir SUBSETSUM (ver Exercicio
do Capitulo [3) tem tempo polinomial, pelo que o problema estd em NP. Basta
demonstrar que SAT <p SUBSETSUM. Vamos apenas esbocar a ideia da trans-
formacao.

40 problema anilogo em unério (ver Exercicio do Capitulo também estd em NP
mas nao é NP-completo. Isto deve-se ao facto de a representagdo de um niimero n em undrio
ser exponencialmente maior que a sua representacdo em bindrio (ou noutra base b > 2).
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01 00 00 11010710
00 01 01 110100
01 00 00 0j]1]0]0
00 01 00 0111010
01 00 00 0j]0|1/10
00 00 01 0101110
00 01 01 0]0]0/1
00 00 00 0[0]0]1
01 00 00 0]0]0]O0
01 00 00 0101010
00 01 00 0]0]0]O0
00 01 00 0101010
00 00 01 0]0]0]O0
00 00 01 0101010
objectivo 11 11 11 1111
Figura 5.2

Considere-se a férmula (em forma normal conjuntiva)
(pVgVr)AN(PVGVs)A(DVsVT)

com 3 clausulas (a cldusula pV gV r, a clausula pVgVs e a clausulapVsVT) e 4
varidveis proposicionais (p, ¢, r e s). Criamos o problema SUBSETSUM dado
pelos niimeros em binario representados pelas linhas da tabela da Figura |5.2
que é construida como se segue: considera-se uma coluna por cada clausula,
uma coluna por cada varidvel proposicional, uma linha por cada literal (varidvel
proposicional ou sua negagao), e duas linhas por cada cldusula; nas posi¢oes da
tabela que tém uma clausula na coluna e um literal na linha escreve-se 01
se o literal ocorre na cldusula, e 00 em caso contririo; nas posi¢bes que tém
clausulas na coluna e na linha escreve-se 01 se as clausulas sdo iguais, e 00
em caso contrario; nas posigoes que tém uma varidvel proposicional na coluna
escreve-se 1 se na linha esté essa variavel ou a sua negacao, e 0 em caso contrario;
por fim, considera-se uma tltima linha, e escreve-se 3 (em bindrio) nas colunas
correspondentes as clausulas, e 1 na restantes.

Este problema SUBSETSUM tem solucdo se e s6 se a férmula original é
satisfativel. Mais ainda, cada solugdo para a satisfatibilidade da féormula d&
origem a uma solucdo do problema SUBSETSUM também. A férmula em causa
¢é de facto satisfativel. Deixa-se como exercicio a verificacdo destas afirmagcoes.
Em particular, note-se que, quando a férmula é satisfativel, o subconjunto na
solucdo do problema SUBSETSUM vai inclui as linhas relativas aos literais que
sao satisfeitos e, eventualmente, linhas relativas a cldiusulas (para garantir que
se obtém 3 nas colunas correspondentes): se apenas um literal da cldusula é
satisfeito, ambas as linhas relativas a essa clausula sdo incluidas; se sao dois, s6
¢ incluida uma linha; se sdo trés nenhuma é incluida.

Note-se ainda que a tabela tem tamanho polinomial: sdo 2v + 2¢ niimeros
com ¢ + v bits onde ¢ é o nimero de cldusulas e v o nimero de varidveis da
féormula (no caso c =3 e v =4). O
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Exercicios

1 Eficiéncia de maquinas

1. Considere a seguinte maquina de Turing M com alfabeto de entrada/saida
{0, 1} que decide a linguagem L = {w € {0, 1}* : w tem pelo menos um 0}:

1—-1,R

@ 0_>07L
e

O—0L

(a) Calcule o tempo (ou complexidade temporal) timey; de M, e carac-
terize o seu comportamento assintético indicando uma fungéo g tal
que timeps(n) = O(g(n)).

(b) Calcule o espago (ou complexidade espacial) space,; de M, e carac-
terize o seu comportamento assintético indicando uma funcgao g tal
que spaceyr(n) = O(g(n)).

(¢c) Tendo em conta as alineas anteriores indique classes de linguagens
TIME(t(n)) e SPACE(s(n)) apropriadas tais que L € TIME(¢(n))
e L € SPACE(s(n)).

(d) Verifica-se L € P? E L € PSPACE?

2. Repita o Exercicio considerando agora a seguinte maquina de Turing
classificadora M com alfabeto de entrada/saida {0,1} que decide a lin-
guagem L = {w € {0,1}* : w termina em 101} (omitem-se as transicoes

para g):

3. Repita o Exercicio [IT] considerando agora a seguinte maquina de Tur-
ing classificadora M com alfabeto de entrada/saida {0,1} que decide a
linguagem L dos palindromos em {0,1}* (omitem-se as transigdes para

&rj):
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0—0,R
1—-1,R
@ [IHD,L O0—0L
1—-0R 1—-0L

D—}D,R 04)07[/

00— 0L

4. Repita o Exercicio considerando agora a seguinte maquina de Turing
classificadora M com alfabeto de entrada/saida {0,1}:

0—0,R
1-1LR 1—0,L

—_ qmw O0—-0,R ,@

0—+1,R

5. A seguinte miquina de Turing classificadora M, com alfabeto de en-
trada/saida {1}, decide a linguagem do Exercicio 29| do Capitulo 2, isto é,
a linguagem L = {1 : n é uma poténcia de 2} (omitem-se as transigoes
para g):

Estude a complexidade computacional de M no tempo e no espaco, isto
é, estude o comportamento assintético de timeys e space;,.
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6. Considere a seguinte maquina de Turing classificadora M que calcula a

funcao do Exercicio [3|[I6]do Capitulo 2, isto é, a fun¢do que converte a rep-
resentacdo em notacao binaria de um ndmero natural na correspondente
representagdo em notagdo unaria (omitem-se as transi¢oes para qrj):

0—-0,R +—+,R 1—1,R
1—=u,R /Q O0—$ R
&) o\ pN
$—>$ R O—1,L
y
O—-0,8 + = +,R @ @931%1,L

1—-0,R
1—u,R $—8,L
q;\‘ qs |« \é>:>OﬁLL

$—>9$ R v u— R

Estude a complexidade computacional de M no tempo e no espago, isto
é, estude o comportamento assintético de timeys e space,,.

. Considere a seguinte maquina de Turing classificadora M que calcula a
funcao dobro, isto é, a funcdo que a cada numero natural em notacao
unéria faz corresponder o seu dobro (omitem-se as transicoes para ¢rj):

1—-1,R 1—1,L
#—1LR # - #, R # — 4, L

1—+R /Q O— #,L
>~ q1 #

N

—{ Gin

O—-0,L +—-1R
(o)y—=
1—1,L

Mostre que a funcao dobro pertence a PF ¢ a PSPACEF.

. Considere a linguagem L = {0"1"™ : n € Ny} sobre o alfabeto {0,1}
(Exercicio do Capitulo 2). Mostre que L € TIME(n log(n)).

. Considere a linguagem L = {w#w : w € {1}*} sobre o alfabeto {1, #}.
Mostre que L € TIME(n log(n)).
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10. Considere a linguagem L={1": n é uma poténcia de 2} sobre o alfabeto
{1} (Exercicio 9] do Capitulo 2). Mostre que L € TIME(n log(n)).

11. Recorde a linguagem S descrita no Exercicio do Capitulo 2. Mostre
que S € NTIME(n?).

12. Recorde a fung¢do que converte a representacdo em notagdo bindria de
um numero natural na correspondente representacdo em notagao undria
(Exercicio do Capitulo 2). Mostre que existe uma maquina de Turing
M que calcula esta funcao tal que timejs(n) = O(27).

2 Classes de complexidade
1. Mostre que:
(a) P C PSPACE;
(b) PSPACE C EXPTIME;
(¢c) P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME.
2. Seja f : Ng — [1,4+00]. Mostre que TIME(f(n)) C SPACE(f(n)).

3. Seja ¥ um alfabeto. Sejam f:X* — X* uma funcao total em PF e
x um elemento do contradomino de f. Demonstre que a linguagem
A={yeX*: f(y) =z} pertence a classe P.

4. Seja X um alfabeto. Mostre que a linguagem
L={N$w:N € M* aceita w € ¥* em, no maximo, 2lwl transigoes}

nao estd em P. Sugestdo: faca uma demonstragao por absurdo, comecando
por concluir que se L € P entdo L' € P onde L' = {N : N ¢ M ou
N € M> nao aceita N em, no méximo, 21! transigoes}, e notando depois
que se obtém uma contradicdo quando se analisa a evolucao de D’ com
input D', onde D’ é um classificador para L' com tempo polinomial.

5. Considere a classe de complexidade coNP = {L : L € NP}.

(a) Mostre que P C coNP C PSPACE.
(b) Mostre que se P = NP entdao coNP = NP.

3 Propriedades de fecho e redugao polinomial

1. Mostre que a classe P é fechada para as seguintes operagoes sobre lingua-
gens:

(a) interseccdo; (b) reunido; (c) complementagao; (d) diferenca.

Uma classe C de linguagens diz-se fechada para a interseccio se dadas duas
linguagens Ly, Ly € C se tem que L1NLs € C. As nogoes de classe fechada
para a reunido, diferenca e para a complementacgao sdo semelhantes.
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2. Mostre que a classe PSPACE é fechada para as seguintes operagoes sobre
linguagens:

(a) interseccao; (b) reunido; (c) complementagdo; (d) diferenga.

3. Sejam L e Lo linguagens sobre um alfabeto X. Mostre que se L1 <p Lo
entdo L1 <p Lo.

4. Sejam Ly, Lo e L3 linguagens sobre um alfabeto . Mostre que se
L1 <pLyeLy<pLsentdo L1 <p Ls.

5. Sejam A e B linguagens sobre um alfabeto X.

(a) Mostre que se A<p Be B € P entao A € P.

(b) Mostre que se A <p Be A ¢ P entdao B ¢ P.

(c) Repita as alineas (a) e (b) mas agora para a classe PSPACE.
(d) Repita as alineas (a) e (b) mas agora para a classe NP.

6. Considere a linguagem S sobre o alfabeto {0, 1,2} constituida por todas
as palavras da forma 0"1"2" com n € Ny.

(a) Demonstre que S € SPACE(n) N TIME(n log(n)).

(b) Seja L uma linguagem sobre o alfabeto {0,1,2}. Use o resultado da
alinea (a) para demonstrar que se L <p S entdo L € P.

7. Considere a linguagem S sobre o alfabeto {1,$} formada por todas as
palavras da forma
w1Swo$ . .. Swy

onde k € N e wy,...,w € {1}*, para as quais existe I C {1,...,k} tal
que ) e wi = Y ;¢5 Wi, sendo as somas tomadas sobre a representagao em
unario de naturais. Por exemplo, tem-se 111$1$11111$1$1111 € S (com
I = {1,5}) pois verifica-se w; +ws = wg + w3 +wy, isto é 3+4 = 1+5+1.
Por outro lado, 11181111811 ¢ S.

(a) Demonstre que S € NP.

(b) Seja L uma linguagem sobre {1,$}. Use a alinea (a) para demonstrar
que se L <p S entdo LU S € NP.

8. Considere a linguagem S sobre o alfabeto {1,$, #} formada por todas as

palavras da forma
urSvi FuoSvo#t . . . HupSuy

onde k € Neuy,vi,...,ugvx € {1}*, para as quais existe U C {1,...,k}
tal que D ;e wi + D oigu Vi = Digu Wi + Xier Vis sendo as somas tomadas
sobre a representacao em undrio de naturais. Tem-se 111$1#11$1#1811 ¢
S, por exemplo, pois verifica-se uq +wvo +u3z = v1+us+wvs, isto é 3+1+1 =
1+ 2+ 2. Por outro lado, 111$1111#11$11 ¢ S.

(a) Demonstre que S € NTIME(nlog(n)).

(b) Seja L uma linguagem sobre {1,$, #}. Use a alinea (a) para demon-
strar que se L <p S entao LN S € NP.
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4 Teorema de Savitch e teoremas de hierarquia

1. Mostre que as funcdes log(n), nlog(n), n, n? e 2" sdo construtiveis no
espago.

2. Mostre que as funcées nlog(n), n? e 2" sdo construtiveis no tempo.
3. Sejam ¢y, co € N tais que ¢o > ¢1. Mostre que:
(a) TIME(n®) C TIME(n®);
(b) SPACE(n“t) C SPACE(n®).
4. Mostre que:
(a) NPSPACE C |y SPACE(n?F);
(b) NTIME(n?) C SPACE(n®).
5. Mostre que:
(a) TIME(2") = TIME(2"1);
(b) TIME(2") C TIME(2?");
(¢) NTIME(n) C PSPACE.

6. Mostre que:

(a) P C EXPTIME;
(b) PSPACE C EXPSPACE.

7. NL ¢é a classe das linguagens que sao decidiveis por uma maquina de Tur-
ing ndo-determinista em espago logaritmico, i.e., NL = NSPACE(logn).
Mostre que:

(a) NL C P;
(b) NL ¢ PSPACE.

5 P versus NP

1. Seja C uma classe de linguagens sobre um alfabeto ¥ e L uma linguagem
sobre Y. Mostre que:

(a) se L é uma linguagem C-dificil e L € P entao todas as linguagens
da classe C pertencem a P;

(b) se L é uma linguagem C-dificil e L € PSPACE entao todas as
linguagens da classe C pertencem a PSPACE.

2. Seja C uma classe de linguagens sobre um alfabeto ¥ e L uma linguagem
sobre Y. Mostre que:

(a) se L é uma linguagem C-dificil e L <p A para alguma linguagem A
entao A é também C-dificil;
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(b) se L é uma linguagem C-completa, A € Ce L <p Aentdo A é também
C-completa.

3. Seja C uma classe de linguagens sobre o alfabeto ., fechada para a com-
plementacao (isto é, se A € C entdo A € C), e seja L € £L>. Mostre que se
L ¢é C-dificil entdo L é C-dificil.

4. Recorde a linguagem K sobre o alfabeto ¥ = {1,$, &} descrita no Exer-
cicio {4 do Capitulo 2.

(a) Demonstre que K € NTIME(n?).

(b) Seja C C L* e A € L£*. Use a alinea (a) para demonstrar que se
A<p K e AN K é C-completa entao C C NP.

5. O problema 3SAT é semelhante ao problema SAT mas em que o conjunto
de férmulas esta restringido a férmulas na forma normal conjuntiva em
que cada cldusula tem, no maximo, 3 literais. Mostre que 3S5AT é NP-
completo. Sugestdo: comece por mostrar que SAT <p 3SAT.
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